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Τά τρίγωνα ΑΓ'Β, ΒΑΤ, ΓΒΆ είναι όρθογώνια ισοσκελή. 
“Ηδη άπό τοΰ 1868 ά λβιιιοίηε εϊχεν . προτείνει τήν κατασκευήν 
τριγώνου έκ τών κέντρων τών έπί τών πλευρών του κατασκευα- 
ζομένων Ισοπλεύρων τριγώνων. *0 Κΐβρβτΐ (Βερολϊνον) έπέλυσεν 
τό πρόβλημα τοΰτο (Ν.Α., τόμ. VIII, 1869, σ. 40). 

1773 ξ. Ό Υ’εοΐεη, τό 1817, ύπήρξε ό πρώτος, νομίζομεν, δστις 
έμελέτησε τό σχήμα ένός τριγώνου καί τών έπί τών πλευρών του 
τετραγώνων· άπό τής έποχής αύτής, τό σύστημα τούτο προεκά- 
λεσε τό Ενδιαφέρον πλήθους μαθηματικών. 

Τριάντα Ετη μετά τόν Υεείβη (1847), ό ΟτεΙ-,ε προεξέτεινεν τάς 
Εξωτερικός πλευράς τών τριών τετραγώνων, έσχημάτισε οϋτω τρί¬ 
γωνον α, β, γ, όμοιόθετον τού ΑΒΓ. καί άπέδειξεν δτι αΐ εύθεΐαι 
Αα, Ββ, Γγ τέμνονται είς τό κέντρον τής όμοιοθεσίας. Τό σημεϊον 
τούτο, συμβολιζόμενον διά τού Κ, άπολαμβάνει πλήθους Ιδιοτή¬ 
των καί τάς όποιους Ιδιαιτέρως Ετόνισεν ό Εεπιοίηε. 

Ή εΰρεσις αΰτού προσέδωσεν άπροσδόκητον δόξαν είς τόν 
Οτεδε, δν καί άργότερον, ό Εδιιίΐΐίετ, ό Οαιιχε, ό Ηοεεαπί, ώς καί 
άλλοι μαθηματικοί έπίσης, ά νεύρο ν αύτό χωρίς όμως καί νά του 
άποδώσουν μεγάλην σημασίαν. 

Είς τήν Γερμανίαν τό σημεϊον Κ όνομάζεται σημεϊον τοΰ Ονεόε' 
άλλαχού, είναι γνωστόν κυρίως ύπό τό όνομα σημεϊον τον ίκαηοίηβ, 
ώς έπωνόμασεν αύτό ό ]. Κευδετς. 

Τό σχήμα, ή σύστημα τον ΥβοΙβη, τού τριγώνου καί τών τριών τε¬ 
τραγώνων, έπέσυρε τήν προσοχήν μεγάλου πλήθους Ερευνητών. Είς 
τάς προηγουμένας σχετικός Εργασίας προσθέτομεν καί τήν τοΰ 
Υππ Αηδεί είς Ν. τόμ. IV, 1878, σ. 40 καί ΜαίΙιεείε, τόμ. I. 
1881, σ. 168, ζήτ. 72 καί τόμ. VI, 1886, σ. 39, άπάντησις ύπό 
Α. Ταπιθετί. 

ΕΙς τήν Εξοχον σπουδήν τού θέματος ύπό τοΰ Ε. ΟοίΗκηοη 
(βλ. άνωτέρω), ό μαθηματικός οδτος μελετά όλόκληρον σειράν 
τριγώνων άναλόγων τοΰ Α'Β'Γ' καί θεωρεί κατόπιν τό τετράπλευ- 
ρον καί τά Ισοσκελή όρθογώνια τρίγωνα δτινα κατασκευάζονται 
έπί τών πλευρών του (ώς άν., σ. 53). 

1773ο. Τόπο: τών σημείων τομής τών ενδείων ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ’, τώ> 
συνδεουαών τάς κορυφάς τριγώνου ΑΒΓ προς τάς κορυφάς Α', Β', Γ', των 
όμοιων Ισοσκελών τριγώνων, τών χΑταοχευαζομίνων έπί τών πλευρών τον 
ΑΒΓ καί πάντων πρός το Ιξωτερικόν ή πάντων προς τό εσωτερικόν αντοΰ·. 

Τό σημεϊον Τ τού νεείεη άντιστοιχεϊ είς γωνίας α παρά τάς 
βάσεις τών Ισοσκελών τριγώνων Τσας πρός 45». Έάν α=60°. λαμ- 
βάνομεν τό Ισογώνιον σημεϊον Μ, άφ’ οδ εκάστη πλευρά τού τριγώ¬ 
νου φαίνεται ύπό γωνίαν 60». Διά α = 90», εύρίσκομεν τό όρθό- 
κεντρον Η καί διά α = 0, τό κέντρον βάρους θ τού τριγώνου- 

Διά γωνίαν α άρνητικήν, τά τρίγωνα φέρονται προς τό Εσωτε¬ 
ρικόν τού τριγώνου. Εύρίσκομεν Εν σημεϊον Τ' διά τά Εσωτερικά 
τετράγωνα, ώς καί τό δεύτερον Ισογώνιον κέντρον Μ', άφ’ οδ δύο 
τών πλευρών τού τριγώνου φαίνονται ύπό γωνίας 60» καί ή τρίτη 
ύπό γωνίαν 120». 

Ό ζητούμενος τόπος είναι κωνική τομή καί δή Ισοσκελής ύπερ- 
βολή καλουμένη ήδη ύπερβολή τού Κΐερετί (1869, Ν, Α., σ. 42, 2). 
Ή σπουδή τής καμπύλης ταύτης άπέφερε ένδιαφερούσας Εργα¬ 
σίας, ώς λ.χ. τού ΒγοοβγΘ, δστις καθώρισε τά κύρια αύτής σημεία, 
τό κέντρον, τάς άσυμπτώτους (/. Μ. 8„ 1884, σ. 197· 1885· σ. 12, 
30 καί 58). 

Γεωμετρία 58 
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Βλέπε σχετικώς: Α. Ρ., 1885, σ. 15, η° 2, έπΐ διαλέξεως χοΟ 
Εεχηοίηε είς τό συνέδριον τής Ι^ϊιποβεδ. Λ'. Α., 1886, σ. 231, π· 15, 
Ε. δεο3.Γθ· ΜαΐΗββίί, 1887, σ. 208 - 220, ΜΌ»γ* Α. Ρ., 1887, Τοη- 
Ιοπβε, σ. 113, Ι,αϊδεηί* ΜαΐΗβίύ, 1887, σ. 245, η° 11, 1888, ο. 81, 



^ταδεοΐί καί ΝεχιδεΓκ - Α. Ρ., Ρ&γιβ, 1889, σ. 166, Οοδ καί ΝειιδεΓ#· 
ΜαΙΗεήβ, 1892, σ. 241. Επίσης § 1242 π, τοΟ παρόντος έργου. 

1773 η. 'Ο τόπος τών ριζιχοϋ κέντρου τών τριών περιφερειών, τών 
έχουσών ώς χορόάς τάς πλευράς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ τριγώνου ΑΒΓ χαΐ ίχ τών 
σημείων τών όποιων αί πλενραι ανται φαίνονται υπό γωνίας Γ —|— φ, Α -(- φ, 
Β +Φ> άντιατοίχως, είναι ή εν&εΐα ΟΚ. ( ΜαΙΗββϊ», 1887, σ. 219, ΤεβοΗ.). 

Είναι, έ,πομένως, οΐ τόποι τών §§ 1773 ο καί 1773 π Αντίστρο¬ 
φοι Λλλήλων έν (σογωνίω Αντιστροφή. 

’Αναφέρομεν έπΐιτης καί Εν ώραϊογ Αρθρον τοΟ Βιχηβίεη (Ν. Α., 
1911, σ. 87) έπΐ ίξ Ισοσκελών υπερβολών Ινος τριγώνου. 








Σ! Τ Ε Ρ Ε Ο Μ Ε Τ Ρ I Α 


ΒΙΒΛ ΙΟΝ V 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


θεώρημα 643 


1774. Έάν ευθεία ΑΒ καί επίπεδον Μ είναι 
ληλα, πάν έπίπεδον Ν κάθετον έπί τήν ευθείαν 
είναι κάθετον καί έπί τό έπίπεδον Μ. 

Διά χοΟ τυχόντος σημείου I του έπιπέδου 
Μ φέρομεν εύθεΐαν ΙΓ παράλληλον πρός τήν 
ΑΒ· ή εύθεΐα αυτή άνήκει είς τό Μ καί είναι 
κάθετος, ώς καί ή παράλληλός της ΑΒ, έπί 
τό Ν. Είναι έπομένως τό περιέχον τήν εύ¬ 
θεΐαν ΙΓ έπίπεδον Μ κάθετον τό Ν. 


παράλληλα πρός άλ- 

ι* 



Σχ. « 03 . 


Αντίστροφον θεώρημα 643—1 

1774 α. Έάχ έπίπεδον Ν είναι κάθετον έπί εύθεΐαν ΑΒ καί έπίπε¬ 
δον Μ, ή εύθεΐα είναι πα¬ 
ράλληλος πρός τό έπίπε¬ 
δον Μ. 

Πράγματι, έάν ή εύ¬ 
θεΐα ΑΒ καί τό έπίπε¬ 
δον Μ εΐχον κοινόν ση- 
μεϊον Ο, θά ήδυνάμεθα 
νά έφέρομεν κάθετον 
ΟΙΓ έκ τοΟ σημείου Ο έπί τήν τομήν ΕΖ τΟν έπιπέδων Μ καί Ν. 
*Η εύθεΐα αΰτη θά ήτο κάθετος έπίσης καί έπί τό έπίπεδον Ν καί 
θά εΐχομεν οϋτω δύο καθέτους έξ ένός σημείου έπί τό αύτό έπί¬ 
πεδον — βπερ άτοπον. 

Εΐναι λοιπόν ή εύθεΐα ΑΒ παράλληλος πρός τό έπίπεδον Μ. 



θεώρημα 644 

1776. Έαν εύθεΐα ΓΔ 
εΐναι κάθετος έπί εύθεΐαν 
ΑΒ καί έπίπεδον Μ, ή εύ¬ 
θεΐα ΑΒ είναι παράλλη¬ 
λος πρός τό έπίπεδον Μ. 



Πράγματι, έάν ή ΑΒ 

καί τό έπίπεδον Μ εΐχον κοινόν σημεϊον Ο, ή εύθεΐα ΟΕ, ή συν- 
δέουσα τό Ο μετά του ίχνους Ε τής ΓΔ καί τοΟ Μ, θά ήτο κά¬ 
θετος έπί τήν ΓΔ. 
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θά εΤχομεν δέ τότε έκ του Ο δύο καθέτους έπΐ τήν εύθεϊαν 
ΓΔ — δπερ άτοπον. 

ΕΤναι έπομένως ή ΑΒ εύθεϊα παράλληλος πρός τό έπϊπεδον Μ. 
θεώρημα 645 

1776. Έάν δύο επίπεδα είναι παράλληλα, άντιστοίχως, πρός δύο 

άλλα τεμνόμενα, αί τομαί ιών δύο ζευ¬ 
γών επιπέδων είναι ευθείαι παράλληλοι. 

"Εστωσαν Μ, Ν δύο έπίπεδα πα¬ 
ράλληλα πρός τά Ρ καί Π, άντι- 
στοίχως. θά δείξωμεν δτι ή τομή 
ΑΒ τών δύο πρώτων είναι παράλ¬ 
ληλος πρός τήν τομήν ΓΔ τών δύο 
τελευταίων. 

Επειδή τά Μ καί Ρ είναι πα¬ 
ράλληλα έπίπεδα, ή εύθεϊα ΑΒ τοΰ 
πρώτου είναι παράλληλος πρός τό 
Ρ. Διά τόν ίδιον λόγον, ή Ιδία εύθεϊα ΑΒ, θεωρουμένη έπί τοΰ 
έπιπέδου Μ, είναι παράλληλος πρός τό Π. 

ΕΤναι λοιπόν ή εύθεϊα ΑΒ παράλληλος πρός άμφότερα τά έπί¬ 
πεδα Ρ καί Π, άρα παράλληλος πρός τήν τομήν των ΓΔ. 

1776 α. Σημΐίκοσις. Δυνάμεθα νά οπουδάσωμεν πολλάς Ιδιότη¬ 
τας τών διέδρων καί τριέδρων γωνιών, ώς καί άλλα ζητήματα τοΰ 
V Βιβλίου, παραλλήλως πρός Ιδιότητας τών γωνιών καί τριγώνων 
είς τήν έπϊπεδον Γεωμετρίαν. Ίδέ σχετικώς τά Νοαυεαηχ ΕΙέηιβηΐΒ 
άε βέοηνέΐνίε, ΰπό θά. Μέτεν (3η 6κδ., 1906). 

θεώρημα 646 



1777. Δίδονται δίεδρος ΜΙΑΝ καί εύθεϊα ΑΒ εσωτερική τής δίε¬ 
δρου, κάθετος έπί τήν τομήν ΑΙ τών εδρών τής δίεδρου καί πλαγία 
πρός αΰτάς. 


Δείξατε δτι ή ελάχιστη επίπεδος γωνία, καθ’ ήν τέμνει τάς έδρας 
τής διέδρου επίπεδον διερχόμενον διά τής 



ΑΒ, είναι ή αντίστοιχος έπιπέδου καθέτου 
έπί τήν ακμήν τής διέδρου. 

"Εστω ΓΔ ή Θέσις τοΰ κινητού έπιπέ¬ 
δου, καθ’ ήν είναι κάθετον έπί τήν άκμήν 
ΑΙ, ΕΖ δέ τυχοΰσα άλλη θέσις αύτού. 

Ή άκιιή ΑΚ είναι κάθετος έπί τό έπί- 
πεδον ΓΔ, άρα καί έπί τάς εύθείας αύτού 
ΑΓ, ΑΔ, προβολάς τής ΑΒ έπί τών έδρών 
τής διέδρου. 


Εχ 115 7. Επειδή δέ ή γωνία μιάς εύθείας μετά 

τής προβολής της έπί έπϊπεδον είναι μικρο- 
τέρα τής γωνίας αύτής μετά πάσης άλλης 
εύθείας τού έπιπέδου, διερχομένης διά τού ίχνους της έπ’ αύτό, 
Κ πεται : 


ΒΑΓ < ΒΑΕ 
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Α Α 

καί όμοίως ΒΑΔ <ΒΑΖ. 

Άρα, διά προσθέσεως : 


Α Α 

ΓΑΔ < ΕΑΖ. 
θίώρημα 647 

1778. Έάν δύο τρίεδροι στερεαΐ γωνίαι Σ χαί Σ' έχουν δύο έδρας 
β, γ καί β', γ' ϊσας αντιστοίχους καί τάς ύίτ’ αυτών ηεριεχομένας δίε¬ 
δρους άνίσους, θά έχουν τάς 
τρίτας αυτών έδρας άνίσους 
καί άντιστρόφοος. 

Έπί τών κοινών άκμών 
ΣΑ, ΣΑ' τών Εδρών β, γ 
καί β'. γ' τών δύο τριέδρων 
λαμβάνομεν ίσα μήκη ΣΑ, 

Σ'Α' καί διά τών Α καί Α' 
ψέρομεν έπίπεδα ΑΒΓ, 

Α'Β'Γ' κάθετα άντιστοίχως 
Επί τάς άκμάς ταύτας. Ή 
ευθεία ΣΑ θά είναι κάθε¬ 
τος έπί τάς ΑΒ, ΑΓ καί 
Λμοίως ή Σ'Α' Επί τάς Α'Β' 
καί Α'Γ', 

Τά τρίγωνα ΣΑΓ και 
ΣΆΤ' είναι ίσα, ώς όρθο- 
γώνια Εχοντα τάς καθέτους 
πλευράς ΣΑ, Σ'Α' Ισας καί 
τάς γωνίας β καί β' ϊσας· άρα 

ΑΓ = ΑΤ', ΣΓ = Σ'Γ’ 
καί όμοίως ΑΒ = Α'Β', ΣΒ = Σ'Β'. 

1) ΑΙ δίεδροι ΣΑ, Σ'Α' Εχουν μέτρα τάς Επιπέδους γωνίας 
ΓΑΒ καί ΓΆη· έάν λοιπόν δ/δρος ΣΑ < 6/δρου Σ'Α', θά είναι 

Α Α 

καί ΓΑΒ< Γ'Α'Β’, τά δέ τρίγωνα ΑΒΓ, Α'Β'Γ' θά Εχουν δύο 
πλευράς ϊσας καί τήν τρίτην ΓΒ < Γ'Β'. Αλλά τότε τά τρίγωνα 
ΓΒΣ, Γ’Β'Σ’ θά Εχουν δύο πλευράς άντιοηοίχως Τσας καί τήν 
τρίτην ΓΒ < Γ’Β'. 

Είναι Επομένως ή τρίτη Εδρα α τής τριέδρου Σ μικροτέρα τής 
άντιστοιχούσης α' τής τριέδρου Σ'. 

2) Άνχιατρύφως. "Εστω δτι α < α'. Τά τρίγωνα ΓΒΣ καί Γ'Β'Σ' 
Εχουν δύο πλευράς άντιστοίχως ϊσας καί τήν γωνίαν α<α'· θά 
είναι κατά συνέπειαν ΓΒ < Γ'Β'. Τά δέ τρίγωνα ΑΒΓ, Α'Β'Γ' 
Εχουν δύο πλευράς άντιστοίχως ϊσας καί τάς τρίτας ΓΒ < Γ'Β'. 

Α Α 

θά είναι Επομένως: ΓΑΒ<Γ'Α'Β' καί ή δίεδρος ΣΑ μικρο- 
τέρα τής διέδρου Σ'Α'. 





Θεώρημα Θ48 

1779. Έάν «5ύο ί'δοαι Λ Σ11. ΛΣΓ μιας τριέδρου στερεός γωνίας 
είναι ϊσιιι καί αΐ απέναντι αύτών δίεδροι θά είναι 
ϊοαι καί άνηστρόφως. (Τό τρίεδρον τούτο καλείται 
καί ίοοοκελές ή Ιοόεδρον/. 

1) Λαμβάνομεν έπί τών τριών άκμών τής 
τριέδρου μήκη ίσα ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ, φέρομεν τό Επί¬ 
πεδον ΑΒΓ, ώς καί έν άλλο ΑΣΔ διά τής άκ- 
μής ΣΑ καί τοϋ μέσου Δ τής ΒΓ. 

Τό τρίγωνον ΒΣΓ είναι ισοσκελές καί διά 
τής διαμέσου του ΣΔ διαιρείται εις δύο Τσα 
μέρη· τό δέ έπίπεδον ΑΣΔ διαιρεί τήν τρίεδρον 
εις δυο ϊσας έπίσης τριέδρους, ώς έχούσας τάς 
έδρας των άντιστοίχως ϊσας. 

Είναι, Επομένως, αΐ όμόλογοι τών τριέδρων 
τούτων δίεδροι γωνίαι ΣΒ καί ΣΓ ΐσαι. 

2) .1 ντιατρόφω;. Θά δείξωμεν δτι, έάν αΐ 
δίεδροι ΣΒ, ΣΓ είναι Ϊσαι, καί αί άπέναντι αυτών έδραι Θά 
είναι ΐσαι. 

ΎποΘέσωμεν τήν έδραν ΑΣΓ μικροτέραν τής ΑΣΒ· έάν λάβω- 
μεν έπί τής μεγαλυτέρας έδρας γωνίαν Α’ΣΒ = ΑΣΓ καί φέρωμεν 
τό έπίπεδον ΓΣΑ', σχηματίζεται τρίεδρον ΣΑ'ΒΓ, έχον μετά του 
ΣΑΒΓ μίαν δίεδρον ϊσην, περιεχομένην μεταξύ έδρών άντιστοί- 
χως ίσων. 

θά είναι επομένως αί δύο τρίεδροι ΣΑΒΓ καί ΣΑ’ΒΓ ΐσαι-- 
δπερ άδύνατον, άφοΰ ή δευτέρα τρίεδρος 
είναι μέρος τής πρώτης. Άρα... 

1780. ΙΙαρατήαηοις. 1) Μία Ισόπλευρος (ή 
ίσόεδρος) τρίεδρος είναι ισογώνιος· καί άνχι- 
στρόφως. 

2) Εις την ισοσκελή τρίεδρον ΣΑΒΓ (σχ. 
1159), τό έπίπεδον ΑΣΒ άγεται διά τής 
άκμής—κορυφής—ΣΑ καί διά τής διχοτόμου 
ΣΔ τής άπέναντι έδρας—δυναμένης νά κληθή 
καί βάοεως. Τό έπίπεδον τούτο διαιρεί τήν 
δλην τρίεδρον είς δύο άλλας ϊσας, καθώς 
καί τάς διέδρους μέ κοινήν άκμήν ΣΑ· τό 
αύτό δέ συμβαίνει καί διά τάς διέδρους 
άκμής ΣΔ, αϊτινες άλλωστε είναι καί όρθαί. 

ΟΟτω. τό έπίπεδον ΑΣΔ πληροί τέσσαρας συνθήκας, έκ τών 
όποιων δύο άρκοΟν διά τόν όρισμόν του. Εντεύθεν άπορρέουν 
τέσσαρες προτάσεις, έκ τών όποιων τρεις τυχούσαι είναι συνέ- 
πειαι τής τετάρτης καί αϊτινες άλλωστε δύνανται νά άποδειχθοΟν 
καί άπ' εύθείας. (Ο., η» 61). 

ΕΙς πάοαν Ιοοοχελη τρίεδρον : 

1) Το επίπεδον, ιό άγό/ιενον διά τής άκμής - χορνφής και διά τής διχο¬ 
τόμον τής απέναντι αυτής έδρας είναι κάθετον έπι τήν έδραν τούτην και δι¬ 
χοτομεί τήν δίεδρον τής κορυφής, 

2) Τό έπίπεδον, τό άγομενον διά τής ακμής - κορυφής καί κάθετον έχϊ 
τήν απέναντι έδραν, διέρχεται διά τής διχοτόμου τής έδρας τούτης καί δι¬ 
χοτομεί τήν δίεδρον τής κορυφής. 



ΪΧ- 1160 . 



Σ/.. ΙΙόΟ. 
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3) Το διχοτομούν επίπεδον την δίεδρον - χορνφην είναι κάθετον επί την 
απέναντι έδραν καί διέρχεται διά τής διχοτόμου αυτής. 

4) Το ΙπΙπεδον, τδ άγόμενον διά τής διχοτόμον τής τελευταίας έδρας 
και κάθετον έπ' αυτήν, διαιρεί την άπίναντι δίεδρον είς δύο ΐσας δίεδρους. 

θεώρημα 649 

1761. Είς πάσαν τρίεδρον στερεόν γοανίαν Σ, είς την μεγαλυτέραν 
δίεδρον άντίκειται μεγαλυτέρα Ιδρα' καί άντιστρόφως. 

1) "Εστω δίεδρος ΣΒ διέδρου ΣΓ. Φέροβεν τό έπίπεδον 
ΣΓΑ', σχηματίζον μετά τής Εδρας ΣΒΓ 
δίεδρον Τσην πρός τήν ΣΒ. 

Ή τρίεδρος ΣΑ'ΒΓ θά έΐναι Ισοσκελής 
καί ή Εδρα της Α'ΣΒ Υση πρός τήν Α'ΣΓ 
(§ 1779 . 2). 

Επειδή μεταξύ τών Εδρών τής τριέ¬ 
δρου ΣΑΓΑ' ύπάρχει ή σχέσις 

ΑΣΓ < ΑΣΑ'+ Α'ΣΓ= ΑΣΑ'+Α'ΣΒ=ΑΣΒ 
Επεται ΑΣΓ < ΑΣΒ. 

2) Άντιστρόφως. Είς τήν μεγαλυιέραν 
έδραν άντίκειται ή μεγαλυτέρα δίεδρος. 

Είς τήν τρίεδρον ΣΑΒΓ Εστω Εδρα 
γ > Εδρας β. θά δείξωμεν δτι: δίεδρος 
ΣΓ > διέδρου ΣΒ. 

Έάν- ύποθέσωμεν Τσας τάς δύο διέ- 
δρουςκαί αί άπέναντι αύτών Εδραι θά είναι ϊσαι (§ 1779. 2) — 
δπερ άντίθετον πρός τήν ύπόθεοιν. Έάν δέ ύποθέσωμεν τήν δίε¬ 
δρον ΣΓ μικροτέραν τής διέδρου ΣΒ, θά εϊχομεν, κατά τό πρώ¬ 
τον μέρος τοΟ θεωρήματος, τήν συνέπειαν: Εδρα γ < Εδρας β, 
ήτις πάλιν είναι άντίθετος πρός τήν ύπόθεσιν. 

Είναι έπομένως ή δίεδρος ΣΓ μεγαλυτέρα τής διέδρου ΣΒ. 

θεώρημα 660 

1782. Έάν πάσαι αί άκμαί μιάς κυρτής στερεός γωνίας τμηθοΰι 
ΰπύ Επιπέδου, ιό άθροισμα πασών τών Επιπέδων 
γωνιών, τών δριζομένων Επί τών Εδρών τής στε¬ 
ρεός γωνίας καί κειμένων πρός τό αυτό μέρος τοΰ 
τέμνοντος Επιπέδου, είναι σταθερόν. 

"Εστω ν ό άριθμός τών έδρών τής στερεδς 
γωνίας. Πάν Επίπεδον Π, τέμνον τάς άκμάς 
πρός τό αύτό μέρος τής κορυφής, όρίζει έπί τών 
παραπλεύρων Εδρών ν τρίγωνα, διά τά όποια 
τό όλικόν άθροισμα τών γωνιών των εΤναι 2ν 
όρθαί. 

Τό άθροισμα τούτο άποτελεϊται έκ δύο με¬ 
ρών· έκ τοΟ σταθερού άθροίσματος Α τών γω¬ 
νιών - έδρών τής στερεός γωνίας καί έκ τού Σ*. 1162. 

άθροίσματος Β τών γωνιών τών κειμένων παρά 
τό τέμνον έπίπεδον καί άνωθεν αύτού. Επειδή 
64 τό όλικόν άθροισμα γωνιών είναι σταθερόν, ώς καί τό πρώτον 
μέρος Α τοΰ άθροίσματος τούτου, Επεται δτι καί τό δεύτερον 
άθροισμα Β θά είναι έπίσης σταθερόν. 
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Επειδή δέ προσέτι, έκάστη τών παρά τό τέμνον έπίπεδο. 
νιών καί κάτωθεν αύτοΟ κειμένη είναι παραπληρωματική και μιας 
άνωθεν αύτοΟ εύρισκομένης καί έπομένως τό άθροισμα δλων τών 
παρά τό έπίπεδον γωνιών θά είναι ίσον πρός 4ν όρθάς, έπεται 
δτι τό άθροισμα Β' δλων τών 6πό τό έπίπεδον καί παρ’ αύτό 
κειμένων γωνιών θά είναι έπίσης σταθερόν. ΆφοΟ θά είναι τούτο 
ή διαφορά τών 4ν όρθών άπό τού άθροίσματος Β, προαποδει- 
χθέντος ώς σταθερού. 

θεώρημα 651 

1783. Ή ικανή καί αναγκαία συνθήκη διά τήν κατασκευήν τριέδρου 
στερεός γωνίας έχούσης δεδομένος έδρας α, β, γ, είναι δπως τό άθροι¬ 
σμα τών τριών τούτων εδρών είναι μικρότερου τών τεσσάρων ορθών, 
ή μεγαλύτερα δέ αυτών μικρότερα τού άθροίσματος τών δύο άλλων. 

1) Ή πρώτη συνθήκη έπεται έκ τού δτι ή τρίεδρος είναι άναγ- 
καίως κυρτή καί έπομένως τό άθροισμα τών έδρών της άναγκαίως 
έπίσης μικρότερον τών τεσσάρων όρθών. 

2) "Εστω α ή μεγαλυτέρα έδρα καί γ ή μικροτέρα. "Ας παρα- 
θέσωμεν τάς έδρας β καί γ έπί τού αότοΰ έπιπέδου Μ καί κατά 
κοινήν πλευράν ΣΑ. 

Έάν στρέψωμεν τήν έδραν γ =: ΑΣΒ περί τήν άκμήν ΣΑ καί 

κατά 180°, ή άκμή ΣΒ θά 
λάβη τήν θέσιν ΣΒ' έντός 
τής γωνίας ΓΣΑ = β > γ. 
Ή δλη γωνία ΓΣΒ είναι 
τό άθροισμα τών β καί γ, 
ή δέ γωνία ΓΣΒ' ή δια¬ 
φορά αυτών. 

Επειδή δέ έδόθη, δτι ή 
έδρα α είναι μικροτέρα τού 
άθροίσματος τών δύο άλλων 
καί μεγαλυτέρα έκάστης έξ 
αυτών, κατά μείζονα λό¬ 
γον θά είναι μεγαλυτέρα 
τής διαφοράς αυτών. "Εάν λοιπόν μεταφέρωμεν τήν έδραν α έπί 
τού έπιπέδου ΓΣΒ, ώστε νά άποκτήση κοινήν πλευράν ΓΣ μετά 
τής ΓΣΑ, ή έδρα αυτή α θά είναι πολύ μεγάλη, ώστε ή άλλη 
της πλευρά νά κεΐται πέραν τής ΣΒ καί πολύ μικρά, ώστε ή 
πλευρά της αύτη νά εύρίσκεχαι μεταξύ τών ΣΓ καί ΣΒ'. 

Άλλ' είναι φανερόν δτι, κατά τήν στροφήν τής έδρας ΑΣΒ 
περί τήν ΣΑ, ή γωνία τών ΣΒ καί ΣΓ λαμβάνει πάσας τάς έν- 
διαμέσους τιμάς μεταξύ τών τιμών τών γωνιών ΓΣΒ καί ΓΣΒ’. 
θά ύπάρχη έπομένως μία θέσις, κατά τήν στροφήν ταύτην, κατά 
τήν όποιαν ή γωνία ΓΣΒ θά άποβή Τση πρός τήν έδραν α—έξ οΟ 
άποδεικνύεται δτι ή κατασκευή τής τριέδρου στερεός γωνίας μέ τά 
δεδομένα α, β, γ πληροΰντα τάς τεθείσας συνθήκας είναι δυνατή. 

Θεώρημα 652 

1784. Ή Ικανή καί αναγκαία συνθήκη διά τήν κατασκευήν τριέδρου 
στερεός γωνίας Σ' έχούσης δεδομένος δίεδρους Α, Β, Γ, είναι όπως τό 
άρθροισμά των περιλαμβάνεται μεταξύ 2 καί 6 όρθών, ή δέ μικροτέρα 
δίεδρος αύξηθεϊσα κατά δύο όρθάς ύπερβαίνη τό άθροισμα τών δύο 
άλλων. 
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"Εστω Α ή μικροτέρα δίεδρος, α', β', γ' δέ έπίπεδοι γωνίαι 
παραπληρωματικά! τών διέδρων Α, Β, Γ. Ή γωνία α' θώ είναι ή 
μεγαλυτέρα έκ τών τριών τούτων παραπληρωμάτων. 

1) ΑΙ άνωτέρω συνθήκαι είναι άναγκαΐαι, ώς ιδιότητες πάσης 
τριέδρου κυρτής γωνίας. 

2) ΑΙ συνθήκαι αδται δύνανται νά συνοψισθοϋν είς τάς άνι- 
σότητας: 

6 όρθαί > Α + Β + Γ> 2 όρθών, Α 4- 2 όρθαΐ > Β + Γ. 

ή, άφοϋ Α = 2 όρθαί — α', Β = 2 όρθαΐ — β', Γ = 2 όρθαί — γ', 
εις τάς: 

0 < α’ β' γ' <4 όρθών καί α’ <β'4-γ'. 

Είναι, έπομένως (§ 1783) κατασκευάσιμος ή τρίεδρος Σ μέ 
έδρας τάς α', β', γ' — άρα καί ή άρχική Σ'- έπειδή αΟτη θά είναι 
ή παραπληρωματική τρίεδρος τής Σ. 

θεώρημα 653 


1786. Τά τρία έπίπεδα, τά αγόμενα διά των ακμών τριέδρου στε 
ρεάς γωνίας καθέτως έπί τάς απέναντι έδρας, 
τέμνονται κατά τήν αυτήν εύθεΐαν. 


"Εστωσαν ΣΒΕ, ΣΓΖ δύο τών έπιπέδων 
τούτων (ύποθέτομεν τήν κορυφήν Σ 6πέρ τό 
έπίπεδον ΑΒΓ) καί ΣΟ ή τομή αώτών. Έάν 
τάμωμεν τήν τρίεδρον διά τοΟ έπιπέδου ΑΒΓ, 
καθέτου έπί τήν ΣΟ. ή εύθεϊα αΟτη, κάθε¬ 
τος οόσα έπί τά έπίπεδον ΑΒΓ, θά είναι κά¬ 
θετος καί έπϊ τάς ευθείας αύτοΰ ΒΕ καί ΓΖ. 

Επειδή δέ τό έπίπεδον ΣΒΕ, κάθετον έπ' 
άμφότερα τά έπίπεδα ΑΒΓ καί ΣΑΓ, θά 
είναι κάθετον καί έπί τήν τομήν των ΑΓ, τό ίχνος αύτοΟ ΒΕ 
μετά τοΟ ΑΒΓ θά είναι κάθετον έπί τήν ΑΓ καί έπομένως έν τών 
ύψών τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. 

Όμοίως, ή ευθεία ΓΖ θά είναι τό δεύτερον ϋψος τοΟ Ιδίου τρι¬ 
γώνου καί άναγκαίως ή ΑΟΔ τό τρίτον ϋψος αύτοϋ. Είναι έπο¬ 
μένως (κατά τό θεώρημα τών τριών καθέτων), ή ΣΔ κάθετος έπί- 
σης έπί τήν ΒΓ καί τό έπίπεδον ΣΑΔ κάθετον έπί τήν εύθεΐαν 
ταύτην, άρα καί έπί τήν έδραν ΣΒΓ. 

"Ωστε .. . 



Σζ. 1 Η». 


θεώρημα 654 

1786. Είς πάσαν τρίεδρον, τά διχοτο¬ 
μούντο έπίπεδα τάς διέδρους τέμνονται κατά 
τήν αυτήν εύθεΐαν. Ταΰτης πάν σημεΐον ίσον 
απέχει τών έδρών τής τριέδρου. 

“Εστω πάλιν ή κορυφή Σ τής τριέδρου 
ύπέρ τό έπίπεδον ΑΒΓ καί ΣΟ ή τομή 
τών διχοτομούντων έπιπέδων ΣΒΕ καί 
ΣΓΖ. 



Επειδή ή εύθεϊα ΣΟ άνήκει είς άμφότερα τά διχοτομοΟντα 
ταΟτα έπίπεδα, πδν σημεΐον αύτής ίσον άπέχει τ{ϊν έδρών ΣΒΑ, 
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ΣΒΓ άφ' ένός καί ΣΑΓ, ΣΒΓ άφ' έτέρου—δηλ. Ισον άπέχει καί 
τών τριών έδρών' τής τριέδρου. 

Κεΐται Επομένως ή εύθεΐα ΣΟ καί έπί του τρίτου διχοτομοΰν- 
τος έπιπέδου ΣΑΔ. 'Ώστε . .. 

θεώρημα 655 

1787. Είς πάσαν τρίεδρον στερεόν γωνίαν, τά διά τών ακμών καί 
διχοτόμων τών απέναντι εδρών διερχόμενα 
επίπεδα τέμνονται κατά τήν αύτήν εύθεϊαν 
(διάμεσα επίπεδα). 

Ύποθέσωμεν καί πάλιν τήν κορυφήν 
Σ υπέρ τό Επίπεδον ΑΒΓ.'Άς λάβωμεν 
έπί τών άκμών Ισα μήκη ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ 
καί θεωρήσωμεν τό έπίπεδον ΑΒΓ. 

"Εστωσαν ΣΒΕ, ΣΓΖ δύο τών δια¬ 
μέσων έπιπέδων. ΑΙ άκμαί ΣΑ, ΣΓ 
είναι Τσάι, τό τρίγωνον ΣΑΓ Ισοσκε¬ 
λές, τό Ε μέσον τής ΑΓ καί ή ΒΕ διά¬ 
μεσος τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. Όμοίως, αί ΓΖ καί ΑΔ είναι διάμε¬ 
σοι τοΟ ΑΒΓ καί τέμνονται είς τό αύτό σημεϊον Ο. Γίνεται έπο- 
μένως φανερόν δτι τά τρία διάμεσα έπίπεδα ΣΒΕ, ΣΓΖ, ΣΑΔ 
Εχουν κοινήν εύθεϊαν τήν ΣΟ. 

θεώρημα 655—1 

1788. Τό έπίπεδον Ρ, τό άγόμενον καθέτως επί τό έπίπεδον γοινίας 
ΑΣΓ χαϊ διά τής διχοτόμου αύτής, είναι 
ό τόπος τών σημείων τών Ισον άπεχόντων 
τών πλευρών τής γωνίας. 

Ή άνωτέρω πρότασις είναι άμεσος 
συνέπεια τοΟ θεωρήματος ιών τριών 
χαάέτων. 

Έστω, πράγματι, Μ έν τυχόν ση- 
μεΐον τοΟ έπιπέδου Ρ, ΜΕ κάθετος έπι 
τήν ΣΕ, άρα καί έπί τό έπίπεδον τής 
γωνίας, καί ΜΑ, ΜΓ κάθετοι έπί τάς 
πλευράς αύτής. Κατά τό άνωτέρω θεώ¬ 
ρημα. αί ΕΑ, ΕΓ είναι κάθετοι έπί τάς 
πλευράς τής γωνίας, άρα καί Τσάι, 
άφοΰ τό Ε είναι σημεϊον τής διχοτό¬ 
μου αύτής - είναι Επομένως τά όρθογώνια τρίγωνα ΜΕΑ, ΜΕΓ 

Τσα καί ΜΑ = ΜΓ. 

θεώρημα 666 

1789. Τά έπίπεδα, τά αγόμενα χαθε¬ 
ί ως έπί τάς έδρας τριέδρου γωνίας χαί 
διερχόμενα διά τών διχοτόμων αύτών, 
τέμνονται κατά τήν αύτήν εύθεϊαν. Τού¬ 
της πάν σημεϊον Ισον απέχει τών άκμών 
τής τριέδρου. 

'ΥποΘέσωμεν καί πάλιν τήν κορυφήν 
Σ τής τριέδρου ΰπέρ τό έπίπεδον ΑΒΓ καί Εστω ΣΟ ή τομή δύο 
χών θεωρουμένων έπιπέδων, τών ΣΟΕ καί ΣΟΖ. 


Α 



1788. Τό έπίπεδον Ρ, 



Α 
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Επειδή ή εύθεΐα ΣΟ είναι κοινή τών έπιπέδων τούτων, παν 
σημεΐον αύτής ίσον θ' άπέχη τών άκμών ΣΑ, ΣΓ καί ΣΑ, ΣΒ. 
δηλ. Τσον θά άπέχη καί τών τριών άκμών ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ, άρα καί 
τών ΣΓ, ΣΒ. 

Κεΐται έπομένως ή εύθεΐα ΣΟ έπί του επιπέδου ΣΟΔ - τόπου 
τών σημείων τών ίσων άπεχόντων ιών άκμών ΣΒ καί ΣΓ. 

Θεώρημα 657 

1790. Τό εμβαδόν τής προβολής μιας επιπέδου επιφάνειας έπί επί¬ 
πεδον είναι ίσον μέ τό γινόμενον 
τοΰ έμβαδοϋ αυτής έπί τό συνημί- 
τονον τής γωνίας τών δυο έπιπέδων. 

1) θεωρήσωμεν κατά πρώτον 
τρίγωνον ΑΒΓ κείμενον έπί τοΰ 
έπιπέδου Μ καί τοΟ όποίου ή 
πλευρά ΑΓ είναι παράλληλος 
πρός τήν τομήν ΕΖ τών δύο έπι¬ 
πέδων. Ή προβολή ΑΤ' τής 
πλευράς ταύτης ΑΓ θά είναι 
παράλληλος καί ίση πρός τήν ΑΓ. 

Επειδή ή εύθεΐα ΒΒ' είναι 
κάθετος έπί τό προβολικόν έπίπεδον Ν, τό δΓ αύτής καί καθέτως 
έπί τήν ΕΖάγόμενον έπίπεδον ΒΗΟΗ'Β' είναι κάθετον έπί τάς 
παραλλήλους πρός τήν ΕΖ εύθείας ΑΓ, ΑΤ' καί έπομένως τά μήκη 
ΒΗ = ο καί Β'Η'= υ’ ύψη έπί τάς ΑΓ, ΑΤ' πλευράς τών τριγώ¬ 
νων ΑΒΓ καί Α'Β'Γ'. 

Άφ' έτέρου. εις τό έπίπεδον ΒΟΒ’ θά Ιχωμεν 



καί έπομένως 
(Α'Β'Γ') = ^- Γ - 


υ' 


✓Ν 

υ' = υ συν Ο 


ΑΓ.υ' ΑΓ.υ 
2 2 


συν Ο = (ΑΒΓ) συν θ'. 


2) Έάν τό τρίγωνον ΑΒΓ ούδε- 
μίαν πλευράν Εχη παράλληλον πρός 
τήν ΕΖ, δυνάμεθα πάντοτε νά φέ- 
ρωμεν διά τίνος κορυφής του Α εύ- 
θεϊαν ΑΔ εις αύτό διαιρούσαν τό 
τρίγωνον εις δύο άλλα ΑΔΒ, ΑΔΓ, 
Εχοντα τήν κοινήν πλευράν των ΛΔ 
παράλληλον τής ΕΖ. Διά τήν προ¬ 
βολήν έκατέρου τών τριγώνων τού¬ 
των έπί τό έπίπεδον Ν θά Ιχωμεν: 

(Α’Β’Δ') = (ΑΒΔ) συν Ο 

(ΑΤ'Δ') = (ΑΓΔ) συν Ο. 



Έπομένως, διά προσθέσεως 

(Α’Β'Γ') = (ΑΒΓ) συν Ο, 


καί πάλιν. 






3) Επειδή £ν τυχόν πολύγωνον είναι δυνατόν νά άναλυθή ε(ς 
τρίγωνα, τό θεώρημα Ισχύει καί διά τό τυχόν πολύγωνον, ώς καί 
δι' έπιφανείας περικλειομένας έν δλω ή έν μέρει ύπό καμπύλων 
γραμμών· έπειδή τά σχήματα ταΰτα δύνανται νά θεωρηθούν ώς 
δρια έγγεγραμμένων είς αύτά πολυγώνων. 

Παρατηρηθείς. 1) Λί προβολαΐ ίπι έπίπεδον δύο Ισοδυνάμων επιφανειών, 
κειμένων έπί τον αυτόν επιπέδου, είναι Ισοδύναμοι έπιφάνειαι. 

2) Λ ί προβολαΐ επί εν επίπεδον δύο επιφανειών, κειμένων έπϊ τοΰ αυ¬ 
τόν επιπέδου, έχουν λόγον έμβαδών ον και τά έμβαδά των προβαλλομένων 
επιφανειών. 

θεώρημα 658 

1791. Διά τής κορυφής τριέδρου γωνίας καί είς τό επίπεδον έχάατης 
έδρας φέρομεν εύθεΐαν κάθετον έπί τήν απέναντι τής έδρας ακμήν. 
Δείξατε ότι αί τρεις αίται εύθεΐαι κεϊνται έπί τοΰ αύτοΰ επιπέδου. 

"Εστωσαν ΣΑΔ, ΣΒΕ, ΣΓΖ τά διά τών άκμών καθέτως έπί 

τάς άπέναντι έδρας άγόμενα έπί- 
πεδα καί τεμνόμενα, ώς εΤδομεν 
(§ 1785), κατά τήν αύτήν ευθείαν 
ΣΗ. Φέρομεν έπίπεδον ΑΒΓ κά¬ 
θετον έπί τήν ΣΗ καί διά τής 
κορυφής Σ έπίπεδον Ρ παράλλη¬ 
λον πρός τό ΑΒΓ. 

Ή εύθεϊα ΓΒ, τομή τών έπι- 
πέδων ΓΑΒ, ΓΣΒ, καθέτων έπί 
τό έπίπεδον ΣΑΔ. είναι κάθε¬ 
τος έπίσης έπί τό ΣΑΔ. 

Έάν δέ ΣΛ είναι ή τομή τής 
έδρας ΓΣΒ καί τού έπιπέδου Ρ, 
ή εύθεϊα αυτή θά είναι κάθετος 
έπί τό έπίπεδον ΣΑΔ καί έπομέ- 
νως καί έπί τήν εύθεΐαν αύτοΟ, 
καί άκμήν τής τριέδρου, ΣΑ. 
Όμοίως σκεπτόμενοι, εΰρίσκο- 
-τ· ^ι. μεν δτι αί έπί τού Ρ εύθεΐαι ΣΜ, 

ΣΝ, αί παράλληλοι πρός τάς 
ΑΓ, ΑΒ είναι κάθετοι έπί τάς άκμάς ΣΒ καί ΣΓ. 

Κεϊνται έπομένως αί έν τή έκφωνήσει τού 
θεωρήματος τρεις εύθεΐαι έπί τοΰ αύτοΰ έπι¬ 
πέδου, τοΰ Ρ. 

θεώρημα 659 

1792. Τά μέσα τών πλευρών στρεβλού τετρά¬ 
πλευρου είναι κορυφαί παραλληλογράμμου. 

Στρεβλόν τετράπλευρου λέγεται τετράπλευ¬ 
ρου ΑΒΓΔ, τού όποιου αί τέσσαρες πλευραί 
δέν κεϊνται έπί τοΟ αύτοΟ έπιπέδου καί αί 
διαγώνιοι έπομένως αύτοΰ ΑΓ, ΒΔ δέν τέμ- 
νονται. 

Ή άπόδειζις τής προτάσεως γίνεται δπως 
καί είς τήν έπιπεδομετρίαν (§ 542). 

Ή ΕΖ είναι παράλληλος καί ίση πρός τό ήμισυ τής ΒΔ. 
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Ή ΘΗ είναι -παράλληλος έπίσης καί Τση πρός τό ήμισυ τής ΒΔ. 

Είναι έπομένως παράλληλοι καί Τσάι εύθεϊαι αΐ ΕΖ, ΘΗ καί 
τό σχήμα ΕΖΘΗ παραλληλόγραμμον. 

Θεώρημα 659—I 

1793. Αί εύθεϊαι, αί συνδέουααι τά μέσα τών απέναντι πλευρών 
στρεβλού τετράπλευρου, τέμνονται είς τά μέσα αυτών. 

Επειδή είναι διαγώνιοι παραλληλογράμμου. 

Θεώρημα 659—11 

1794. Αί συνδέουααι τά μέσα τών απέναντι πλευρών στρεβλού τε¬ 
τράπλευρου καί αί συνδέουααι τά μέσα τών διαγώνιων αυτού τέμνονται 
είς τό αυτό σημεΐον καί άλληλοδιχοτομοΰνται. 

Ή άπόδειξις όπως καί είς τήν έπιπεδομετρίαν (§ 548). 

Παρατηρητέον, δτι αί τρεϊς αδχαι καί διά χοΰ αύτοΰ σημείου 
διερχόμεναι εύθεϊαι δέν κεΐνται έπί τού αύτοΰ έπιπέδου. "Επειδή, 
άλλως, τό θεωρούμενον τετράπλευρον θά ήτο έπίπεδον. 

Θεώρημα 660 

1795. Εις πάν στρεβλόν τετράπλευρον, τό άθροισμα τών τετραγώ¬ 
νων τών πλευρών είναι ίσον πρός τό άθροισμα τών τετραγώνων τών 
διαγώνιων, ηύξημένον χατά τό τετραπλάσιον τετράγωνον τής ευθείας τής 
ένούσης τά μέσα αυτών. 

Ή έπέκτασις αϋτη τού Θεωρήματος τοΟ Ευΐετ όφείλεται είς τόν 
Οπτηοΐ καί άποδεικνύεται καθ' δμοιον τρόπον ώς έν § 1205. 

Θεώρημα 660—1 

1796. Είς πάν στρεβλόν τετράπλευρον, τό άθροισμα τών τετραγώ¬ 
νων τών διαγώνιων είναι διπλάσιον τού αθροίσματος τών τετραγώνων 
τών ευθειών τών συνδεουσών τά μέσα τών απέναντι πλευρών. 

Ή άπόδειξις ώς έν τή έπιπεδομετρία (§ 1204). 

Θεώρημα 661 

1797. "Από δύο αντικειμένων κορυ¬ 
φών, Α χαϊ Γ, άρχόμενοι, διαιρούμεν τάς 
πλευράς στρεβλού τετράπλευρου ΑΒΓΑ 
χατά τόν αύτόν λόγον: 

ΑΕ ΑΖ ΓΘ ΓΗ μ 

ΑΔ ~ ΑΒ - ΓΒ — ΓΔ — ν 

Δείξατε ότι τά τέσσαρα σημεία διαιρέσεως 
είναι χορυφαί παραλληλογράμμου, 

Ή πρότασις άποδεικνύεται ώς είς 
τήν έπιπεδομετρίαν. 

Ή εΰθεϊα ΕΖ είναι παράλληλος πρός τήν ΒΔ καί έπειδή 

προσέτι , θά είναι καί 

ΕΖ = ΒΔ . -Η-. 


Α 



Όμοίως, ή ΘΗ είναι παράλληλος τής ΒΔ καί ίση πρός 
ΒΔ . ~ . Είναι δηλ. τό σχήμα ΕΖΘΗ παραλληλόγραμμον. 


ΙΙηηαιηοήαεις. 1) Έάν τά σημεία Ε, Ζ εϋρίσκωνται έπί τών προ¬ 
εκτάσεων τών ΑΔ καί ΑΒ, τό τετράπλευρον τών σημείων διαιρέ- 
σεως είναι πάλιν παραλληλόγραμμον. 

2) Έάν έδίδετο : 

^Ε_ _μ_ 

Ύ 'Α " ν ’ 

θά εΐχομεν 


ΑΕ 

ΑΔ 


,ΕΖ. .... _ϋ_ 

ΒΔ μ ν 


ΕΖ 



-τ= ΗΘ. 


3) Τέσσαρα σημεία Α, Β, Γ. Δ, μή κείμενα έπί τοΟ αότοϋ έπι- 
πέδου, όρίζουν τρεις τετράδας εύθειών, έφ’ ών κείνται αί πλευ- 
ραί τριών στρεβλών τετραπλεύρων: ΑΒΓΔ, ΑΒΔΓ, ΑΔΒΡ. 


Θεώρημα 662 

1789. Πιϊν επίπεδον παράλληλον πρός δύο απέναντι πλευράς ενός 

στρεβλού τετράπλευρου διαιρεί τάς άλ¬ 
λος δυο πλευράς αυτού εις μέρη ευ¬ 
θέως ανάλογα. 

Έστω ΑΒΓΔ τό τετράπλευρον. 
Εις τό έπίπεδον ΒΓΔ, φέρομεν τάς 
Δα, Βα παραλλήλους πρός τάς ΓΒ 
καί ΓΔ. Φέρομεν καί τήν Αα, τής 
όποίας τό μήκος Εστω λ. 

Τό σχήμα αΒΓΔ είναι παραλλη¬ 
λόγραμμον, ώς Εχον τάς άπέναντι 
πλευράς παραλλήλους. Παν δέ έπί¬ 
πεδον παράλληλον πρός τάς ΑΔ 
καί ΒΓ, Θά είναι παράλληλον πρός 
τό έπίπεδον ΑΔα· έπειδή Θά είναι 
παράλληλον πρός δύο εύθείας αύ- 
τοΰ, τάς ΔΑ καί Δα. 

Έστω ΕΖε Εν τοιοΰτον έπίπεδον· 
ή ευθεία Ζε θά είναι παράλληλος πρός τήν Δα, ή Εε πρός τήν 
Αα καί έπομένως 

ΒΕ Βε ΓΖ 



Παρατήρηαις. Έστω 


ΒΕ 


ΑΕ αε 
ΒΕ μ 
ΑΕ V ' 


ΔΖ 


θά Εχωμεν ; 


Εε 


ΑΒ 


μ + ν 


καί Εε 


λμ 


μ + ν 


θεώρημα 663 

1799 . Πρός δύο απέναντι πλευράς ενός στρεβλού τετράπλευρου 
φέρομεν έπίπεδον παράλληλον καί τέμνον τάς δύο άλλας πλευράς εις τά 
σημεία Ε καί Ζ. Φέρομεν ύστερον δεύτερον έπίπεδον παράλληλον πρός 
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τό δεύτερον ζεύγος απέναντι πλευρών τοΰ τετράπλευρου, τέμνον τό πρώ¬ 
τον ζεύγος είς τά σημεία θ καί Η. 

Δείξατε ότι αΐ εύβ-εϊαι ΕΖ καί ΘΗ κεϊνται έπί τοΰ αΰτοϋ επιπέδου. 

“Εστω ΕΖε τό παράλληλον πρός τό ΑΔα έπίπεδον καί Ηθη 
χό παράλληλον πρός χό ΑΒα έπίπεδον. Ώς εΤδομεν, αΐ ΑΒ καί 
ΓΔ διαιρούνται κατά τόν αΰτόν λόγον, ώς καί αί ΓΒ καί ΔΑ 
(σχ. 1174). 

Τά τέσσαρα ταύτα καί παράλληλα άνά δύο έπίπεδα όρίζουν 
χέσσαρας εύθείας παραλλήλους, τάς Αα, Εε, Ηη καί Ιι. V 

Έστω I τό σημεΐον, καθ' 3 ή τομή τών έπιπέδων ΕΖε καί Ηθη 
συναντά τήν ΕΖ, Κ τό σηιιείον δπου ή Ιδία τομή συναντά χήν ΘΗ. 
Αρκεί νά δειχθή δτι Ιι — Κι- έπειδή τότε χά σημεία I καί Κ θά 
συμπίπτουν ε(ς κοινόν σημεΐον τών διαγώνιων ΕΖ καί ΘΗ. 


Καλέσωμεν τούς λόγους 
χως· θά Εχωμεν : 


ΒΕ 

ΑΕ 


ι Γθ 
Κα1 Βθ 



ΒΕ _ μ Εε 

ΑΒ μ -(-ν λ 

Γθ ρ _ Ηη 
ΒΓ ρ + η — Τ ' 


δθεν Εε ^ - 

μ+ν 

βθεν Ηη = - — · 

Ρ+1 


Άλλ' είναι ·. 


άνχιστοί- 


0) 

( 2 ) 


Ζι _ΓΘ Ιι _ ρ 
Ζε ~ ΓΒ η Εε ρ+ς ' 
καί 

θι _ΓΖ Λ Κι μ 
θη _ ΓΔ ^ Ηη - μ + ν ’ 


Ιι = Εε . _ ρ = _ λρ Ρ_ 

Ρ + 9 (μ + ν) (ρ+ς) 

Κι = Ηη - —Η— = — — λμρ - . 

μ+ν (μ + ν)(ρ + ς) 


Συμπίπτουν έπομένως τά σημεία I, Κ καί αί εύθεΐαι ΕΖ καί 
ΘΗ κεϊνται είς τά αύτό έπίπεδον, ώς Εχουσαι κοινόν σημεΐον. 


Αντίστροφον Φεώρημα 663—1 

1800. Πάν έπίπεδον ΕΖΘΗ, διερχόμενον διά Λύο σημείων Ε, Ζ-+ 
διαιρουντων κατά τόν αΰτόν λόγον δύο άπέναντι πλευράς στρεβλού τε¬ 
τράπλευρου, διαιρεί καί τάς άλλας δύο πλευράς αύτοΰ κατά τόν αΰτόν 
λόγον (διάφορον έν γένει τοΰ πρώτου). (Βλ. § 1855 α). 

θεώρημα 664 

1801. Πάν έπίπεδον ΕΖΘΗ, διερχόμενον διά τών μέσων Ε, Ζ δύο 
απέναντι πλευρών στρεβλού τετράπλευρου, διαιρεί τά; δύο άλλας πλευ¬ 
ράς αυτού είς μέρη ανάλογα. 

Πρόκειται περί πορίσματος τής προηγουμένης προχάσεως 
(§ 1800)· έπειδή δμως είναι άρκετά συχνής χρήσεως θεώρημα, δί¬ 
δομε ν μίαν άπ’ εύθείας άπόδειξιν αύτοΟ. 

Έστω αβγδ (σχ. 1175) χό διά τών σημείων Ε, Ζ άγόμενον 
έπίπεδον, τέμνον τάς πλευράς ΑΓ, ΓΔ είς τά θ καί Η σημεία, 
καί αβγδ έπίσης ή προβολή τοΟ δοθέντος χεχραπλεύρου έπί χό 
έπίπεδον αύτό. 
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Επειδή έζ ύποθέσεως ΒΕ = ΕΓ, θά Εχωμεν 
βΕ=γΕ. Ββ = Γγ 
καθώς καί αΖ = δΖ, Αα = Δδ. 


ΑΙ προβάλλουσαι Αα, Ββ, Γγ ( Δδ είναι παράλληλοι εύθεϊαι· 

Επομένως: 

Αθ αθ Αα 



άρα 


Βθ ~ βθ 
ΔΗ _ δΗ 
ΤΗ'~ υΗ 
Άλλ' είναι 

Αα _ 

~Ββ~' 


Ββ 

Δδ 

Γν 


Δδ 


_ΑΘ 

Βθ 


ΓΥ 

ΔΗ 

ΤΐΓ 


Παρατηρηθείς. Πάσα εύθεϊα, ώς 
ή ΘΗ Ρ διχοτομείται Οπό τής ΕΖ. 

Κατ’ άνάλογον τρόπον έργα· 
ζόμενοι, δυνάμεθα νά άποδείξω- 
μεν άπ’ ευθείας καί τό προηγούμενου γενικώτερον Αντίστροφον 
θεώρημα καί τοΟ όποιου τό άνωτέρω είναι είδική περίπτωσις. 


Σημείωσες. Τό στρεβλόν τετράπλευρο* συναντάται συχνά είς τάς 
έφαρμογάς· αί άπέναντι αότοΟ πλευραί κεϊνται έπΐ εόθειών - γε· 
νετειρών, άνά δϋο, τών δύο συστημάτων εόθειών Ενός όπερβολι- 
κοΟ παραβολοειδοΟς. 

Βλέπε: β., πο» 923 - 943' Εχ. ά. β. Ώμο γ., π° 712 κ. έπ. Επίσης, 
Ν. Α., 1892, σ. 41, ώραίαν σχετικήν μελέτην τοΟ Ρ. Κ&ΓΕβοη. 


θεώρημα 665 

1802, Στρεβλόν πολύγωνον τέμνεται ΰπό επιπέδου. Δείξατε ότι τό 
γινόμενον τών τμημάτων, τών όριζομένων έπΐ τών πλευρών διά τών κο¬ 
ρυφών τοΟ πολυγώνου παϊ τών σημείων τομή; χαΐ τά δποΐα δέν Εχουοιν 
κοινά πέρατα είναι ίσον πρός τό γινόμενον τών υπολοίπων τμημάτων. 
(ΟαΓαοΙ, ΟέοιηόίΓΐβ άβ ροεϊΐϊοη). 

■ Ιι 

Διά προβολής τοΟ σχήματος έπί έπίπεδον κάθετον έπΐ τό τέμ- 
νον έπίπεδον, άναγόμεθα είς γνωστόν θεώρημα τής Επιπεδομε¬ 
τρίας (§ 181)· έπειδή εύρίσκομεν έπίπεδον πολύγωνον αβγδ ... 
τεμνόμενον όπό εύθείας είς τά σημεία λ, μ, ν... θά Εχωμεν 

«λ βμ γν 

βλ γμ 6ν 

άλλ’ είναι: 

ΑΛ _ αλ ΒΜ βμ 
ΒΛ βλ ’ ΓΜ ~ γμ ■” 

“Ωστε : 

ΑΛ ΒΜ ΓΝ , 

"Ελ"· ΓΜ - · Δ^”· = 1 ’ 
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θ*ώβΐ)μ α 665 — I 

1802 α. Παν στρεβλόν τετράπλευρον, διά το όποιον τό άθροισμα 
δυο απέναντι πλευρών είναι Ισον πρός τό άθροισμα των δύο άλλων, 
είναι περιγράψιμον εΙς περιφέρειαν. 

ΔυνάμεΘα έπίσης νά εΤπωμεν: 'Εάν εν ατρεβλόν τετράπλευρον 
είναι περιγεγραμμένον είς σφαίραν, τά σημεία έπαφής χείνται έπΐ τοΰ 
αύτοΰ έπιπέδου ( βί ). 

Λύσις ύπό ].·Β. ϋιίΓΓβπάβ (Α. ά. Ο., 1811 -181 β, σ. 49 καί 52). 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 

Τύπος 666 

1803. Έχ σημείου Ο φέρομεν καθέτους έπΐ τά _ διάφορα έπίπεβα 
τά διερχόμενα διά δοθείσης εύθείας ΧΥ. Ποιος ό τόπος τών ευθειών 
τούτων; 

"Εστω ΟΑ ή κάθετος έπΐ τό τυχόν 
καί ΑΒ κάθετος έπΐ τήν ΧΥ. “Ένεκα 
τοΰ θεωρήματος τών τριών καθέ¬ 
των, ή εΰθεΐα ΟΒ είναι κάθετος έπΐ 
τήν ΧΥ καί ή τελευταία α()τη εό- 
θεϊα, κάθετος οΟσα έπΐ τάς ΒΟ καί 
ΒΑ εύθείας, θά είναι κάθετος καί 
έπΐ τό έπίπεδόν των ΑΒΟ. 

Είναι, έπομένως, ό τόπος τών 
εύθειών ΟΑ, χό διά τον αημιίον Ο χβ- 
&ετον επίπεδον (Π) επί την ιΰ&ιϊαχ ΧΥ. 

Παρατήρηοις. Επειδή ή υποτείνουσα ΟΒ τοΰ όρθογωνίου τριγώ¬ 
νου ΟΒΑ είναι σταθερά διά πάσαν θέσιν τοΰ έπιπέδου Μ, ό τό¬ 
πος τών ποδών Α τών έκ τοΰ Ο άγοιιένων καθέτων έπΐ τά Επί¬ 
πεδα Μ, είναι περιφέρεια κύκλου έπΐ τοΟ 
έπιπέδου (Π), Εχουσα διάμετρον τήν ΟΒ. 

Τόπος 667 

1804 . Δίδονται δύο εύθεΐαι ΑΒ, ΓΔ, τρίτη 
δέ ΜΝ τέμνει τήν πρώτην καί παραμένει πα¬ 
ράλληλος πρός τήν δευτέραν. Ποιος ό τόπος 
τής ευθείας ΜΝ; 

Επειδή αΐ εύθεΐαι ΜΝ καί ΓΔ είναι 
παράλληλοι, πβν έπίπεδόν άγόμενον διά τής 



ΜΝ εΤναι παράλλη- 



96. Σημ. μετ. Επειδή άν Α', Β', Γ', Δ' είναι τά σημεία έπαφής 
τής σφαίρας καί τών πλευοών ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχος τοΰ τετρά¬ 
πλευρου, θά είναι 

ΑΑ’ = ΑΔ', ΒΑ' = ΒΒ' κλπ. 

καί κατ' άμεσον έφαρμογήν τού προηγουμένου ζς 1802) θεβρήματος, 
άποδεικνύεται ότι τά σημεία Λ', Β’. Γ', Δ’ χείνται έφ’ ένός έπιπέδου. 
Παράβλ : § 1943 α. 

Γεωμετρία δ 9 
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λον πρός τήν ΓΔ· εις μίαν δέ τυχοΰσαν θέσιν της ΜΝ τό ϋπ' αυ¬ 
τής καί τής ΑΒ όριζόμενον έπίπεδον ΜΝΑΒ είναι παράλληλον 
πρός τήν ΓΔ. 

’Αλλά τό τελευταϊον τοΟτο έπίπεδον είναι σταθερόν· δρα 
τοΰτο είναι καί ό τόπος τής κινητής ευθείας ΜΝ. 

Τύπος 668 

1805. Ποιος ρ τόπος ιών σημείων τών ίσον άπεχύντων δύο πα¬ 
ραλλήλων επιπέδων ; 

Είναι έπίπεδον παράλληλον πρόν αυτά καί κάθετον εις τό μέ¬ 
σον τής καθέτου άποστάσεως τών δυο επιπέδων. 

Επειδή πασα κάθετος έπί τά τρία έπίπεδα διαιρείται ϋπό του 
μεσαίου είς δύο ίσα μέρη. 

Τόπος 660 

1806. Ποιος ό τόπος ιών σημείων τών ίσον άπεχόντων δύο τεμ- 
νομένων επιπέδων; 

Είναι τό ζεύγος τών διχοτομούντων έπιπέδων τάς διέδρους 
τάς όριζομένας ϋπό τών δύο έπιπέδων. Επειδή τό διχοτομούν 
έπίπεδον δίεδρον είναι ό τόπος τών σημείων τών Ισον άπεχόν¬ 
των τών έδρών τής διέδρου. 

Τύπος 670 

1807. Ποιος ό τόπος τών παραλλήλων πρός έπίπεδον Π καί αγό¬ 
μενων έκ δούέντος σημείου Ο; 

Είναι τό διά τού Ο παράλληλον έπίπεδον πρός τό Π. 

Τύπος 671 

1808. Τόπος τών σημείων τών Ισον 
άπεχόντων δύο τεμνομένων ευθειών ΑΒ 
7. χαί ΓΔ. 

Έστω ΡΠ τό έπίπεδον τών εύ- 
θειών. 'Ο πλήρης τόπος άποτελεΐται 
έκ τού ζεύγους τών έπιπέδων, τών 
άγομένων καθέτως έπί τό έπίπεδον 
ΡΠ καί διά τών διχοτόμων ΕΖ, ΘΗ 
τών γωνιών άς σχηματίζουν αί δο- 
θεϊσαι εύθεϊαι. 

Τόπος 672 

1809. Δίδεται έπίπεδον Ρ, σημεΐον Β αυ¬ 
τού, καί σημεϊον Α έκτος τού έπιπέδου. Ποιος 
ό τόπος ιών προβολών τού Α έπί τάς διαφό¬ 
ρους ευθείας τού Ρ, τάς διερχομένας διά 
τού Β ; 

"Εστω Γ ό πούς τής έκ τοΰ Α καθέτου 
έπί τό Ρ καί Δ ό πούς τής έπί τής τυχού- 
σης διά τού Β εύθείας. Τό σημεΐον Γ 
άνήκει είς τόν τόπον, ώς καί τό σημεΐον 
Β. Επειδή, κατά τό. θεώρημα τών τριών 



Α 
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καθέτων, ή ΑΒ είναι κάθετος έπί τήν εύθεϊαν ΒΕ, καθέτου έπ 
τήν ΑΓ. 

Επειδή δέ, κατά τό ίδιον θεώρημα, ή γωνία ΒΔΓ είναι όρθή, 
δ ζητούμενος τόπος άποτελεΐται έκ τής περιφέρειας τοΟ έπιπέδου 
Ρ, τής έχούσης διάμετρον ΒΓ, 

Τόπος 673 


1810. Τόπος ιών μέσων ιών εΰθυγράμμων τμημάτων των όποιων τά 
άκρα κεινται έπί δυο ευθειών ΑΒ, ΓΔ τοΰ 
χώρου (άαυμβάιων έν γένει). 

Διά τώνεύθειών ΑΒ, ΓΔ δμνάμεθα νά 
άγάγωμεν δύο έπίπεδα Μ, Ν παράλληλα. 

Τώ έπίπεδον Ρ, είς ΐσας άποστάσεις 
άπό τών Μ καί Ν, είναι ό ζητούμενος τό¬ 
πος· έπειδή έπί τούτου κεϊνται τά μέοα 
δλων τών εύθυγράμμων τμημάτων ΕΖ, 
τών άγομένων άπό σημείων τοΰ έπιπέδου 
Μ πρός σημεία του έπιπέδου Ν. 

κ Σχ. 1180. 



Τόπος 674 


1811. Τόπος τών σημείων τών ίσον άπεχόντων τριών σημείων 
Α, Β, Γ μή επ’ ευθείας κειμένων. 


Είναι ή κάθετος ΟΜ έπί τό έπίπε¬ 
δον ΑΒΓ εις τό κέντρον Ο τής περιγε- 
γραμμένης περιφέρειας εις τό τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ. 

1812. Άλλος τρόπος άποΰείςεως. Φέρο- 
μεν έπίπεδα κάθετα έπί τάς πλευράς 
τοΰ τριγώνου ΑΒΓ καί εις τά μέσα αύ- 
τών. Τά έπίπεδα ταΟτα τέμνονται κατά 
τήν αύτήν εΰθεϊαν ΟΜ. 



Τύπος 675 

1813. Ποιος ό τόπος τών μέσων τών σταθερού μήκους 2 λ εϋθυ- 
γράμμων τμημάτων, τών όποιων τά άκρα κινούνται έπί δύο δοθεισών 
ορθογωνίων καϊ ασυμβάτων ευθειών; 

“Εστωσαν (ε) καί (η) αί δοθεϊσαι εύθεΐαι, ΑΒ = 2δ ή κοινή 
αυτών κάθετος (η'), (ε') αί έκ τών Α καί Β παράλληλοι πρός 
τάς (η) καί (ε) ευθείας, άντιστοίχως. Τά έπίπεδα Π καί Σ τών 
(ε), (η') καί (ε'). (η) είναι παράλληλα. 

’Εάν Μ' είναι ή προβολή τοΰ άκρου Μ τοΟ κινητοΰ τμήματος 
ΜΝ έπί τήν εύθεϊαν (η'), τό τρίγωνον Μ Μ'Ν είναι προφανώς όρ- 
θογώνιον είς Μ’ καί σταθερού μεγέθους, άφοΰ ΜΝ=2λ καί 
ΜΜ' = 2δ. Είναι έπομένως καί ή πλευρά αύτοΟ Μ'Ν σταθεροΟ 
μήκους, £στω 2 μ. 

Έστω τώρα Ρ τό μέσον τοΰ τμήματος ΜΝ καί Ρ' ή προβολή 
αύτοΟ έπί τό έπίπεδον Π, δηλ. τό μέσον τής Μ'Ν. Επειδή τό 
σημεϊον Ρ κεϊται προφανώς έπί τοΟ παραλλήλου πρός τά Π καί 
Σ έπίπεδα καί καθέτου είς τό μέσον Ο τής ΑΒ έπιπέδου Τ, άφ’ 
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ετέρου δέ τό σχήμα ΟΑΡ'Ρ είναι παραλληλόγραμμον, θό Εχωμεν 

ΟΡ = ΑΡ' = μ, 

άφοΰ ή ΑΡ' είναι διάμεσος τοΰ όρθογωνίου τριγώνου ΜΆΝ. 

Γράψει κατά συνέπειαν τό σημεΐον Ρ τήν έπί τοΟ έπιπέδου Τ 
περιφέρειαν κύκλου, μέ κέντρον τό Ο καί άκτΐνα μ ( ;μ: ). 

Τόπος 676 



1814. Ποιος ό τόπος τοΰ σημείου τομής τών διαγώνιων των παραλ¬ 
ληλογράμμων των έγγραφομένων εις δοθέν 
στρεβλόν τετράπλευρον; 

Είναι ή εύθεϊα ΜΝ, ή συνδέουσα 
τά μέσα τών διαγώνιων αύτοΰ. 

Ή άπόδειζις δέν διαφέρει έκείνης 
τοΰ άντιστοίχου προβλήματος τής Επι¬ 
πεδομετρίας. Επειδή αί εύθεΐαι ΑΔ. 
ΑΒ, ΔΒ, ΕΖ, ΑΜ κεϊνται έπί τοΰ αύ- 
τοΰ έπιπέδου καί ή διάμεσος, Επομέ¬ 
νως, ΑΜ διέρχεται διά τοΰ μέσου Κ 
τής_ ΕΖ. 

Όμόίως, ή ΓΜ διέρχεται διά τοΟ 
μέσου Λ τής ΘΗ. 

Επειδή δέ τό σημεΐον Ο, τομή τών διαγώνιων τοΰ παραλλη¬ 
λογράμμου ΕΒΘΗ, είναι μέσον τής ΚΛ, παραλλήλου πρός τήν 
ΑΓ, είναι φανερόν δτι ό τόπος αύτοΰ είναι ή εύθεϊα ΜΝ, διάμε¬ 
σος τοΰ-τριγώνου ΑΜΓ. 

1816. ΆλΙη άπόδβιξις. Προβάλλομεν τό σχήμα έπί έπιπέδου 
καθέτου έπί τήν ΜΝ καί διά τοΰ Ο διερχομένου. 

Επειδή αί προβολαί τμημάτων έπί τής αύτής 
εύθείας είναι ανάλογοι τών τμημάτων αύτών, 
καί ΒΜ=ΔΜ, ΑΝ = ΓΝ, ή προβολή αβγδ τοΰ 
ΑΒΓΔ τετράπλευρου θά είναι παραλληλόγραμ¬ 
μον, μέ σημεΐον τομής τών διαγωνίων του τό Ο 
(σχ. 1184). 

Άφ' έτέρου καί ή προβολή εζθη τοΰ παραλ¬ 
ληλογράμμου ΕΖΘΗ θά είναι έπίσης παραλλη¬ 
λόγραμμον, έγγεγραμμένον είς τό αβγδ καί μέ 
πλευράς παραλλήλους πρός τάς διαγώνιους 
τόΰ αβγδ. 

Τέμνονται άρα αί διαγώνιοι εθ, ηζ τοΰ πα- 
™>ύτου εζθη εις τό σημεΐον Ο καί Επομένως καί 
"ά τοΰ παραλληλογράμμου ΕΖΘΗ θά τέμνων- 
ται έπί τής. εύθείας ΜΟΝ, τής συνδεούσης τά μέσα Μ, Ν τών 



ραλληλογράμμου τούτ 
αί διαγώνιοι Εθ, ΖΗ 

ται έπί τής. εύθείας Λ- 

διάγω νίωντοΰ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 


1816. Παραχήρησις. Ή άνωτέρω άπόδειζις διά τών προβολών 5ύ- 
ναται νά χρησιμεύση πρός εΟρεσιν τοΰ τόπου, είς τό Επίπεδον, 
τών σημείων τομής τών διαγωνίων τών έγγραφομένων είς δοθέν 
τετράπλευρον παραλληλογράμμων. 


96. 2 η μ. μ β τ. Έθββρήοβμβν μάλλον Εποπτικήν τήν άπόΒειξιν ταό- 
την τής τοΰ κειμένου. 
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Επειδή ό τόπος οδτος είναι ή προβολή τής εύθείας ΜΟΝ 
έπΐ έπίπεδον (έφ’ οΟ καί τό δοθέν τετράπλευρον) μή κάθετον 
έπΐ τήν ΜΟΝ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 


Πρόβλημα 677 

1817. Νά εύρεθή ή άπόστασις δοθέντος σημείου Μ άπό δοθέντος 
επιπέδου Π. 

Τή βοηθείφ νήματος έπαρκοΰς μήκους καί τού όποιου τό έν 
δκρον σταθεροποιοΟμεν εις τό σημεΐον 
Μ, σημειοΟμεν έπΐ τοΟ έπιπέδου Π τρία 
σημεία Α. Β, Γ. Κατασκευάζομεν τό 
τρίγωνον ΑΒΓ καί ώψοΰμεν καθέτους 
εις τά μέσα τών πλευρών του, τεμνο- 
μένας εις σημεΐον Ο. 

Ή εύθεΐα ΜΟ είναι ή ζητουμένη 
άπόστασις. Επειδή οΐ πόδες τών \'σων 
πλαγίων ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ Τσον άπέχουν 
τοϋ ποδός τής καθέτου 1 είναι δέ τοΟτο 
τό σημεΐον Ο, ώς τό μόνον σημεΐον τοΟ έπιπέδου Π δι* δ 
ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ. Είναι λοιπόν ή ΜΟ κάθετος έπΐ τό έπίπεδον Π 
καί τό μήκος αυτής ή ζητουμένη άπόστασις. 

Πρόβλημα 678 

1818. Ή κορυφή ενός κωδωνοστασίου έχει σχήμα κανονικής στέ¬ 
ρεας όκταεδρικής γωνίας καί τής όποιας τό άθροισμα των έδρών είναι 
90·. Ζητείται ή τιμή έκάστης τών παρά τήν βάσιν τής γωνίας ταύτης 
γωνιών τών έδρών. 

Άθροισμα τών γωνιών τών 8 τριγώνων . . . 2 χ 8 = 16 όρθαί. 

Άθροισμα τών 8 γωνιών εις τήν κορυφήν ... 1 όρθή. 

Άθροισμα τών 16 Τσων γωνιών παρά τήν βάσιν 16—1=15 όρθ. 

15 

Τιμή έκάστης τούτων . . . όρθής ή 84·22'30". 

Πρόβλημα 679 

1819. Τό άθροισμα τών 8 έδρών τής στερεός γωνίας εις τήν κορυ¬ 
φήν ένός κωδωνοστασίου δύναται νά μεταβάλλεται άπό 0° εα»ς 360·. 
Ζητείται μεταξύ τίνων δρίων μεταβάλλεται τό άθροισμα τών παρά τήν 
βάσιν γωνιών τών έδρών. 

Άθροισμα τών γωνιών τών 8 έδρών ... 8 χ 2 = 16 όρθαί. 

» Σ τών 8 γωνιών εις τήν κορυφήν 0 < Σ < 4 όρθών. 

» 8 τών 16 γωνιών παρά τήν βάσιν 12 <8 < 16 όρθών. 

Δηλαδή 1080» < 8 < 1440·. 




Πρόβλημα 679—I 

1820. Ποια ιά Ιδια δρια είς τήν γενικήν περίπτωσιν μιας ν—έδρι 
κής στερεός γωνίας ; 

Άθροισμα γωνιών τών ν εδρών ... 2 ν δρθαί, 

0 < Σ < 4 όρθών, 

καί 2ν — 4 < 8 < 2 ν όρθών. 

Πρόβλημα 680 

1821. ’Από τής οροφής αίθούαης ύψους υ έξαρτώμεν νήμα μήκους 
λ > υ. Διά τού ελευθέρου άκρου τού νήματος καί κρατούντες αυτό τε 
ταμένον, γράφομεν περιφέρειαν επί τού δαπέδου. Ποιον τδ εμβαδόν τοΐ 
κύκλου τούτου ; 

"Εστω ρ ή άκτίς του. Έκ τοϋ σχηματιζομένου ορθογωνίου τρι¬ 
γώνου, μέ καθέτους πλευράς υ, ρ καί υποτείνουσαν λ, θά έχωμεν, 

ρ 3 = λ 3 - υ 2 

καί Ε = πρ 2 —. π (λ 3 — υ 3 ) 

Πρόβλημα 680—1 

1821 α. Ευθεία ΑΡ=υ είναι κάθετος έπί επίπεδον Π είς τό σημεϊον 
Α αύτοΰ. Μέ πέντρον τον πάδα τής καθέτου γράφομεν είς τδ Π περιφέ 
ρειαν άκτϊνος ρ καί είς σημεΐον Β τής περιφέρειας τούτης φέρομεν έφα 
πτόμενον τμήμα ΒΓ μήκους τ. Ζητείται ή άπόστασις ΡΓ. 

Θά βχωμεν 

ΡΓ 3 = υ·ΑΓ» = υ» + ρ 3 + τ 3 · 


Πρόβλημα 681 

1822. Νά τμηθή τρισορθογώνιος στερεά γωνία κατά τρίγωνον ΑΒΓ 
ίσον πρδς δοθέν άλλο Α'Β'Γ'. 



Τριοορ&ογώνιος στερεά γωνία είναι τρίεδρος μέ έδρας όρθάς 
γωνίας. 
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Καταφεύγομεν είς τό αντίθετον πρόβλημα (§ 213). 

'Επί τής Εδρας Μ (σχ. 1187) φέρομεν εύθεϊαν ΣΔ κάθετον έπί 
τήν ΒΓ, είς δέ τό τρίγωνον ΑΒΓ φέρομεν τήν ΑΔ, κάθετον, κατά 
τό θεώρημα ιών τριών καθέτων, έπί τήν ΒΓ. Είναι Επομένως ή 
ΑΔ Οψος τοΰ τριγώνου ΑΒΓ καί ή ΣΔ ϋψος του όρθογωνίου τρι¬ 
γώνου ΣΒΓ. 

Είναι οϋτω ώρισμένον τελείως τό όρθογώνιον τρίγωνον ΒΣΓ, 
Επειδή είναι γνωστή ή υποτείνουσα αυτοΰ ΒΓ καί ό πούς τοΰ 
έπ’ αύτήν ϋψους Δ, ώς συμπίπτοντα άντιστοίχως μέ τήν πλευράν 
Β’Γ' τοΰ δοθέντος τριγώνου καί τόν πόδα Δ' τοΰ έπί τήν Β'Γ’ 
ϋψους αότοϋ. 

Μετά τήν κατασκευήν τοϋ τριγώνου ΣΒΓ, μεταφέρομεν τά μήκη 
ΣΒ, ΣΓ έπί δύο τών άκμών τοϋ τριέδρου. Κατ' άνάλογον τρόπον 
Εργαζόμενοι, εύρίσκομεν καί τήν Τρίτην άκμήν ΣΑ (σχ. 1186) καί 
οϋτω ή ζητουμένη τομή ΑΒΓ καί τοΰ δοθέντος τριέδρου εύρίσκε- 
ται τελείως καθωρισμένη. 

1823. Παρατήρηαις. Τό αντίθετον πρόβλημα, τό όποιον έχρειάσθη 
νά λύσωμεν προηγουμένως, παρουσιάζει μέγα Ενδιαφέρον, έπειδή 
είναι θεμελιώδες είς τήν θεωρίαν τής άςοεο/ικτριχής προοπτικής, ((λέο- 
»ιέΐνίε Πηεείρίίνβ, η° 601 καί έπμ.) 

Υπάρχουν δύο μόνον λύσεις τοΰ άνωτέρω προβλήματος καί 
συμμετρικοί πρός τό Επίπεδον τοΰ ιριγώνου ΑΒΓ. Πράγματι, ό 
τόπος τών σημείων ζ., διά τά όποια ή γωνία ΑΣΒ είναι ορθή, 
είναι ή σφαίρα μέ διάμετρον ΑΒ. "Ομοίως, τό σημεΐον Σ πρέπει 
νά άνήκη καί είς τάς σφαίρας μέ διαμέτρους ΒΓ καί ΓΑ, αί δέ 
τρεις αάται σφσΐραι τέμνονται άνά δύ.ο κατά περιφέρειας τών 
όποιων τά Επίπεδα τέμνονται κατά τήν αύτήν εύθειαν. ΑΙ τομαί 
τής εύθείας ταύτης καί τής τυχούσης τών τριών σφαιρών, όρίζουν 
δύο σημεία Σ. Σ', συμμετρικά πρός τό ΑΒΓ καί κορυψάς δύο τρι- 
σορθογωνίων τριέδρων ΣΑΒΓ, ΣΆΒΓ, κατά τά δεδομένα τοϋ 
προβλήματος. 

Πρόβλημα 682 

1824. Δοθεισών δύο ευθειών ΑΒ, ΓΔ εν τώ χώρψ, νά άχθη, επίπε¬ 
δον παράλληλον πρύς αύτάς καί ίσον αυτών 
άπέχον. 

Διά τών ευθειών ΑΒ καί ΓΔ φέρομεν 
Επίπεδα παράλληλα πρός τάς εύθείας ΓΔ 
καί ΑΒ, άντιστοίχως. 

Ταϋτα είναι παράλληλα πρός δλληλα 
καί τό παράλληλον πρός αύτά Επίπεδον 
ΡΡ καί Ισαπέχον τούτων είναι τό ζητού- 
μενον. 

Πρόβλημα 683 

1825. Δι’ εύθείας ΑΒ νά άχθή επίπεδον είς ϊοας αποστάσεις άπό 
δύο σημείων Γ καί Δ. 

"Εστω Μ τό Επίπεδον τούτο- αί κάθετοι ΓΕ, ΔΖ πρέπει νά εί¬ 
ναι Τσάι καί Εηειδή είναι παράλληλοι, ώς κάθετοι Επί τό αύτό 
Επίπεδον, τά τρίγωνα ΓΕΘ, ΔΖΘ θά είναι προφανώς Τσα. Έπο+ 
μένως Γθ — ΘΔ. Είναι άρα ώρισμένον τό Επίπεδον Μ, ώς διερ- 


ΐί 
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χόμενον διά τής ευθείας ΑΒ καί τοΟ μέσου θ τής άποστάσεως 

ΓΔ τών δοθέντων σημείων. 

Υπάρχει φυσικά καί δευτέρα 
λύσις : τό έπίπεδον τό άγόμενον 
διά τής ΑΒ καί παράλληλον πρός 
τήν ΓΔ. 

Πρόβλημα 884 

1828 . Διά δοβέντος σημείου Ο, 
νά άχθή έπίπεδον ε(ς (σας αποστάσεις άπό τριών δοθέντων σημείων 
Α,Β,Γ. 

Διά τοΟ σημείου Ο φέρομεν έπίπεδον παράλληλον πρός τό έπί¬ 
πεδον τών τριών δοθέντων σημείων καί 
ίσαπέχον έπομένως αύτών. 

Αϋρίύνηοις. 1) Έάν τά τέσσαρα δο- 
θέντα σημεία κεϊνται έπ' εύθείας γραμ¬ 
μής, π&ν έπίπεδον διά τής εύθείας αύ¬ 
τών άπαντά εις τό πρόβλημα. 

2) Έάν τά τρία σημεία Α,Β,Γ κεϊ- 
νται έπ’ εύθείας, πάν έπίπεδον διά τοΟ 
Ο καί παράλληλον πρός τήν εύθείαν 
ΑΒΓ άπαντά έπίσης είς τό πρόβλημα. 

Είς τάς δύο ταύτας περιπτώσεις τό πρόβλημα είναι άόριστον. 

3) Έάν τά τέσσαρα σημεία κεϊνται έφ' ένός έπιπέδου, τούτο 
είναι τό ζητούμενον. 

4) Έάν τά τέσσαρα σημεία είναι κορυφαί στρεβλού τετρά- 
πλεύρου, ΰπάρχουν τέσσαρες λύσεις. Πρώτον ή άνωτέρω δοθεϊσα 
καί ύστερον τρεις άλλαι- εκάστη τών τελευταίων τούτων όρίζεται 
διά τού έπιπέδου, τοΟ άγομένου διά τού σημείου Ο καί μιδς έκ 
τών ένουσών εύθειών τά μέσα δύο τών πλευρών τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. 

Πρόβλημα 885 

1827 . Δίδονται εύθεΐαι ΧΥ καί δύο τυχόντα σημεία Α,Β τοϋ χώ¬ 
ρου. Ζητείται νά εύρεθζ έπί τής 
εύθείας ΧΥ σημείον Γ, 6Γ ο τό 
άθροισμά ΓΑ-}-ΓΒ νά είναι τό 
έλάχιστον, καί σημείον Δ, δι' ΰ 
ή διαφορά ΔΑ — ΔΒ νά είναι ή 
μεγίστη. 

Ύποθέτομεν τά σημεία Α, Β 
καί τήν εύθείαν ΧΥ μή κείμε¬ 
να έπί τοΟ αύτού έπιπέδου. 

£χ. ιΐ9ΐ. Διά τού σημείου Β φέρο- 

μεν έπίπεδον κάθετον έπί τήν 
λΥ καί γράφοαεν τήν περιφέρειαν μέ άκτϊνα ΟΒ, τής όποίας έστω 
ΕΖ^η έπί τοΟ έπιπέδου (Α, ΧΥ) κειμένη διάμετρος. 

Άναλόγως έργαζόμενοι πρός τά Ομοια προβλήματα είς τήν 
έπιπεδομετρίαν, φέρομεν τάς εύθείας ΑΓΕ καί ΑΒΔ. 

ΑΓ -{-ΓΕ ή ΑΓ + ΓΒ είναι τό έλάχιστον άθροισμα. 

ΑΔ — ΖΔ η Α Δ — ΒΔ είναι ή μεγίστη διαφορά ΑΖ· έπειδή, διά 
πάν άλλο σημείον Τ τής ΧΥ θά έσχηματίζετο τρίγωνον ΑΤΖ δι’ · 
ΑΤ - ΤΖ < ΑΖ. 



Γ 



Στ. 1190. 



5τ. 1160. 
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Παρατήρηοις. Κατ’ άνάλογον τρόπον έργαζόμεθα διά τόν καθο¬ 
ρισμόν έπί τής ΧΥ σημείου, διά τό όποιον τό άθροισμα ή ή δια¬ 
φορά τών τετραγώνων τών άποστάσεών του άπό τά Α καί Β θά 
είναι δοθέν τετράγωνον λ 1 . 

Γενικώς, είναι προτιμότερον νά ύποδεικνύωμεν τήν λύσιν τών 
διαφόρων προβλημάτων εις τόν χώρον καί νά χρησιμοποιοΟμεν τήν 
παραστατικήν Γεωμετρίαν διά τάς κατασκευάς. 

Πρόβλημα 686—I 

1828. Δυο εύθειαι ΑΒ, Α'Β' είναι κάθετοι έπί το επίπεδον Μ, εις 
δοθέντα σημεία Α καί Α' αϋτοΰ. Γνωρίζομεν δέ ότι ιό μήκος τής ΑΒ 
είναι διπλάσιον τοΰ μήχους τής Α'Β'. 

Διά τοΰ σημείου Α φέρομεν εϋθεϊαν ΑΓ 
τού Μ, σχηματίζουσαν μετά τής ΑΑ' γωνίαν 
δοθεϊσαν. Ζητείται νά εΰρεθή έπί τής ΑΓ ση- 
μεΐον Θ, έξ' ον τά τμήματα ΑΑ' χαί ΒΒ' νά 
φαίνωνται υπό ίσας γωνίας. Νά γίνη χαί πε¬ 
ριληπτική διερευνησις τοΰ προβλήματος. 

(Εισαγωγικοί έξετάσεις εις τήν ι-.εοίε κρέ- 
οΐηΐε ιιιϊΐϊΐαϊτε, 1876). 

Μέ κέντρον τυχόν σημεϊον Δ τής ΑΓ 
καί άκτΐνα τό ήμισυ τής ΑΔ, γράφομεν 
περιφέρειαν, τέμνουσαν τήν ΑΑ' εις τά 
σημεία Ε καί Ζ, καί διά τοΟ Α' φέρομεν 
εϋθεϊαν παράλληλον πρός τήν ΕΔ. 2*. 1191 

Ή τομή θ ταϋτης καί τής ΑΔ είναι τό 
ζητούμενου σημεϊον. Πράγματι, έκ τών όμοιων τριγώνων ΑΔΕ. 
ΑΘΑ' προκύπτει δτι, άφοΟ ΑΔ — 2 ΔΕ, θά είναι καί Αθ=2. ΘΑ' 
καί επομένως δτι τά όρθογώνια τρίγωνα ΒΑΘ κρί ΒΆ'Θ θά είναι 
επίσης δμοια. Επειδή θά είναι 

ΑΒ 2___ Αθ 

Α'Β' 1 ~ ΘΑ' ’ 

-'Ν. 

καί κατά συνέπειαν ΑΘΒ = Α'ΘΒ'. 

Λιερεννηοις. Ή γραψεΐσα περιφέρεια έφάπτεται τής ΑΑ' έάν 

Γ ΑΑ' .-φ -- 30·. ’Εάν φ<30», ϋπάρχουν δύο λύσεις, μία έάν φ:=30· 
καί ούδεμία διά φ > 30». 

Παραχήρι/οις. Γενικεύοντες, παρατηροΟμεν δτι έάν ό λόγος τών 
μηκών Α’Β' καί ΑΒ ήτο . ή άκτίς τής περιφέρειας (Δ) θά έλαμ- 

βάνετο ϊση πρός ΑΔ. -^·· Τά δύο τρίγωνα ΒΑΘ, ΒΆ'Θ θά ήσαν 
πάλιν δμοια κλπ. 

Πρόβλημα 685—II 

1829. Νά προβληθούν έπί έπίπεδον δύο επίπεδα χαί όμοια σχήμα¬ 
τα, καθ’ οίανδήποτε θέσιν έν τψ χώρψ κείμενα, κατά δύο σχήματα έπί- 
σης όμοια. 

Τό πρόβλημα έξετάζεται καί καταλλήλως άναπτύσεται εις τόνίβι- 
βλίονκαί ύπό μορφήν Θεωρήματος. (Άσκησις 699,1, II § 1846α, 18465). 

Επίσης § 2515, 2, ώς καί διαφόρους σχετικ&ς σημειώσεις ε(ς 
■1. ά. Μ. ΚΙίτηεηΙαχτεί εΐ ερέήαίε» τοΟ Ο. Τ,οπ^οΐιειηρβ (1895). 





ΒΙΒΛΙΟΝ VI 


θ ΕΩ Ρ Η ΜΑ Τ Α 


Γεωμετρία Θέαεως 


Θεώρημα 686 


1830. Αϊ τρεις ενΟεϊαι, αϊ συνδιουσαι τά μέση τών απέναντι ιίχιιιυν 
παντός τετράεδροι·, διέρχονται διά τοΐ· αυτού σημείου χαί άλληλοδιχο- 
τομοΰνται. 


θεωροΟμεν κατ’ 



άρχάς δύο έξ αύτών π. χ. τάς ΔΖ καί ΕΘ. 
Φέρομεν τάς ΔΕ καί ΖΘ. Εις τό τρίγωνον 
ΑΣΓ ή εύθεΐα ΔΕ είναι παράλληλος πρός 
τήν ΑΓ και Ισοΰται πρός τό ημιου αύτής· 
όμοίως. εις τό τρίγωνον ΑΒΓ η εύθεΐα 
ΖΘ είναι παράλληλος πρός τήν ΑΓ κα: 
Ιση πάλιν πρός τό ήμισυ αύτής. 

"Επομένως τό σχήμα ΔΕΖΘ είναι πα¬ 
ραλληλόγραμμον, μέ διαγώνιους τας ΔΖ 
καί ΕΘ καί ώς έκ τούτου αί εύθεϊαι αν- 
ται θά άλληλοδιχοτομοΰνται· ή δέ τριτι- 
εύθεΐα, ή ένοΰσα τά μέσα τών ΣΒ κα. 
ΑΓ, θά τάμη τήν ΔΖ εις τό μέσον της. διά 
τόν αϋτόν λόγον. "Επομένως καί αί τρεις 
εύθεϊαι διέρχονται διά τοΰ αύταΰ σημείου. 


ΙΙαοαιήοηο ι ;. ΑΙ τέσσαρες εΟθεΐαι ΑΒ, ΒΓ, ΓΣ καί ΑΣ. αϊτινες 
δέν κεϊνται έπί τοΰ αύτοΟ επιπέδου, αποτελούν τήν περίμετρον 
ένός στρεβλού τετράπλευρου. 'Εχομεν δέ αποδείξει (§ ΓέΡ2), οτι γ<« 
ιιίοα τ»5ι· πλενοών αιρε,Ό.οΓ τηρα.Ί/.είοι»· είναι χορτγαΐ .τιιοα/./.ι //.";ίηιιιιιίι . 


,Α 

Λ 



£*. 1134. 


Κν κανονικόν όκτάεδρον. 


θεώρημα 687 

1831. Τά μέσα τΛν άχμών παντός 
κανονικού τετραέδρου έΐναι κορυςαί 
κανονικού οκταέδρου. 

Πράγματι, αί εύθεϊαι. αί ένοΰ- 
σαι τό μέσον I οίαοδήποτε άκμής. 
Εστω της ΔΒ, μέ τά τέσσαρα σημεία 
Ε, Ζ, θ καί Η είναι ’ίσαι, διότι 
έκάστη έξ αυτών ίσοϋται πρός τό 
ήμισυ τής άκμής τού κανονικού τε¬ 
τραέδρου. "Επομένως, τά σχηματι- 
ζόμενα όκτώ τρίγωνα είναι ισό¬ 
πλευρα καί ίσα μεταξύ των. 

Οϋτω λοιπόν τό ΕΖΟΗΙΚ είναι 


Θεώρημα 687—I 

1832. 1) Τά μέσα ιών ακμών παντός τετραέδρου είναι κοριφαί 
οκταέδρου έχοντας τάς απέναντι πλευράς ίσας καί παραλλί)λους. 

-) Ό όγκος τού ιός άνιο οκταέδρου ίοούται πρός τό ήιασυ τού τε¬ 
τραέδρου έκ τοΰ όποιου προέκυνεν. 

Πράγματι, ή πυραμίς ΔΕΙΗ είναι τό όγδοον τής ΔΑΒΓ. διότι 
έκαστη τών ακμών τής πρώτης είναι τό ήμισυ έκάστης άκμής τής 
δεοτέρας. Επομένως ο! όγκοι τών δύο πυραμίδων είναι ώς οι 

κύβοι τών όμολόγων ακμών· ομοίως (ΓΘΙΗ) = — (ΓΒΑΔ) κλπ. 

4 1 

άρα τό οκτάεδρον θά ίοοϋται πρός — τοϋ ιΑΒΓΔ). 

ο Ζ 

1832 α. Σημείωσις. Υπάρχουν πέντε είδη κανονικών κυρτών πο¬ 
λυέδρων, άλλ’ έκτος τούτων ύπάρχουν καί άλλα τέαοαρα κανονικά 
ίο/.ι' πΊηα κι; χι·ητά. Ταΰτα έχουν τό πρώτον έπινοηθή άπό τόν 
Γοίηκυ: καί έιιελετήθησαν αί ιδιότητες των άπό τούς ΟατκΊϊν καί 
.1. ΙΙυιίπιιΐιΙ. (Βλ. ΪΥ,ιίίυ ιί<· (ϊι’οιιι <·ίι·ί<· .·!.Ίιιι·ηΙαίΐ''\ ΰπό Κυιιοΐ.ό καί 
ύυιιιίινίινηκευ, η“ 913). 

Θεώρημα 688 


1833. Εις παν τετράεδρον, τά έ| επίπεδα τέι διχοτομούντο τάς διέ· 
όρους γωνίας, διέρχονται διά τού αυτού σημείου. Τό σημεϊον τούτο 
ίσον απέχει τών εδρών τού στερεού. 


Γνωρίζοαεν ότι τά διχοτομοϋντα επίπεδα τάς δίεδρους γωνίας 
πάσης τριέδρου διέρχονται διά τής αύτής εύ- 
θείας (§ 1786). θεωρήσωμεν τήν τρίεδρον Δ Λ 

τοΰ στερεοϋ' τά διχοτομοϋντα επίπεδα τάς 
δίεδρους της θά διέρχωνται διά τίνος ευ¬ 
θείας ΔΧ, τής όποιας όλα τά σημεία ίσον 
θά άπέχουν τών έδρών τής Δ, α, β. ν. Τό 
αύτό θά συμβαίνη καί διά τήν τρίεδρον Α· 
ταυτης όμοίως τά διχοτομοϋντα έπίπεδα θά 
διέρχωνται διά εύθειας ΑΥ, τής όποιας όλα 
έπίσης τά σηαεϊα ίσον θά άπέχουν τών έδρών 

β. Υ, δ. 

Επειδή τά σημεία τών εύθειών ΔΧ καί 
ΑΥ ίσον άπέχουν τών έδρών β καί γ. α! ευ¬ 
θεία! αΰται θά κεϊνται έπί τοΰ επιπέδου τοΰ 



διχοτομοϋντος τήν δίεδρον ΑΔ, ήν σχηματίζουν αί έδραι καί ήτις 
είναι κοινή άμφοτέρων τ@ν στερεών γωνιών Α καί Δ. Κεϊνται 
έπομένως αί εύθεϊαι ΔΧ καί ΑΥ έπί τοϋ αύτοϋ έπιπέδου, τέμνον- 
ται, καί τό σημεϊον τομής των I ϊσον άπέχει τών έδρών α,β,γ καί δ. 

1833 α. ΙΙαραιήρηοις. Τό κοινόν σημεϊον I τών Εξ διχοτομούν- 
των έπιπέδων τάς Εξ διέδρους τοϋ τετραέδρου, ώς ίσον άπέχον 
τών τεσσάρων έδρών τοϋ στερεού, είναι τό κέντρον τής έγγε- 
γραμμένης εις τό τετράεδρον σφαίρας. 

θεωροόντες τά έπίπεδα τά διχοτομοϋντα τάς παραπληρωμα¬ 
τικός τών διέδρων τοϋ στερεού, λαμβάνομεν παρεγγεγραμμέ- 
νας σφαίρας εϊς τοϋτο· τέσσαρες έξ αυτών έφάπτονται τής Εδρας 
ΒΓΔ λ. χ. καί τών προεκτάσεων - τών τριών έδρών τής γωνίας Α. 
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Δυνάμεθα Επίσης νά θεωρήσωμεν τάς σφαίρας, τάς έφαπτομέ- 
νας τών σχημάτων, ώς τό Εχον Εδρας Γ'ΒΔ', Γ'ΆΔ", Γ'ΒΑΓ'·, 
Δ'ΒΑΔ” καί του όποιου άκμαί είναι αΙ προεκτάσεις ΒΓ', ΒΔ', 
ΑΓ'', ΑΔ" τών άκμών ΓΒ, ΔΒ, ΓΑ, ΔΑ του τετραέδρου ( !,: ). 

θεώρημα 689 

1834. Έάν εις τό μέσον έκάστης ακμής τυχόντος τετραέδρου φέρω- 
μεν επίπεδον κάθετον επ’ αυτήν, τά εξ ούτως αγόμενα επίπεδα διέρ¬ 
χονται διά τοΰ αύτοΰ σημείου. 

Τά σημεία τοΟ Επιπέδου τού καθέτου εις τό μέσον τής ΑΒ ίσον 
άπέχουν τών άκρων αυτής Α καί Β, τό αύτό δέ συμβαίνη καί διά 
τά Επίπεδα τά άγόμενα καθέτως εις τά μέσα τών ΑΓ, ΒΔ. Επο¬ 
μένως, τό κοινόν σημεϊον τών Επιπέδων τούτων ίσον άπέχει τών 
κορυφών Α,Β,Γ καί Δ. Έκ τούτου συμπεραίνομεν ότι καί τά Επί¬ 
πεδα τά άγόμενα καθέτως εις τά μέσα έκάστης τών άκμών ΔΓ. 
ΒΔ καί ΑΔ διέρχονται διά τοΰ προηγουμένου σημείου. 


Θεώρημα τοϋ /)αε/>οιι.\· 689—1 


1834 α. Παν τετράεδρον άποτελεΐται άπό έξ έξάεδρα συμμετρικά. 

’Άς είναι 1 τό κέντρον τής σφαίρας τής έγγεγραμένης είς τό 
τετράεδρον καί α,β,γ,δ, αΐ προβολαί τοΟ I έπϊ τάς Εδρας ΒΓΔ, 
ΓΔΑ, ΔΑΒ καί ΑΒΓ. 

Τό τετράεδον χωρίζεται ε(ς τά έξής εξ έξάεδρα : ΙΑΒγδ, ΙΒΓδα 
ΙΓΑβδ, ΙΑΔβγ, ΙΒΔγα καί ΙΓΔαβ. "Εκαστον τούτων π.χ. τό ΙΑΒγδ, 
Εχει έπίπεδον συμμετρίας τό διχοτομούν τήν δίεδρον ΑΒ. Τό Επί¬ 
πεδον τούτο, διαιρεί τό έξάεδρον είς δύο τετράεδρα 6ΙΑΒ καί 
γΙΑΒ- τά τετράεδρα ταΟτα είναι συμμετρικά πρός τό έπίπεδον 
1ΑΒ, έπομένως τό ζεύγος αυτών δηλ. τό έξάεδρον δΙΑΒγ Εχει 
έπίπεδον συμμετρίας τό ΙΑΒ (■"“). 


Θεώρημα τον ΟοιηιΐΗίικΙΐηο 690 

1836. Αί τέσσαρες εΰθειαι, αί ένοΰσαι έκάοτην κορυφήν τετραέδρου 
μετά τοΰ κοινού σημείου τών διαμέσων τής απέ¬ 
ναντι τής κορυφής ταΰτης έδρας διέρχονται διά 
τοϋ αύτοΰ σημείου* τό σημεϊον δέ αύτό διαιρεί 
ίκάστην τών ευθειών τούτων εις τά */ 4 τοΰ μή¬ 
κους της άπό τής αντιστοίχου κορυφής, 

"Ας είναι Θ τό κοινόν σημεϊον τών δια¬ 
μέσων τοΰ τριγώνου ΑΒΓ καί Η τό κοινόν 
σημεϊον τών διαμέσων τοϋ τριγώνου ΑΒ£. 
Φέρομεν τάς Δθ καί ΓΗ. ΑΙ εύθεΐαι αΰται 
τέμνονται είς εν σημεϊον Μ, διότι άνήκουν 
είς τό αύτό έπίπεδον ΔΕΓ. Επειδή δέ 
ΕΗ _ Εθ __1_ 

ΗΔ ’ ΘΓ2 



!»7. Στ, μ. μ ε τ. Γαλλιστί: οοπιδΙε ακμή στέγης (κορφιάς). 

!*8. 2 η μ. Μεχαφ. Ή συμμετρία τών δύο τετραέδρων δΙΑΒ καί 
γΐΑΒ άποδειχνύεται έκ τής προφανούς συμμετρίας τών σημείων δ καί γ 
ώς πρός τό Επίπεδον ΙΑΒ. 
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ή Ηθ είναι παράλληλος πρός τήν ΑΓ. Έκ τής ύμοιότητος τών 
τριγώνων ΗΜΘ καί ΜΔΓ λαμβάνομεν 

θ Μ ΗΜ ΗΘ 
ΜΔ _ ΜΓ " ΔΓ ' 

Συγκρίνοντες λαμβάνομεν: 

θ Μ ΗΜ _ 1 

ΜΔ ~ΜΓ~ 3 ’ 

ήτοι τό ΘΜ είναι τό εν τρίτον τής ΜΔ, ή τό εν τέταρτον τής 6λης 

3 

ΘΔ. Επομένως ή ΔΜ είναι τά ’/< τής Δθ, όμοίως ΓΜ - — τής ΓΗ. 

ΑΙ τέσσαρες αϋταί εύθεΐαι διέρχονται διά τοϋ αύτοΰ σημείου, 
διότι ή ευθεία ή άγομένη έκ του Α,έπί παραδείγματι, θά τάμη τήν 

3 

Δθ είς σημεϊον άπέχον άπό του Δ τά — τής Δθ, δηλαδή είς τό Μ. 
Τό σημεϊον Μ είναι τό κέντρον βάρους του τετραέδρου. 
Θΐώρημα 691 

1836. θεωροΰντες ανά δύο τάς απέναντι, άκμάς ενός τετραέδρου 
οχηματίζομεν τρία ζεύγη ακμήν. 

1) Ενός ΐΕϊραέδρου δυνατόν ή τό εν ζεύγος νά άποτελήται άπό ϊσας 
άκμάς ή καί τά δύο ζεύγη ή καί τά τρία ζεύγη νά αποτελούνται άπό 
ϊσας άκμάς. 

2) Ενός τετραέδρου δυνατόν αί άκμαί ενός ζεύγους νά είναι κάθε¬ 
τοι ή καί τά τρία ζεύγη νά αποτελούνται ίξ ευθειών καθέτων έπ’ άλ- 
λήλας. 

(Βλ. Λίίάοδο,, § 159). 

1836 α. Σημείωσες. Τειράεδρον ΐαύεΛοον. Τό τετράεδρον τοΰ 
όποιου άνά δυο αί άπέναντι άκμαϊ είναι ϊσαι, Εχει δλας του τάς 
έδρας Τσας. Τό τοιοϋτον τετράεδρον λέγεται ίσόεδρον. Εχει δέ 
πολλάς Ιδιότητας. Βλ. Ι'ΑίϋοναΙίοη ίϊ-α«(·αί>'ε· ροιιτ Ι’αναικχιηβηΙ 
άεε βοίεηζΐϋ 1875, ΝαηΙεβ σ. 173. Ιμ ηοιινβΙΙεχ ΑαηαΙβε 1880, σ. 133, 

άρθρα Οπό 1Ϊ. Τεπιοΐηε, βλ. όμοίως τοϋ αότοΰ Ετους Ν. Α. σελ. 

403 άρθρον του ΟΗείίΙτ 11ε>- (Κάϊρον) καί 3οιη·ηαΙ άύ ΓκίδεΓί 

1897- 1898, σ. 29 καί 49, Ιούνιος 1911 σ. 152, η° 7371 άρθρον τοΰ 

Λ. ΥαοηιιηηΙ καθηγητοΰ είς τό λύκειον ΟΙιαιΊειπαμπε. 

Θεώρημα 692 

1837. Έάν είς τετράεδρον δύο τήν υψών αύτοΰ τέμνωνται, θά τέ- 
μνωνται καί άλλα δύο ΰψη αύτοΰ. 

’Άς ύποθέσωμεν ΰτι Τά δύο Οψη ΑΕ καί ΒΖ τέμνονται είς τό 
σημεϊον θ. Τό Επίπεδον ΑΗΒ, τό οριζόμενον Οπό τών ύψών τού¬ 
των, θά είναι κάθετον έπί τήν άκμήν ΓΔ, διότι τό ΑΗΒ, ώς διερ- 
χόμενον διά του ΑΕ, θά είναι κάθετον έπί τήν Εδραγ ΒΓΔ, όμοίως 
τό αυτό Επίπεδον, ώς διερχόμενον διά τής ΒΖ θά είναι κάθετον 
έπί τήν ΑΓΔ. Ώς κάθετον λοιπόν Επί δύο τεμνόμενα Επίπεδα, 
θά είναι κάθετον καί έπί τήν τομήν των ΓΔ. 



Διά τής ΓΔ δυνατα: 


/ 

/ . ; 
I ■ \ 



ά Ανθή επίπεδον κάθετον έπί τ··ν ΑΡ· 
διότι ή ΓΔ. ώς κάθετος έπί τό έπιπε- 
δον ΑΗΒ, ΘΑ είναι κάθετος καί επί τήν 
ευθείαν αύτοΰ ΑΒ. "Εστω τούτο τό 
ΓΙΔ' τό έπιπεδον αυτό θά είναι κάθε¬ 
τον έτΓ Αμφοτερας τάς εδοας ΑΒΓ και 
ΑΒΔ καί επομένως τά ύφη ΔΑ καί 
ΓΚ τού τετραέδρου, θά πιριεχωντοκ 
εις αετό και θά τέμνωνται. Ή δί 
ΙΗ είναι τό τοιτον ΰφος τοΰ τρι- 
γώνου Γ1Δ· . διότι ανήκει εις τό επί¬ 
πεδον ΑΗΒ πού είναι κάθετον έπι τήν 
ΓΔ. "Αμα ή ΙΗ είναι κάθετος έπί τήν 
ΓΔ. Έπομε.ως θά διέρχεται-ή έύθεία 
αιίτη διά τοΰ Ο, τομής τών δυο άλλων 
ύψ-ών Δ Λ κά: ΓΚ τοΰ αύτοΰ τριγώνου, 
όμοιος δέ θά διέρχεται καί διά τοΰ θ 
ώς τρίτον ΰφος τοΰ τριγώνου ΑΗΒ. 


θεώρημα 693 


1838. Έάν τετραέδρου ιιΐ απέιαντι άκμιιί είναι κάθετοι καί ςρέρω- 
μεν εκ τον κοινοί σημείου τΓλ· υψών εκασΤη; έδρα; τον στερεοί κάθε¬ 
τον έ.π’ αυτήν, αί τέσσαοε; οντω άγόμεναι ενθεϊαι διέρχονται διά τον 
ανιόν σημείου. 

"Ας είναι Λ τό κοινόν οημεϊον ιών ύψών της έδρας ΒΓΔ, Μ 
της έδρας ΑΓΔ, Ν της ΑΒΓ καί Ο της έδρας ΑΒΔ. 

Ύποθέοωμεν πρύς τούτοις δτι α! Απέ¬ 
ναντι άκμαι, ώς αί ΑΒ καί ΓΔ είναι κά¬ 
θετοι. 

Φεοω τό ύψος ΑΕ της έδρας ΑΓΔ. Τό 
επίπεδον ΒΑΡ. είναι κάθετον έττί τήν ΓΔ. 
διότι ή ΓΔ είναι κάθετος έπί τάς ΑΒ και 
ΑΕ. Συνεπώς, έάν φέρωμεν τήν ΒΕ αυ¬ 
τή θά είναι κάθετος έπί τήν Γ Δ και ΰφος 
τοΰ τριγώνου ΒΓΔ. 

Τό επίπεδον ΑΒΕ είναι κάθετον και 
έπί τάς έδρας ΑΓΔ καί ΒΓΔ. ώς διερχο- 
μένας διά της ΓΔ, καθέτου έπί τό ΑΕΒ. 
’Εάν λοιπόν έκ τών Λ καί Μ φερώμεν Αν- 
τιστοίχως καθέτους έπί τάς έδρας ΒΓΔ 
καί ΑΓΔ, αύται θά κεϊνται έπί του ΑΕΒ 
καί έπομένως θά τέμνωνται. 

"Ομοίως Αποδεικνύεται, δτι αί κάθετοι 
έπί τάς έδρας τοΰ τετραέδρου εις τά Λ,Μ.Ν 
καί Ο θά τέμνωνται άνά δύο. Αλλά δταν 
συμβαίνη αΰτό αί εύθειαι αΟται ή θά κείνται έπί τοΰ αύτοΰ έπι- 
πέδου η θά διέρχωνται διά τού αύτοΰ σημείου. Τό πρώτον όμως 
δεν δϋναται νά συμβαίνη διότι αί έκ τών !Λ καί Λ άγόμεναι κά¬ 
θετοι κεϊνται έπί τοΰ έπιπέδου ΑΕΒ, τά δέ σημεία Ν καί Ο, έξ 
ών άγονται αί άλλαι δυο, κεϊνται έκτός τοΰ ΑΕΒ. 

Συνεπώς αί τέσσαρες εύθεϊαι διέρχονται διά τού αύτοΰ σημείου. 

Παηατήρηαι;. Τό τετράεδρον του όποιου αί Απέναντι -ίναι 


Λ 

♦ 


\ 

Λ 



Γ 

ϊ-χ. 1195. 
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κάθετοι λένεται ώ»ίΐι»;ΊΊΓ/οι· τεΓριύ-όροι· (ζ υρίΤαχενιη;κ<>νι . Τούτο Εχει 
πολλάς ιδιότητας καί έδωκεν άφορμήν εις Ενδιαφέρουσας μελετάς. 
Βλ. κυοίως : .Ιοιο ηαΙ <(<■ )<ΐίΐί/ιι’/ΐιιι/ί</ΐίι>· ύΐάιηοηίαίι·,^ ιΊ ίρεαΐαΐ ·*>, 
!881 <5. 337. 

Θεώρημα 694 

1639. Αί διαγώνιοι κολοΰρου πυραμίδος έχοΰση; βάσει; παραλ/.η/.ά- 
νριιμμα διέρχονται διά τον αΰτοϋ σημείου. 

"Ας είναι — ό λόγος τών όιιολόγων πλευρών καί τών όμολό- 

• υν διαγώνιων τών δύο βάσεων τής κο- 
Λούρου. 

Αί διαγώνιοι τών βάσεων Α'Γ' καί ΑΓ, 
ώς τομαί παραλλήλων έπιπέδων ύπό τού 
επιπέδου τών έναντι παραπλεύρων ακμών 
ΑΑ' καί ΓΓ'. είναι παράλληλοι καί τό 
σχήμα ΑΓΓΆ' τραπέζιον. Τού τραπέ¬ 
ζιου τούτου αί διαγώνιοι τέμνονται επί 
τής ΜΜ' εις σημεΐον Ο τοιούτον, ώστε 

ΑΟ _ ΑΓ _ιι_ 

Ο Γ' ' ΑΤ' ν ' 

"Αρα 

Μ Ο __μ_ 

Ο Α\' V 

ΑΙ διαγώνιοι ΒΔ’ καί ΔΒ' θά τέμνωνται εις τό αύτό σημεΐον 
Ο τής ΜΜ'. διότι θά Εχωμεν 

ΟΒ _ ΔΒ_ _μ_ 

ΟΔ·~'Δ'Β' '' ν 

Αί διαγώνιοι επομένως τής κολούρου θά διέρχωνται διά τού 
σημείου Ο τής ΜΜ’. 

ΓΙαρατήρηοις. Τά θεώρημα αληθεύει διά πάσαν κόλουρον πυρα¬ 
μίδα μέ βάσεις .ιολνγωνα εχοι·ι<: κέντρα καί έκαστον τών όποιων έχει 
άρτιον πλήθος πλευρών· διότι ή περίμετρός των θά έχη πλευράς 
άνά δύο ίσας καί παραλλήλους. 

Θεώρημα 694—1 

1840. "Οταν αί τέοοαρες διαγώνιοι ένός έίαΐδρου διέρχωνται διά 
τού αύτοΰ σημείου, αί τρεις εύθεϊαι αί ένοϋσαι τά κοινά σημεία τών 
διαγώνιων τών απέναντι ιδρών του διέρχονται διά του αύτοΰ σημείου. 

θεωρώ τό έξάεδρον (σχ. 1199) ΑΒΓΔΑ'ΒΤΔ', τού όποιου αί 
διαγώνιοι ΑΓ'. Α'Γ, ΒΔ', Β'Δ διέρχονται διά τού αύτοΰ σημείου 
Ο. θ|ά άποδείζω δτι διά τοΰ αύτοΰ σημείου διέρχονται καί αί 
εϋθεϊαι αί ένοΰσαι τά κοινά σημεία τών διαγώνιων άπέναντι έδρών. 

θεωρήσωμεν τάς άπέναντι έδρας ΒΓΒΤ' καί ΑΔΑ'Δ'. Τό Ο 
είναι κοινόν σημεΐον τών έπιπέδων ΑΒΔ'Γ' καί Α'Β'ΔΓ, τό δέ 
κοινόν σημεΐον τών διαγώνιων τής έδρας ΒΓΒΤ' είναι κοινόν ση¬ 
μεΐον τών έπιπέδων τούτων τό αύτό συμβαίνει καί διά τό κοινόν 
σημεΐον τών 6>αιωνίων τής έδρας ΑΔΑ'Δ'. Επομένως, τά τρία 
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σημεία, ήτοι τό κοινόν τών διαγώνιων χής ΒΓΒ'Γ’, τό Ο καί το 
κοινόν τών διαγώνιων ΑΔΑ’Δ' θά κεϊνται Επ' εύθείας. Διότι κεϊν- 
ται έπί τής τομής τών Επιπέδων ΑΒΔ'Γ' καί Α'Β'ΔΓ. *Η εύθεϊα. 
άρα, ή ένοΟσα τά κοινά σημεία τών διαγώνιων τών Εναντι Εδρών 
ΑΔΑ'Δ' καί ΒΓΒ'Γ' τοΰ στερεού διέρχεται διά τού Ο. 


Θεώρημα 695 


1841. Ή τομή κύβου υπό επιπέδου διερχομένου διά τών μέσων τριών 
ακμών του, μή παραλλήλων καί μή άνηχουαών εις τήν αυτήν στερεόν 
γωνίαν, είναι κανονικόν έξάγωνον. 


θεωροΰμεν τό Επίπεδον τό διερχόμενον διά τών μέσων I, Γ καί 
Κ τριών άκμών ΑΒ, ΒΓ, Γθ τοΰ κόρου, μή παραλλήλων καί μή 
άνηκουσών εις ςήν αότήν στερεάν γωνίαν. 

Φέρομεν τάς διαγώνιους ΒΕ, ΒΘ καί ΘΕ τών τριών έδρών τής 

στέρεας γωνίας Ζ, ώς καί τήν δια- 
γώνιον ΑΓ. 

Ή εύθεϊα I Γ, ώς ένοΰσα τά μέ¬ 
σα τών δύο πλευρών τοΰ τριγώνου 
ΑΒΓ, θά είναι παράλληλος πρός τήν 
ΑΓ, ίση πρός τό ήμισυ αύτής καί 
Επομένως παράλληλος καί Ιση πρός 
τό ήμισυ τής Εθ. Τό αύτό άλη- 
θεύει καί διά τήν ΓΚ· είναι καί 
αϋτη παράλληλος καί Ιση πρός τό 
ήμισυ τής Βθ. 

Τό Επίπεδον ΙΓΚ, παράλληλον 
δν πρός τάς εύθείας ΑΓ καί Βθ καί 
επομένως καί πρός τάς Εθ καί ΑΗ. 
θά είναι παράλληλον καί πρός τά 
Επίπεδα ΒΕΘ καί ΑΓΗ. Α1 ΚΛ καί 
ΓΗ θά είναι άρα παράλληλοι, ώς 
παραλλήλων Επιπέδων ΙΓΚΛ καί ΑΓΗ, τεμνο- 
Έπειδή δέ τό Κ είναι μέσον τής Γθ, θά 



τομαί τών δύο 
μένων ύπό τού ΓΘΗ. 


είναι καί τό Λ μέσον τής Ηθ καί ΚΛ ~ΓΗ κλπ. 

Οϋτω τό Επίπεδον ΙΓΚ διέρχεται διά τών μέσων Λ, Μ καί Ν 
τών άντιστοίχων άκμών. 

Είναι δέ ή τομή κανονικόν έξάγωνον. Διότι έκάστη πλευρά 
ταύτης είναι ίση πρός τό ήμισυ τής πλευράς τοΰ ισοπλεύρου τρι¬ 
γώνου ΒΘΕ, μέ πλευράν τήν διαγώνιον μιας Εδρας τοΰ κύβου, έκά¬ 
στη δέ γωνία αύτής είναι παραπλήρωμα τής γωνίας τοΟ αύτοϋ 
Ισοπλεύρου τριγώνου, θεωρήσωμεν πράγματι τάς γωνίας ΙΓΚ καί 
ΕΘΒ" ή Π είναι όμόρροπος τής ΘΕ, ή δέ ΓΚ άντίρροπος τής ΘΒ· 
Επομένως αΐ γωνίαι αΟται είναι παραπληρωματικοί. 

Παρατηρήσεις. 1) τό κανονικόν έξάγωνον ΙΓΚΛΜΝ είναι ή μεγί¬ 
στη τομή τοΰ κύβου, Εκ τών λαμβανομένων δΓ Επιπέδων καθέτων 
Επί μίαν τών διαγώνιων αύτοΟ. 

2) περί τοΰ ζητήματος τούτου Βλ.: Εχεεεΐεεε άε ϋέοηχέΐτΐε άεε- 
εηρίινε (§ 527). 
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θεώρημα 696 


1842. ΔυνάμεΟα νά τάμωμεν μίαν πυραμίδα. έχουσαν βάοιν κυρτόν 
τετράπλευρον, με επίπεδον, κατά τρόπον ώστε ή τομή νά είναι εν πα¬ 
ραλληλόγραμμον. 


"Ας είναι ΚΑΒΓΔ ή δοθεΐσα πυραμίς καί αβγό ή τομή κατά 
παραλληλόγραμμον αύτής ύπό επιπέδου. Επειδή αΐ αβ καί γδ 
είναι εύθεϊαι παράλληλοι, 
τό έπίπεδον αυτών θά είναι 
παράλληλον πρός τήν άκμήν 
τής διέδρου, ής έδραι είναι 
τά Επίπεδα έφ’ ών κεΐνται 
αί αβ καί γδ, δηλαδή πρός 
τήν άκμήν τής διέδρου, τής 
σχηματιζομένης ύπό τών 
άπέναντι εδρών ΚΑΒ καί 
ΚΓΔ τής πυραμίδος. Τό 
αύτό έπίπεδον αβγδ, θά 
είναι έπίοης παράλληλον 
πρός τήν άκμήν τής διέ¬ 
δρου, ήν σχηματίζουν αί 
άπέναντι Εδραι ΚΒΓ καί 
ΚΑΔ τής πυραμίδος. 

"Ας προσδιορίσωμεν τάς 
άκμάς τών διέδρων τούτων. 

Τό κοινόν οημεϊον Ε τών 
άπέναντι πλευρών ΑΒ καί 
ΓΔ τής βάοεως, είναι κοι¬ 
νόν σημεϊον τών έδρών 
ΚΑΒ καί ΚΓΔ. -Αλλά καί 
τό Κ είναι κοινόν σημεϊον 
τών ίδιων έπιπέδων Επομέ¬ 
νως, ή ΚΕ είναι ή άκμή τής διέδρου ΚΑΒ — ΚΓΔ, όμοίως δέ σκε- 
πτόμενοι εύρίσκομεν ότι ή ΚΖ (όπου Ζ είναι τό κοινόν σημεϊον 
τών άπέναντι πλευρών ΑΔ καί ΒΓ τής βάσεως ΑΒΓΔ) είναι ή 
άκμή τής διέδρου ΚΒΓ — ΚΑΔ. 

Συνεπώς, παν επίπεδον παράλληλον πρός τό ΚΕΖ θά τέμνη 
τήν πυραμίδα κατά παραλληλόγραμμον. Πράγματι, αί βα καί ΕΚ 
είναι παράλληλοι, ώς τομσί παραλλήλων έπιπέδων ύπό τού ΚΑΒ, 
όμοίως αί γδ καί ΚΕ' άρα αί βα καί γδ είναι παράλληλοι ώς καί 
αί αδ καί βγ. Είναι έπομένως τό σχήμα αβγδ παραλληλόγραμμον. 

Παρατηρηθείς. 1) Ώς πρός τάς κστασκευάς είναι προτιμοτέρα 
ή άναφερομένη είς τάς Ε.εο·εία·.ι ώ· (ίΐ'ΟίηνίΓμ· <Ι<·.ΐΐΊ·ί/ιΙα·<· ύπό Κ.Ο.-Μ. 



2) Τό προηγούμενον θεώρημα δύναται νά διατυπωθή καί ώς 
έξης : Είναι πάντοτε <$ι>ιήι«κ νά προβληΟή Άιά κεντρικής προβολής ιετριί- 
πλενρον οίυνόήποτε ΑΒΓΔ καιά παραλληλόγραμμον. 

Δυνάμεθα άλλως τε νά έκλέξωμεν τό κέντρον Κ τής προβολής 
τοιοϋτον, ώστε ή προβολή νά είναι ρόμβος ή όρθογώνιον. Διά τό 
δεύτερρν άρκεϊ τό Κ νά άνήκη είς ■ τήν έπιφάνειαν τής σφαίρας 
τής έχούσης διάμετρον ΕΖ. 


Σημεΐωαις. Ό ,ΗΙβνϊιι είναι ό πρώτος όστις Εχει λύσει τό προη-. 
γούμενον πρόβλημα: ΑίΛονται παραλληλόγραμμον χαί τνχόν τετράπλεν- 

Γεωμετρία 00 
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ρον' νά τοποϋετιη&ώοιν τά οχήματα ταΰτα έν τΛ χώρε» εις προοπτικήν &έ- 
οιν πρός αΧΧηλα. (/. άβί ΜαΙΗ. 1899, σ. 104 καί 1903 σ. 73, η® 149, 
σημ. τών \ν. 8ίοοΐ καί Η. Βγοοιγι!). 

θεώρημα 697 

1843. Δυνάμεθα νά τάμωμεν δοθέν τριγωνικόν πρίσμα κατά τρόπον 
ώστε ή τομή νά είναι τρίγωνον όμοιον πρός δοθέν. 

"Ας είναι ΑΔΣΑ'Δ'Σ' τυχόν τριγωνικόν πρίσμα. 

Α1 τομαί τής παραπλεύρου έπιφανείας του ΰπό έπιπέδων πα¬ 
ραλλήλων είναι Ισαι· δυνάμεθα λοιπόν νάύποθέσωμεν δτι τό ζη- 
τούμενον έπίπεδον διέρχεται διά τής κορυφής Σ καί ή τομή εΐναι 
ή ΣΒΓ. Δεχόμενοι ότι τό ΣΒΓ είναι δμοιον πρός τό δοθέν τρίγω¬ 
νον, παρατηροϋμεν δτι αί γωνίαι ΒΓΣ καί ΓΒΣ είναι γνωσταί καί 
τό θεώρημα θά άποδειχθή έάν λύσωμεν τό άκόλουθον πρόβλημα. 

Πρόβλημα 697—I 

1844. Νά χατασκευασθη τετραγωνική πυραμίς ΣΑΒΓΔ, τής όποιας 

ή βάσις ΑΒΓΔ είναι τραπέζιον 
καί τής όποιας γνωρίζομεν τήν 
έδραν ΣΑΔ, τήν δίεδρον γωνίαν 
τής ΣΑΔ καί τής βάσεως, τάς 
γωνίας τής έδρας ΣΒΓ καί τήν 
διεύθυνσιν τών βάσεων τοΰ τρα¬ 
πεζίου ΔΔ' καί ΑΑ'. 

"Ας ύποθέσωμεν δτι έλύθη 
τό πρόβλημα· έκ τής κορυφής 
Σ φέρομεν κάθετον ΣΡ έπί 
τήν βάσιν καί τήν κάθετον Ρ Π 
έπί τήν πλευράν ΒΓ, έπί δέ 
τής ΒΓ λαμβάνομεν τμήμα 
Πκ = ΠΣ καί φέρομεν τήν 
ΡΚ.. Ή ΡΚ εΐναι εύθεϊα τής 
βάσεως, ή δέ ΣΠ είναι κάθε- 
ϊ,. 1202 . τος έπί τήν ΒΓ (θεώρημα τών 

τριών καθέτων). 

Έκ τοΟ όρθογωνίου τριγώ¬ 
νου ΣΡΠ λαμβάνομεν 

ΠΣ’— ΠΡ’ = ΣΡ’ ή Πκ’ — ΠΡ’ = ΣΡ’. 

ΒΠ . ΣΠ _ Κ.Π . , , 

Επειδή οΐ λόγοι - ρ^ · καί ■ ρ^ η - ρ^ είναι γνωστοί, άφου 

τό τρίγωνον ΒΓΣ είναι δμοιον πρός δοθέν, δυνάμεθα έν σχέ- 
σει πρός τήν τυχοΟσαν εύθεϊαν Β'Γ' νά όρίσωμεν τά σημεία Π' 
καί Κ' καί έκ τούτων νά φέρωμεν παραλλήλους πρός τήν ΑΑ', 
δμοίως νά φέρωμεν καί τρίτην παράλληλον πρός ΑΑ' έκ τοΟ Ρ, 
όπότε τό πρόβλημα άνάγεται εις τό έξής τής έπιπεδομετρίας : 

Νά χαταοχεναο&ρ όρύογώηον τρίγωνον ΡΠΚ τοιοΰτον, ώοτε αί μλν 
χορνφαί τον νά εύρίοχωνται έπί ύεύομίνων παραλλήλων ευθειών, ή 81 διο- 
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-ρορά τών τετραγώνων των κα&έτων τον πλευρών ΠΚ* — ΠΡ° κβ εχ·ι 9ο- 
ίλεΐοαν τιμήν ΣΡ* (§ 1523 α) (* η ). 

1844 α, Σημείωσες. Ή προηγουμένη λύσις Εχει δοθεί άπό τόν 
Γ,ΐιιιίΐίει·, (Γενεύη 1811.) Είς ΑηιταΙββ άβ ϋβνροηηε, τόμος 11, 1811 - 
1812 σελ. 293 κ. έπ.. όπου καί δημοσιεύονται καί α( λύσεις αΐ δο- 
θεϊσαι άπό τόν Εηοοηΐτβ καί τόν Τβύεηεΐ, ώς καί τεσσαρες άλλαι 
λύσεις άττό τούς Ι’ΐΙαΙΙε, Ρεη)οη, ϋοοδεί καί ΕβμΓβ,ικΙ . 

Ιδού αΐ πλέον ένδιαφέρουσαι δύο περιπτώσεις τού τεθέντος 
προβλήματος (§ 1843). 

1 ) Νά τμη&ϋ τριγωνικόν πρΐομα εις τρόπον ώστε ή τομή νά είναι Ισό¬ 
πλευρον τρίγωνον. 

Τό πρόβλημα τοΟτο δυνάμεθα νά διατυπώοωμεν καί ώς άκο- 
λούθως: 

Νά προβληφ}/ δο&εν τρίγωνον εις τρόπον ώστε ή προβολή τον νά είναι 
ισόπλευρον τρίγωνον. 

"Ο μετασχηματισμός οΟτος έπιτρέπει νά λύσωμεν άρκετά με- 
γάλον άριθμόν ζητημάτων, σχετικώς πρός τυχόν τρίγωνον. Πρό¬ 
κειται περί προβλημάτων θέσεως, τομής καί είς τά όποια τά μόνα 
άριθμητικά διδόμενα είναι λόγΟι. ΤοΟτον έχρησιμοποιήσαμεν διά 
τήν δευτέραν άπόδειξιν τοΰ θεωρήματος τής § 1201 γ.). 

2) Νά τμη&β τριγωνικόν πρΐομα είς τρόπον ώστε ή τομή νά είναι όρ&ο- 
γώνιον Ισοσκελές τρίγωνον, ή καί : Νά προβληύή παραλληλόγραμμον κατά 
τετράγωνον. 

Θεώρημα 698 

1845. Δυο εύθεΐαι συμμετρικοί πρός έπίπεδον σχηματίζουν ΐσας γω¬ 
νίας μετ' αϋτοϋ. 

"Εστωσαν αΐ εύθεΐαι ΑΒ καί Α'Β’ συμμετρικοί πρός τό Επί¬ 
πεδον ΜΝ. Τό Επίπεδον ΜΝ είναι κάθετον Επί τήν ΑΑ', καί διχο¬ 
τομεί ταύτην είς τό Δ, όμοίως είναι κάθετον Επί τήν ΒΒ' καί δι¬ 
χοτομεί ταύτην εις τό Γ. Επομένως, ή ΓΔ είναι κοινή προβολή 
τών ΑΒ καί Α'Β' Επί τό ΜΝ. 


99. 2 η μ. μ ε τ. Διά τήν κατασχετήν, παρατηροδμεν ότι, έφ’ όσον 
γνωρίζομεν τήν έΒραν ΣΑΔ, είναι γνωστόν τό δψος τοδ τριγώνου τούτου, 
τοδ άγομένου Εκ τοδ Σ· όμοίως έχει βοθή ή γωνία ήν σχηματίζουν ή 
ΣΑΔ καί ή βάσις τής πυραμίδος. Είναι άρα δυνατή ή κατασκευή τοδ 
ορθογωνίου τριγώνου, τοδ έχοντας υποτείνουσαν τό έχ τοδ Σ δψος τοδ 
τριγώνου ΣΑΔ και προσχβιμένην είς αυτήν βξεΐαν γωνίαν, τήν Αντίστοι¬ 
χον τής ΒιέΒρου ήν σχηματίζει ή ΣΑΔ και ή βάσις τής πυραμίΒος. 

Έχ τής χατασχευής τοδ τριγώνου τούτου, βρίζονται τά μήκη ΣΡ καί 
ή άπόατααις τοδ Ρ άπό τής ΑΔ. Δοθέντος βέ ότι βρίζεται έχ τοδ τριγώ¬ 
νου ΣΑΔ καί β ποδς τής έχ τοδ Σ καθέτου έπί τήν ΑΔ, τβ σημεΐον Ρ 
έν σχέσει πρός τήν ΑΒ είναι καθωρισμένσν. 

Έπί τής τυχούαης τώρα Β'Γ' λαμβάνομεν τβ σημείον Π' ούτως, ώστε 


Β'Π'_ΒΠ 

ΓΙΙ' “ ΓΠ 


καί τβ Ρ' ώστε 


Ρ'Π' 

ΓΉ' 


ΣΠ 
ΓΠ * 


Όρίζονται οδτω τά σημείά 


Ρ', Π' καί Ρ καί αί έξ αυτών παράλληλοι πρβς τάς ΑΑ' ή ΔΔ’ είναι 
«I παράλληλοι εδθείαι, αί άπαιτούμεναι Βιά τήν λύσιν τοδ προβλήματος 
κατά τήν $ 1698 α. 
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Έάν έκ ιών Α 



Σχ. 1203. 


καί Α' φέρωμεν παραλλήλους εύθείας πρός 
τήν ΠΔ, αΰται θά κεΐνται εις τό προβάλ- 
λον έπίπεδον τάς ΑΒ καί Α'Β' καί θά 
σχηματίζουν μετά τών ΑΒ καί Α'Β' γω- 
Β' νίας ι καί ι'. ΑΙ γωνίαι αΰται είναι Τσάι 
/ πρός τάς γωνίας άς σχηματίζουν αί ΑΒ 
I καί Α’Β' μετά του έπιπέδου ΜΝ καί επει¬ 
δή τά όρθογώνια τραπέζια ΓΔΑΒ καί 
ΓΔΑ'Β' είναι ϊσα, ώς συμμετρικά, επεται 
ότι ι = ι'. 

θεώρημα 699 

1846. Έάν δύο επίπεδα ΑΒ καί Α’Β' εί¬ 
ναι συμμετρικά πρός έπίπεδον ΜΝ, τούτο δι¬ 
χοτομεί τήν γωνίαν αύτών. 


”Ας είναι ΕΖ ή τομή τών έπιπέδων ΑΒ καί ΜΝ· λόγω τής 
συμμετρίας τών έπιπέδων, παν οημεΐον τής ΕΖ θά ϊχη τό συμμε¬ 
τρικόν του έπί τοΰ Α'Β', άλλά συγχρόνως 
πάν σημεϊον τής ΕΖ. ώς οημεΐον του ΜΝ. 
έπιπέδου συμμετρίας, θά είναι συμμετρικόν 
τοΰ έσυτοΰ του. Επομένως, παν σηιιεΐον τής 
ΕΖ είναι οημεΐον τοΰ Α'Β'. ήτοι τό Α'Β’ 
τέμνει τό ΜΝ κατά τήν αυτήν ευθείαν καθ’ 
ήν καί τό ΑΒ. 

Έάν φέρωμεν τάς έφ’ έκάστου τών τριών 
έπιπέδων ΑΒ, ΜΝ καί Α'Β' ευθείας ΟΓ, ΟΔ 
καί ΟΓ', καθέτους έπί τήν ΕΖ, αί τρεις αΰται 
εύθεϊαι θά κεΐνται έπί του αύτοΰ έπιπέδου. 
καθέτου έπί τήν ΕΖ καί αί γωνίαι αυτών θά 
εΐναι αί άντίστοιχοι τών διέδρων, άς σχημα¬ 
τίζουν τά έπίπεδα ΑΒ καί Α'Β'μετά τοΰ ΜΝ. 
Επειδή όμως αί ΟΓ καί ΟΓ' είναι συμμετρι¬ 
κοί πρός τό ΜΝ, θά σχηματίζουν Ισας γωνίας 
(§ 1845) μετ’ αύτοΰ, δηλ. μετά τής ΟΔ. "Αρα 
τό ΜΝ είναι τό διχοτομούν έπίπεδον τήν δίεδρον ΑΒ Α’Β'. 



θεώρημα 699—1 

1846 α. Δύο τρίγωνα ίσα, οπωσδήποτε κείμενα εις τον χώρον, δύ* 
νανται νά προβληΟώσι κατ’ ορθήν προβολήν έπί τού αύτοΰ έπιπέδου 
είς τρόπον ώστε αί προβολαί των νά εΐναι δύο τρίγωνα ευθέως ίσα. 

(Βλ. § 1146, Σχήματα εύΛΐωί καί ονμμετριχώί ήμοιιι). 

“Ας είναι ΑΒΓ καί αβγ τά δοθέντα Τσα τρίγωνα, όπου ΑΒ^αβ. 
ΑΓ = αγ καί ΒΓ βγ. 

Μεταφέρομεν τό έν έξ αύτών, τό αβγ, παραλλήλως πρός έαυτό 
ώστε νά συμπέσουν αί κορυφαί α καί Α τών ίσων γωνιών α καί 
Α. Πρός τοΰτο φέρομεν έκ τοΰ Α τήν ΑΒ,, Τσην καί παράλληλον 
πρός τήν πλευράν αβ καί τήν ΑΓ,, Τσην καί παράλληλον πρός 
τήν αγ. Άρκεϊ νά όρισθή εν έπίπεδον έπί τοΰ όποιου αί όρθαί 
προβολαί τών ΑΒΓ καί ΑΒ,Γ, νά είναι Τσαί· διότι αί όρθαί προ¬ 
βολαί τών ΑΒ,Γ, καί αβγ έπί τοΰ αύτοΰ έπιπέδου θά είναι Τσάι, 
άφοΰ τά ΑΒ,Γ, καί αβγ είναι τρίγωνα Τσα καί κεΐνται έπί έπιπέ¬ 
δων παραλλήλων. 
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Α1 προβολαί τών δύο τριγώνων ΑΒΓ καί ΑΒ,Γ, έπί πάν έττί- 
πεδον παράλληλον πρός τάς εύθείας τοΟ χώρου ΒΒ, καί ΓΓ, θά 
είναι Τσάι, διότι αί πλευ- 


ραί ΑΒ καί ΑΒ, έχουν 
τήν αύτήν κλίσιν πρός 
τό προβολικόν τοΟιο 
έπίπεδον (*··). Επομέ¬ 
νως αί προβολαί τών 
ΑΒ καί ΑΒ, έπ’ αύτό, 
αβ καί αβ,, θά είναι 
'ίσαι, τό αύτό δέ θά 
συμβαίνη καί διά τάς 
προβολάς τών ΑΓ καί 
ΑΓ,. τάς αγ καί αγ,, ώς 
καί διά τάς προβολάς 
των ΒΓ καί Β,Γ,. Ε¬ 
πειδή καί αΟται θά εί¬ 
ναι Τσάι διότι αί εύθεΐαι 
ΒΓ, Β,Γ, είναι παράλ¬ 
ληλοι άμφότεραι πρός τό 
προβολικόν έπίπεδον : 

βΥ = β.Υ. ~ ΒΓ. 

ΟΟτω τά ίσα τρίγωνα 
ΑΒΓ καί αβγ προβάλ¬ 
λονται κατ' Γσας προβο¬ 
λάς έπί πάν έπίπεδον 
παράλληλον πρός τάς 
εύθείας του χώρου ΒΒ, 
καί ΓΓ,. I -+) 

ΑΙ Τσάι προβολαί αβγ 
καί αβ,γ, δύνανται νά 
παρουσιάσουν δύο δια¬ 
φόρους διατάξεις θέσεων. 



Σί.· 12 ®. 


1846β. 1η Πιρίπτωαις, Εις τήν πρώτην περίπτωσιν (σχ. 1205) 
τά σχήματα είναι εό#εω; Γ αα, (έχουν τήν αύτήν φοράν). Τό ση- 
μεΐον α είναι τό κέντρον όμοιοθεσίας των καί διά περιστροφής 
του ένός σχήματος περί τό σημεϊον αύτό δύναται νά ταυτισθή τό 
σχήμα τούτο μέ τό άλλο. Πράγματι, αί κάθετοι θα, ηα, αί άγό- 
μεναι εις τά μέσα τών βάσεων ββ, καί γγ, τών Ισοσκελών τριγώ¬ 
νων αγβ,, αβγ, παριστουν έπί τοΟ προβολικοΟ έπιπέδου τά Τχνη 
τών έπιπέδων τών άγομένων καθέτως εις τά μέσα τών ΒΒ, καί ΓΓ,. 

Τά έπίπεδα ταΟτα τέμνονται κατά τήν εύθεΐαν Αδ, ήτις διέρ¬ 
χεται άπό τήν κοινήν κορυφήν τών Ισοσκελών τριγώνων ΑΒΒ, καί 
ΑΓΓ,, καί είναι κάθετος έπί τά έπίπεδα, τά παραλληλα πρός τάς 


100. 21 η μ. μ » τ. Ή ίαόττ,ς τών προβολών τών . τριγώνων ΑΒΓ χαί 
ΑΒ,Γ, έπί πάν επίπεδον παράλληλον πρός τάς ΒΒ, καί ΓΓ, άποδειχνύε- 
ται διά τής εξής προτάοεως : *Ίί όρ&ή προβολή Ιοοοκίλονς τριγώνου ίχί 
πάν ίπίπίΛον Λιβρχόμβνον 6ιά τϊ)ς ρ'άοεώς τον είναι τρίγωνον ίοοοπιλές *. 
Τό θεώρημα τούτο άποδειχνόεται τή βοηθείφ τού θεωρήματος τών τριών 
καθέτων. 
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ΒΒ, καί ΓΓ, δταν αΐ δύο αδται εύθεϊαι δέν κεΐνται έπί τοΟ αυτού 
έπιπέδου. 


1846 γ. 2α Περίπτωαις. "Οταν αΐ προβολαί είναι άνχιαχρόφως ή 

αυμμεχρικώς Γσαι (άντιθέτου φο¬ 
ράς) α( εύθεϊαι ββ, καί γγ, 
είναι παράλληλοι ώς καί αΐ 
ΒΒ, καί ΓΓ, είς τόν χώρον· 
υπάρχει λοιπόν άπειρία διευ¬ 
θύνσεων έπιπέδων παραλλή¬ 
λων πρός τάς εύθείας ταύτας, 
έπί έκάστου δέ τούτων τά 6ο- 
θέντα τρίγωνα προβάλλονται 
κατά τρίγωνα Τσα καί άντιθέ¬ 
του φοράς. 

Επειδή δε χά δοδέντα τρίγωνα 
προβάλλονται κατά χρίγωνα ίσα 
καί συμπίπτοντα επί τον έπιπέδου 
συμμετρίας, τοΰ άγομένον καδέτως 
έκ τ&ν μέσων χ&ν παραλλήλων 
εν&ειών ΒΒ, καί ΓΓ, (ή αζ είναι τό ίχνος τοΰ έπιπέδου τούτου 
έπί τοΰ προβολικοί) έπιπέδου), βπεται δτι: 

Τά δοδένχα τρίγωνα ΑΒΓ καί αβγ προβάλλονται κατά τρίγωνα Τσα καί 
τής αυτής φοράς έπί παντός έπιπέδου παραλλήλου πρός τό επίπεδον συμ¬ 
μετρίας. 

θεώρημα 69Θ—ΙΙ 



1846 δ. Δύο τρίγωνα όμοια, όπως δήποτε κείμενα εις τόν χώρον, 
βύνανται νά προβ)ηθώσι χατ’ ορθήν προβολήν έπί τοΰ αύτοϋ έπιπέδου 
κατά τρόπον ώστε αΐ προβολαί των νά είναι δύο τρίγωνα ευθέως όμοια 
(όμοια έχοντα τόν αυτόν προσανατολισμόν). 

Τό Θεώρημα τούτο δύναται νά άποδειχθή _ όπως τό προηγού¬ 
μενου. 

Δίδονται τά δύο όμοια τρίγωνα ΑΒΓ καί αβγ· διά νά όρίσω- 
μεν τήν θέσιν τοΰ προβολικού έπιπέδου, κατασκευάζομεν Εν τρί¬ 
γωνον ΑΒ,Γ, ίσον πρός τό ΑΒΓ καί όμοιόθετον τοΰ τριγώνου 
αβγ. Τό προβολικόν έπίπεδσν είναι παράλληλον πρός τάς άσυμ- 
βάτους εύθείας ΒΒ, καί ΓΓ,. 

1846ε. Σημειακής. Διά τά Τσα τρίγωνα (η° 1846) βλ. §§ 1829 
καί 19016. 

Ύπενθυμίζομεν τό θεώρημα τοΰ Οίιεείβε : Ή κίνηαις διά τής 
όποιας δοδέν σχήμα μεταβαίνει από μιας δέσεως (Α) είς χνχονσαν άλλην 
(Β) εν τίΐ> χώρφ δύναται να δεωρηδή ώς έλικοειδής κίνηαις. 

Διά νά είναι δύο στερεά σχήματα ίσα, δέν άρκεϊ νά είναι 
άπλώς συμμετρικά, όπότε βχουν, κατά μέρη, τά στοιχεία των ίσα, 
άλλά πρέπει καί τά κατά μέρη Τσα ταότα στοιχεία, νά βχουν τήν 
αύτήν διάταξιν· ήτοι νά δύναται τό Εν στερεόν καταλλήλως κι¬ 
νούμενου νά έφαρμόση έπί τοΰ άλλου. 

Είς τήν περίπτωσιν αύτήν, διά τήν σύμπτωσιν τών στερεών, 
είναι άρκετή ή σύμπτωσις δύο τυχόντων άντιστοίχων εις αύτά 
σκαληνών τριγώνων, ΑβΓ καί Α'Β'Γ'. 

Διά τά δμοια πολύεδρα, βλ. άοτιτηαί άε ΜαΙΜηιαΙίήηεε έΐέηχεη- 
Ιαίκεε τοΰ 1>οη£θ1ιειηρ5, 1894, σ, 231, σημ. τοΰ ϋοτίβΐ, 1895, σ. 14, 
σημ. τοΰ ΟβΠβο. 
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θεώρημα 699—III 

1846 ζ. Δίδεται εν τετράεδρον ΑΒΓΔ. Είς τδ Δ ςρέρομεν τά επίπεδα 
α, β, γ χάθετα άνιισιοίχως έπί τάς άκμάς ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ. Νά άποδειχθή 
ότι τά σημεία τής τομ^ς τοΰ α μετά τής ΒΓ, τοϋ β μετά τής ΑΓ χαΐ 
του γ μετά τής ΑΒ χεΐνται έπ* ευθείας (Μ. δοδβπίτετ). 

Τό Θεώρημα τοΰτο είναι άμεσος συνέπεια τοΟ Θεωρήματος τών 
παραπληρωματικών τριέδρων γωνιών ή τών σφαιρικών πολικών 
τριγώνων. (Κίετδοβ, (Κοπεγχάγη), ΜαΙΗβύα, 1910, σ. 265, η° 27, 

1909, σ. 126, π 0 14, ). Νευδετ^ καί σ. 154, Ο. δετνείε, ί. Μ. 

1910, σ. 147, π° 3711. Βλ. ώσαύτως τό προταθέν ζήτημα ύπό 
ΒΓοεατά (§ 1342 ξ). Ή Ιδιαιτέρα αυτή περίπτωσις εΐχεν ήδη μελε- 
τηθή ύπό τοΟ Βοδϊΐΐίετ, .4. ά. ΰ., τόμ. ΧΥΙΙΙ, 1827 - 1828, σ. 185, 
θεώρ. I). 

"Ογκοι 


Θεώρημα 700 


1847. Ό όγκος παντός τριγωνικού πρίσματος ίσοΰται πρός τό ήμισυ 
τοΰ γινομένου μιας έδρας έπί τήν άπό· 
οτασιν απ’ αυτής τής απέναντι ακμής. 

"Ας είναι ΑΒΓΔΕΖ τό τριγωνι¬ 
κόν πρίσμα, 1Κ ή άπόστασις τής ΕΖ 
άπό τής έδρας ΑΒΓΔ. "Αν φέρωμεν 
τά έπίπεδα Αθ καί Εθ. άντιστοί- 
χως παράλληλα πρός τάς έδρας ΕΓ 
καί ΑΓ, καί προεκτείνωμεν τάς τρι¬ 
γωνικός έδρας τοΰ πρίσματος, σχη- 
ματίζομεν τό παραλληλεπίπεδον ΑΖ. τό όποιον είναι διπλάσιον 
τοΰ θεωρηθέντος πρίσματος. 

Δυνάμεθα νά λάβωμεν ώς βάσιν τοΰ παραλληλεπιπέδου τήν 
έδραν ΑΒΓΔ, όπότε ϋψος αΰτοΟ θά είναι ΙΚ. θά έχωμεν 

"Ογκος παραλληλεπιπέδου = (ΑΒΓΔ) (1Κ). 



"Αρα 


"Ογκος πρίσματος-- 


(ΑΒΓΔ) (ΙΚ) 
2 


Θεώρημα 701 

1848. Ό όγκος παντός κανονικού πρίσματος Ισοΰται πρός τό γινό¬ 
μενον τοΰ έμβαδοΰ τής παραπλεύρου επιφάνειας έπί τό ήμισυ τοϋ απο¬ 
στήματος τής βάσεως. 

"Ας ύποθέσωμεν δτι τό κανονικόν πρίσμα έχει ν παραπλεύ¬ 
ρους έδρας· τά ν έπίπεδα, τά όριζόμενα διά τοΟ άξονος τοϋ πρί¬ 
σματος καί Ικάστης τών παραπλεύρων άκμών αύτοΰ, διαιροΟσι τό 
πρίσμα είς ν ίσα τριγωνικά πρίσματα. Τό άπόστημα δέ τής βάσεως 
τοΟ πρίσματος είναι καί ή άπόστασις τοΰ άξονος αύτοΰ άφ’ έκά- 
στης τών παραπλεύρων έδρών τοΟ πρίσματος. 

Επομένως, διά τά τριγωνικά ταΰτά πρίσματα αΐ άποστάσεις 
τής κοινής των άκμής άπό τών άπέναντι εδρών είναι ϊσαι. 
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Καλούντες Ε τό έμβαδόν έκάστης παραπλεύρου Εδρας τού 
όοθέντος καί α τό άπόστημα τής βάσεως, θά Εχωμεν: 

"Ογκος ενός τριγωνικού πρίσματος κατά τό προηγοΰμενον θεώ- 
Ε . α 

ρήμα ----- ■ 


"Ογκος ν Ισων τριγωνικών πρισμάτων Όγκος πρίσμα- 
ν . Εα 

τος - — 2 - 

Άλλ' είναι: νΕ - έμβαδόν Σ παραπλεύρου Επιφάνειας τού πρί¬ 
σματος. "Αρα 

"Ογκος πρίσματος = ■ 


Θεώρημα 702 

1849. Ό όγκος πόσης κανονικής πυραμίδος ίσοΰται πρός τύ -ί¬ 
ο 

τοΰ γινομένου ιοϋ έμβαδοϋ τής παραπλεύρου ίπιφανείας της έπί τήν 
άπύστασιν τοΰ κέντρου τής βάσεως από μιας παραπλεύρου έδρας. 

“Ας ύποθέσωμεν ότι ή κανονική πυραμίς Εχει ν παραπλεύρους 
έδρας. Τά έπίπεδα, τά όριζόμενα διά τού άξονος καί δΓ έκά¬ 
στης τών παραπλεύρων άκμών τής πυραμίδος, χωρίζουν ταύτην 
ε(ς·ν 'ίσας τριγωνικός πυραμίδας. Έκάστης τούτων δυνάμεθα νά 
λάβωμεν ώς βάσιν τήν παράπλευρον Εδραν τής δοθείσης, όπότε 
τό ύψος τής τριγωνικής θά είναι ή άποστασις τού κέντρου τής 
βάσεως τής δοθείσης άπό μιας παραπλεύρου αύτής Εδρας. 

"Ας είναι Ε τό έμβαδόν τής παραπλεύρου Εδρας τής δοθεί¬ 
σης καί α ή άποστασις τού κέντρου τής βάσεως άπ’ αύτής. 
θά Εχωμεν : 

Όγκος έκάστης τριγωνικής πυραμίδος - - | α . 


Άρα : 


"Ογκος δοθείσης = 


ν . Ε . α 
3 



Θεώρημα 703 

1860. Ό όγκος παντός τετραέδρου ίσου· 

. 1 , ... 

ται προς το -ττ- του γινομένου μιας ακμής 

15 

του α έπί τό έμβαδόν Ε τής προβολής τοΰ 
στερεού έπϊ έπΐπεδον κάθετον έπί τήν ακ¬ 
μήν ταύτην. 

Τό τετράεδρον ΑΒΓΑ είναι διαφορά 
τών δύο όρθών κολοβών τριγωνικών πρι¬ 
σμάτων ΕΖΘΒΑΔ καί ΕΖΘΓΑΔ. "Αρα: 


(ΑΒΓΔ) = ψ Ε (ΘΒ + ΖΔ + Ε Α) - -1 Ε (ΘΓ + ΖΔ + ΕΑ), 


(ΑΒΓΔ) = ^-Ε(θΒ - ΘΓ)=-ί- Ε. (ΓΒ)= -1 Ε . α. 
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θεώρημα 704 

1851. 'Ο όγκος πόσης πυραμίδος έχούσης βάοιν τραπέζιον ίσοΰται 

πρός τό γινόμενον ιοϋ τοΰ άθροισμα* 

τος ιών βάσεων α καί β ιού τραπεζίου 
επί τό εμβαδόν τής προβολής τής πυραμί- 
δος έπί επίπεδον κάθετον επί τάς βάσεις 
ιοϋ τραπεζίου. 

Ή πυραμίς ΑΒΓΔΕ είναι διαφο¬ 
ρά τών όρθών κολοβών πρισμάτων 
ΖΘΗΑΒΓ καί ΖΘΗΑΔΕ καί ό όγκος 
της ή διαφορά τών όγκων τών στερεών 
τούτων. Καλούντες τό έμβαδόν τής 
προβολής τοΰ στερεού διά Ε, λαμβά- 
νομεν : Σι. ΐ2ΐβ 

(ΑΒΓΔΕ) =-^-Ε(ΗΓ + ΖΒ +ΘΑ) - -1ε(ΗΔ + ΖΕ + ΘΑ)^- 
= Ε (ΗΓ - ΗΔ + ΖΒ - ΖΕ) = -ί Ε (ΓΔ + ΒΕ) -1 Ε (α+β)· 



θεώρημα τοΰ Ι·'θυεηϊεε 704—1 


1851 α. Ό όγκος παντός κολοβού παραλληλεπιπέδου ίσοΰται πρός ιό 
γινόμενον τού ήμιαθροίσματος δυο παραλλήλων του έδοών έπί τήν άπό- 
στααιν τών εδρών τούτων. 

Τό Θεώρημα τοϋτο (συνέπεια τοΰ τής § 1847) είναι μία Ιδιαι¬ 
τέρα περίπτωσις ένός γνωστού Θεωρήματος. (Ο. η° 942). 


θεώρημα 705 


1852. Έάν τό ΰψος τριγωνικού πρίσματος είναι ίσον πρός τό διπλά- 
σιον τής διαμέτρου τοΰ κύκλου τού περιγεγραμμένου περί τήν βάσιν 
του, τό πρίσμα είναι Ισοδύναμον πρός ορθογώνιον παραλληλεπίπεδον 
έχον ώς διαστάσεις τάς τρεις πλευράς τής βάσεως τοΰ πρίσματος. 

"Ας είναι α, β καί γ αΐ πλευραί τής βάσεως ΑΒΓ τοΟ τριγω¬ 
νικού πρίσματος καί Δ ή διάμετρος τού περί τό ΑΒΓ περιγεγραμ- 
μένου κύκλου. Έκ τής έπιπεδομετρίας γνωρίζομεν ότι: 


Άλλ' είναι : 


(ΑΒΓ) 


α ■ β · V 
2 Δ 


"Ογκος τού πρίσματος = (ΑΒΓ) . υ = . 2 Δ = α . 


β · Υ· 


Τό γινόμενον α . β . γ παριστδ τόν όγκον όρθογωνίου παραλ· 
ληλεπιπέδου Ιχοντος διαστάσεις τάς α, β καί γ. 
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θεώρημα 708 

1853. ’Εάν τρεις εύθεϊαι διέρχωνται διά του οΰτοΟ σημείου καί 
βΧΊματίζονν άνά δύο ίσας γωνίας, τό οχτάεδρον τό έχον χορικρας τά 
αχρα των τριών τούτων ευθειών έχει όγκον σταθερόν. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 156). 



θεώρημα 707 

1854. Τό έπίπεδον τό διερχόμενον διά μιας ακμής τετραέδρου καί 
τοΰ μέαου τής απέναντι αυτής, διαιρεί τό τε¬ 
τράεδρον είς δύο μέρη Ισοδύναμα. 

"Εστω ΓΕ = ΔΕ. 

Φέρομεν τάς καθέτους ΓΜ, ΔΝ έπί τήν 
κοινήν έδραν ΑΒΕ. 

Τά δύο τετράεδρα είναι Ισοδύναμα, ώς 
Ιχοντα βάσιν κοινήν ΑΒΕ καί Οψη ΔΝ, ΓΜ 
έκ τών Δ καί Γ Ισα, ώς άποοτάσεις τών 
άκρων εύθυγράμμου τμήματος άπό έπιπέδου 
διερχομένου διά τοΟ μέσου αύτοΟ. 

θεώρημα 707— 1 

1865. Πάν έπίπεδον διερχόμενον διά τών μέσων δύο απέναντι άχμών 
τετραέδρου, διαιρεί αυτό είς δύο μέρη Ισοδύναμα. 

"Ας είναι Ε καί Ζ τά μέσα τών άπέναντι άκμών ΒΓ καί ΑΔ. 
διά των όποιων άγεται ή τομή ΖΘΕΗ. ΈνοΟμεν τό σημεϊον Α μέ 
τά Ζ, Η καί φέρομεν τάς ΔΖ καί Δθ. Τά 
πρός σύγκρισιν δύο στερεά άποτελοΟνται 
άπό τάς τετραγωνικός πυραμίδας Α,ΖΘΕΗ 
καί Δ,ΖΘΕΗ, καί τάς τριγωνικός Β,ΑΗΖ 
καί Γ,ΘΖΔ. 

ΑΙ. δύο πρώται πυραμίδες είναι Ισοδύ¬ 
ναμοι, διότι Εχουν τήν αύτήν βάσιν ΖΘΕΗ 
καί Οψη Ισα (§ 1854). "Οσον δέ άψορά 
τάς τριγωνικός πυραμίδας ΑΒΖΗ καί 
ΔΓΖΘ, θά συγκρίνωμεν έκάστην αύτών 
πρός τό δοθέν τετράεδρον. 

Γνωρίζομεν δτι ό λόγος δύο τριγωνι¬ 
κών πυραμίδων, έχουσών κοινήν μίαν τών 
στερεών των γωνιών, ΙσοΟται πρός τόν λό¬ 
γον τών γινομένων τών άκμών τών Ισων 
στερεών γωνιών. 



Επομένως : 


(ΒΑΖΗ) _ 
(ΒΑΓΔ) - 

(ΓΔΖΘ) _ 
(ΓΔΒΑ) = 


ΒΑ.ΒΖ.ΒΗ 
ΒΑ.ΒΓ.ΒΔ 

ΓΔ.ΓΖ.ΓΘ 


ΓΔ . ΓΒ . ΓΑ 


ΒΗ 
2 ΒΔ ’ 

Γθ 

: 2 ΓΑ ' 


. ο ΒΗ , Γθ _ ΒΗ . Γθ 
Αλλ ο1 λ6 νοι ^ καί Γγ α· νΒΔ- Κα1 Τ7Γ 


είναι Ισοι. 
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διότι π&ν έπίπεδον ΖΗΕΘ, άγόμενον διά τών μέσων Ε καί Ζ δύο 
Απέναντι άκμών ένός στρεβλοΟ τετραττ> εύρου ΑΔΒΓ, διαιρεί 
τάς 66ο άλλας άπέναντι άκμάς ΒΔ καί ΑΓ εις μέρη Ανάλογα 
(§ 1801)· &ρα: 


ΒΗ 

ΒΔ 


Γθ 

ΓΑ 


, κατά συνέπειαν (ΒΑΖΗ) = (ΓΔΖΘ). 


Διηοέθη έπομένως τό τετράεδρον εις 66ο Ισοδύναμα μέρη. 


θεώρημα τον Άεέηεε 708 

1856. Έπί δύο εύθειών μή κειμένων έπϊ τοϋ αύτοϋ έπιπέδου λαμβά- 
νομεν δύο δοθέντα μήκη ΑΒ καί ΓΔ. Νά άποδειχθή ότι τό τετράεδρον 
τό έχον χορυφάς τά τέσοαρα σημεία Α,Β,Γ καί Δ έχει σταθερόν όγχον, 
οίανδήποτε θέσιν χαί άν έχουν τό τμήματα ΑΒ' χαί ΓΔ έπί τών 8ο- 
θεισών ευθειών. 


(Βλ. Λ/έθοδοι, § 158). 

Σημείωατς. 1) ΔυνάμέΘα έπίσης νά άποδείξωμεν τήν πρότασιν 
στηριζόμενοι εις τήν άσκησιν τής § 1850. 

2) Έάν παραστήσωμεν μέ Α καί Β τά δοθέντα μήκη (τά μήκη 
δύο άπέναντι άκμών τοΟ τετραέδρου), μέ Δ τήν έλαχίστην τών 
άκμών τούτων άπόσταοιν, μέ α τήν γωνίαν τών Ιδίων άκμών καί 
μέ V τόν βγκον τοΟ τετραέδρου, θά Εχωμεν τήν σχέσιν 


έξ οΟ άποδεικνύεται ή σταθερότης τοΟ δγκου, διότι δλοι οι παρά¬ 
γοντες τοϋ 2ου μέλους είναι σταθεροί. 

Τό θεώρημα όφείλεται εις τούς Ρ. Ι,βηίδέΓΪε καί ΤϊιηπιρΓηιβη!, 
(ΑηηαΙΐί άε Οεη/οηπε, τομ. XVIII, 1827 - 28, σ. 250). Ή διατύπωσις 
τοΟ θεωρήματος είναι εις τήν σ. 156 τοΟ αύτοϋ τόμου. Ό Ρ. Ι,β 
Οοϊηίβ, ίβςοηε ίΚΓ Ια (Μοτίε άε$ (οηεΐΐοη» είνεαΙαΐη» παρέχει τήν 
(δίαν πληροφορίαν. 

Τά Ν. Α. 1853 σ. 47 δίδουσιν τήν άπόδειζιν τοϋ θεωρήματος, 
διατυπουμένου οϋτω όπό τοΟ δίεΐπετ : 

*'Επί μιας ευθεία; Α όρΐζονχαι δύο σημεία α χαί β' έπί άλλης ευθεία; Β 
λαμβάνομεν ίνο σημεία γ χαί δ, τών όποιων ή άπόστααις γδ είναι σταθερά. 
Γό έμβαίόν τής άλικης έπιφανείας τής πυραμίίος αβγδ γίνεται έλάχιοτον, 
όταν τό μέσον τής γδ είναι τό σημεΐον είς τό όποιον ή ελάχιστη άπόστααις 
μεταξύ τών Α χαί Β τέμνη την Β*. 

Ώς πόρισμα τούτου άκολουθεϊ ή έξης πρότασις: 

*Έπί όύο ευθειών λαμβάνομεν ίνο μήχη σταθερό χαί θεωροΰ/ιεν ταντα 
ώς απέναντι άχμάς ένός τετραέδρου. ’Ο άγχος παντός ιοιού»ον τετραέδρου 
είναι σταθερό; χαί η ολική του έπιφάνεια καθίσταται έλαχίοτη, όταν ή ίλα- 
χίοτη άπόστααις (κοινή κάθετο;) μεταξύ τών δύο ευθειών διαιρετά ίνο μή¬ 
χη εις Γσα μέρη. Εις την θέσιν τούτην τον τετραέδρου, ή άχτι; τής σφαίρας 
τής εγγεγραμμένης είς αυτό αποβαίνει μεγίστη» . 


Θεώρημα 700 

1857 . “Εάν μία, ευθεία όλισθαίνη έπί δύο άπέναντι άκμών τετραέ¬ 
δρου, μένουσα πάντοτε παράλληλοί πρός άλλας δύο άπέναντι άκμάς τού 
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αυτού τετραέδρου, ή κατά την χίνησίν της παραγομένη έπιφάνεια, διαι¬ 
ρεί τό τετράεδρον ε(ς δύο Ισοδύναμα μέρη. 


"Ας είναι ΜΝ ή έπί τών άκμών ΑΒ καί ΓΔ όλισθαίνουσα εύ- 
θεΐα καί άς μένη παράλληλος πρός έπί- 
πεδον παράλληλον πρός τάς άκμάς ΒΓ 
καί ΑΔ. 

Γνωρίζομεν δτι. κατά τήν κϊνηοιν τής 
ΜΝ, αΐ άκμαί ΑΒ καί ΔΓ θά διαιρούνται, 
είς έκάστην θέσιν αύτής, είς μέρη άνά- 
λογα (§ 1798). 

Επειδή τό τέμνον έπίπεδον είναι πα¬ 
ράλληλον πρός τάς άκμάς ΑΔ καί ΒΓ, 
κόπτει τάς έδρας ΑΒΓ καί ΔΒΓ κατά τάς 
εύθείας Μ Ο καί ΝΑ, παραλλήλους πρός 
τήν ΒΓ, καί τάς έδρας ΒΑΔ καί ΓΑΔ 
κατά τάς εύθείας ΛΜ καί ΝΟ, παραλλή¬ 
λους πρός ΑΔ. Επομένως, ή τομή είναι 
παραλληλόγραμμον ΛΜΟΝ' ή στρεβλή 
έπιφάνεια (Ε) τής όποίας ή ΜΝ είναι γε¬ 
νέτειρα, διαιρεί τό παραλληλόγραμμον 
ΛΜΟΝ είς δυο μέρη Ισα. Τό αύτό συμβαίνει 6Γ δλας τάς άνα- 
λδγορς τομάς.^ Επομένως, τό τετράεδρον διαιρείται είς δύο μέρη 

θεώρημα 70Θ—Ϊ 



1858. 'Ο όγκος παντός κολοβού παραλληλεπιπέδου ίσούται πρός τό 
γινόμενον τής καθέτου τομής του έπϊ τό ήμιάθροισμα δύο απέναντι πα¬ 
ραπλεύρων ακμών του. 

Ή πρότασις άποδεικνύεται 6Γ όγωγής καθέτου τομής διά του 
κέντρου του παραλληλογράμμου—άνω βάσεως τοΰ στερεοΟ, ή καί 
δΓ έψαρμογής τοΟ έπομένου θεωρήματος. 


θεώρημα 710 



1869. 'Ο όγκος ένός κολοβού όρθού παραλ¬ 
ληλεπιπέδου Σ, μέ κάτω βάοιν παραλληλόγραμ¬ 
μον ΑΒΓΔ καί άνω στρεβλόν τετράπλευρου 
Α'ΒΤ’Δ', είναι Ισος πρός ιό γινόμενον τής βά¬ 
σεως έπί τόν μέσον όρον τών παραπλεύρων ακμών. 

Έστω ΟΜΝ ή έκ τοΟ κέντρου Ο τής βά¬ 
σεως καί παράλληλος πρός τάς άκμάς άγο- 
μένη εύθεϊα. Τά σημεία Μ, Ν, καθ' 6 ή εύ- 
θεϊα αϋτη τέμνει τάς ΔΈ* καί Α'Γ', είναι προ¬ 
φανώς μέσα τών διαγώνιων Β'Δ' καί Α'Γ' τοΟ 
στρεβλοΟ τετραπλεύρου Α'Β'Γ'Δ' καί θά εί¬ 
ναι, ένεκα τών τραπεζίων τοΟ σχήματος: 

ΟΝ = ^±Χ= Ρ±* 

2 2 


101. X η μ. μ ε τ. Επειδή έκαστον τών δύο τμημάτων είς & διαιρείται 
τό τετράεδρον οπό τής (Ε), δόναται νά θεωρηθή άθροισμα άπειροστθν 
πρισμάτων Ισων άνά δύο. 
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Τό στερεόν Σ άποτελεΐται έκ τών τεσσάρων κολοβών όρθών 
τριγωνικών πρισμάτων 

ΟΑΒ — ΝΑ'Β', ΟΒΓ — ΝΒ'Γ', ΟΓΔ — ΝΓ'Δ', ΟΔΑ — ΝΔΆ', 


Εκαστον τών όποιων Εχει βάσιν τό τέταρτον τοΟ παραλληλογράμ¬ 
μου τής βάσεως. Επομένως 

(ΑΒΓΔ ) Γ(Ο Ν+α+β)-ΗΟΗ+β+γ)+(ΟΝ+γ+6 Η -(ΟΝ+δ-Ηχ) | 


Υν: 


ι 

ΑΒΓΔ Γ 
4 ί 


2ΡΝ+20Ν-(-2(α + β + γ + δ) 




Άλλ' είναι 
” Αρα 


20Ν=α-)-γ ή καί β + δ. 
ν Σ (ΑΒΓΔ) |· 3(α + β + Υ + δ) -| 

(ΑΒΓΔ) ( ^±Ρ±- Υ -+-5 ) (..>) 


Θεώρημα 711 

1860. Έάν έξ έκάστης κορυφής τετραέδρου άχθη επίπεδον παράλ¬ 


ληλον πρός τήν απέναντι έδραν, 
σχηματίζεται νέον τετράεδρον καί τοΰ 
όποιου ό όγκος είναι 27πλάσιος τοΰ 
όγκου τοΰ άρχιχοΰ τετραέδρου. 

θεωροΟμεν Εν τυχόν τετράε¬ 
δρον Α’ΒΤ'Δ'. Ένοΰμεν τήν κο¬ 
ρυφήν Δ’ μέ τά μέσα έκάστης 
τών πλευρών τής Εναντι Εδρας 
Β'Γ'Δ' καί φέρομεν τάς διαμέ¬ 
σους τής Β'Γ'Δ', τάς άγομένας 
έκ τών κορυφών Β' καί Γ'. Τό 
σημεΐον Δ, εις δ τέμνονται αί 
διάμεσοι τής Β'Γ'Δ' θά άπέχτι 
έκάστης τών κορυφών Β’ καί Γ' 

2 

τά -γ- τής άντιστοίχου διαμέσου. 

"Ας είναι Α, Β καί Γ τά κοινά 
σημεία τών διαμέσων έκάστης 
τών παραπλεύρων έδρών τοΟ τε¬ 
τραέδρου Δ', Α'Β'Γ'. 

Επειδή τό έπίπεδον ΑΒΓ 
τέμνει τάς εύθείας ΔΈ, Δ'Ζ καί Δ 

ΔΆ _ ΔΈ_ _ 
ΔΈ ~ Δ'Ζ ~ 



'θ είς μέρη άνάλογα : 
Δ’Γ _ 2 
Δ'θ — 3 


102. 2 η μ. μετ. Προετιμήοαμεν τήν ανωτέρω άπόδειξιν τής τοϋ κει¬ 
μένου. ώς ατοιχειωβεστέραν. "Η άχμή Α'Γ' όπέρκειται τής Β'Λ'. 
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θά εΐναι παράλληλον πρός τό Α'Β'Γ', τό αύτό δέ θά συμ- 
βαίνη καί διά τάς άλλας Εδρας τοΟ τετραέδρου. Έκ τούτου Επε- 
ται, ότι τά δύο τετράεδρα είναι όμοια, άν καί τά στοιχεία των 
είναι διατεταγμένα κατ’ άντίστροφον τάζιν. Επομένως, άν έδίδετο 
ώς άρχικάν τό ΑΒΓΔ καί έφέρομεν έκ τών κορυφών του έπίπεδα 
παράλληλα, θά προέκυπτε τό Α'Β'Γ'Δ'. 

Επειδή δέ έκ τών γενομένων κατασκευών προκύπτει, δτι Εκά- 

στη τών άκμών του ΔΑΒΓ είναι τό — τής όμολόγου της άκμής 
τοϋ Δ'Α'ΒΤ', ό όγκος του ΔΑΒΓ θά είναι τό του όγκου 

του ΔΆ'Β'Γ', ήτοι τό αύτοϋ. 

Άλλη άπάΛίΐξα. Έκάστη κορυφή τοΟ έσωτερικοΟ τετραέδρου εί¬ 
ναι κέντρον βάρους μιας τών Εδρών τόϋ μεγάλου. 

Πράγματι, ή ΑΒ είναι παράλληλος πρός τήν ΕΖ, ώς τομαί τών 
παραλλήλων Επιπέδων ΑΒΓ καί Α'Β'Γ’ Οπό του ΔΆΒ' όμοίως, ή 
ΑΒ θά εΐναι παράλληλος πρός τήν τομήν τής Εδρας ΔΆ’Β' ύπό 
τοΟ ΑΒΓ καί ή όποια διέρχεται διά τοΟ Γ καί είναι παράλληλος 
πρός Α'Β'. Επομένως, ή ΕΖ είναι παράλληλος πρός Α'Β’· όμοίως 
άποδεικνύεται ότι καί αί Εθ καί Ζθ είναι παράλληλοι άντιστοί- 
χως πρός τάς ΑΤ' καί Γ'Β'. 

Οϋτω τά Ε, Ζ, θ είναι τά μέσα τών πλευρών καί τό σημεϊον 
Δ θά είναι τό κέντρον βάρους τοΟ τριγώνου Α'Β'Γ’, Επειδή τό 
σημεϊον τοΟτο κεΐται έπί τής διαμέσου Β'Ζ (άρα καί Επί τών άλ¬ 
λων διαμέσων του Α'Β'Γ' τριγώνου), άφοΟ ή ΒΔ είναι παράλλη¬ 
λος πρός τήν Β'Δ'. 

θά Εχωμεν: 

Α'Β' = 2 ΕΖ = 2. ΑΒ = 3 ΑΒ. 

Είναι δηλαδή ό λόγος όμοιότητος τών δύο στερεών ίσος πρός 
3 καί κατ' Ακολουθίαν ό λόγος τών όγκων των ίσος πρός 27. 

θ€<&ρημα 712 

18Θ1. Έπί τών τριών παραπλεύρων εδρών τριγωνική; πυραμίδος 
ΣΑΒΓ χατασχευάζομεν πρίσματα τών ό- 
ποίων έστω Ο ή τομή τών έπιπέδων τών 
άνω βάσεων, αύτών. Έπί δέ τής βάσεως 
τής πυραμίδος χατασχευάζομεν τέταρτον 
πρίσμα, Ιχον παραπλεύρους άχμάς (σας, πα¬ 
ραλλήλου; χαί τής αυτής φοράς πρός τό 
εύθύγραμμον τμήμα ΣΟ. 

Δείξατε ότι τό άθροισμα τών όγκων τών 
τριών πρώτων πρισμάτων είναι Ισον πρός 
τόν όγκον τού τελευταίου πρίσματος. 

"Εστω ΑΒΣΛΜΝ Εν τών πλευρικών 
πρισμάτων. 'Εάν μεταφέρωμεν τήν άνω 
Εδροτν αύτοΟ ΛΜΝ, έν τώ έπιπέδψ της 
και παραλλήλως Εαυτή, εις τήν Θέσιν 
ΟΘΗ, τό στερεόν ΑΒΣΟΘΗ Θά εΐναι Επίσης πρίσμα καί Ισοδύ¬ 
ναμον πρός τό ΑΒΣΛΜΝ. 
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Άναλόγως έργαζόμενοι, άνηκαθιστώμεν τά δύο άλλα πλευρικά 
πρίσματα διά τών Ισοδυνάμων των ΒΣΓΗΟΚ καί ΓΣΑΚΟΘ. Τό 
οοτω σχηματισθέν τετράεδρον ΟΘΗΚ είναι προφανές ίσον πρός 
τό άρχικόν ΣΑΒΓ· έπειδή πάντα τά στοιχεία αότών, έδραι καί 
δίεδροι, είναι, άντιστοίχως ίσα. 

Έάν τώρα έκ τοϋ στερεοΟ ΑΒΓΚΟΘΗ άφαιρέσωμεν τό τετρά¬ 
εδρον ΣΑΒΓ, μάς άπομένει τό άθροισμα τών τριών πρισμάτων, 
τών έχόντων ώς βάσεις τάς περί τό Σ έδρας- άν δέ έκ του αύτοϋ 
στερεοΟ ΑΒΓΚΟΘΗ άφαιρέσωμεν τό ΟΘΗΚ, μάς μένει τό πρίσμα 
ΑΒΓΘΗΚ, τό 6χον βάσιν τήν ΑΒΓ καί παραπλεύρους άκμάςίσες 
καί παραλλήλους πρός ΣΟ. Είναι τό πρίσμα τοϋτο έπομένως Ισο¬ 
δύναμον πρός τό άθροισμα τών τριών πρώτων. 

Σιιμΐίωαις. Τό θεώρημα τοΟτο είναι ανάλογον πρός έκεϊνο τοΟ 
ΟΙαΐτευΙ (§ 1559). 

θίώρημα 713 

1862. 'Ο άγχος πόσης κολουρου τριγωνικής πυραμίδας (Σ), έχούσης 
βάσεις Β καί Β’, εμβαδόν τομής Μ 
υπό έπιπέδου Ισον άπέχοντος τών 
βάσεων χαί ύψους υ, ίσούται πρός 

-ί-υ(Β+4Μ +Β'). 

"Ας είναι ΑΒΓΔΕΖ ή τριγω¬ 
νική κόλουρος καί ΘΗ1 ή τομή 
της ΰπό έπιπέδου παραλλήλου 
πρός τάς βάσεις της καί Ισον 
άπέχοντος άπ' αύτών. 

Διά τής ΕΖ φέρομεν τό έπί- 
πεδον ΕΛΜΖ, παράλληλον πρός 
τήν ΑΔ, διά δέ τής ΖΜ φέρομεν 
τό έπίπεδον ΖΜΝ παράλληλον 
πρός τό ΕΛΒ. Οϋτω ή τριγωνική 
κόλουρος άναλύεται είς τά έξης 
στερεά: εις τό τριγωνικόν πρί¬ 
σμα ΑΛΜΔΕΖ, τό τριγωνικόν 
πρίσμα ΛΕΒΜΖΝ, τό Βχον βά¬ 
σεις τάς ΛΕΒ καί ΜΖΝ, καί τήν 
τριγωνικήν πυραμίδα ΖΜΝΓ. θά 
Βχωμεν: 

όγκος ΑΛΜΔΕΓ =(ΑΛΜ).υ, 
δγκος ΛΕΒΜΖΝ = (ΛΜΝΒ), 

όγκος ΖΜΝΓ = (ΜΝΓ). -γ - 

Έπομένως : 

ν,-υ[(ΛΛΜ) + ^¥^+.^]- 

= -γ^6(ΑΛΜ) + 3(ΛΜΝΒ) + 2(ΜΝΓ)] = 



(§ 1847) 
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(ΑΛΜ) + ( ΑΛΜ)-|-(ΑΜΝΒ) + (ΜΝΓ ) + 

+ 11 (ΑΛΜ) + (ΚΗΡΣ) + (ΣΡΙ) ] ] , 
άφοΰ έκ τοΟ σχήματος είναι φανερόν δτι: 

(ΛΜΝΒ) = 2 (ΚΗΡΣ) καί (ΜΝΓ) = 4 (ΣΡΙ). 

4 μ]· 

Θεώρημα 713—1 

1863. 'Ο όγκος παντός πολυέδρου εχοντος δυο βάσεις παραλλήλους 
δίδεται υπό τοΰ τύπου 

V =£(Β + 4 Μ + Β·). 

όπου Β καί Β' είναι αϊ δύο βάσεις τοΰ στερεού καί Μ ή τομή αυτού 
υπό επιπέδου παραλλήλου πρός τάς βάσεις καί ίσον άπέχοντος αυτών. 

Δυνάμεθα νά άναλύσωμεν τό στερεών είς πυραμίδας, πρίσματα, 
κολούρους πυραμίδας, κλπ. 

1864. Σημείωσις. 1) Τό στερεόν τό περιεχόμενον μεταξύ δύο 
παραλλήλων πολυγώνων καί τοΰ όποιου αϊ παράπλευροι Εδραι 
είναι τρίγωνα ή τραπέζια καλείται πριομαιοειδες ή πριομοειϋς. Γενι- 
κώτερον, τό στερεόν τό περιεχόμενον μεταξύ παραλλήλων πολυ¬ 
γώνων καί τοΰ όποιου παράπλευροι Εδραι σχηματίζονται άπό τήν 
κίνησιν μιας εύθείας τεμνούσης τάς περιμέτρους τών δύο βάσιν 
καί παραμενούσης παραλλήλου πρός Εν όιπ/^ύνον επίπεδον, όνομά- 
ζεταί παραλίηλοειδίί. (Ο. π" 934). 

2) Τό προηγούμενου θεώρημα άποδίδεται ένίοτε είς τόν δίείηβτ 
(Λ/αί/ιβϊϊβ, 1885, § 9, νβηνοί **). Τό θεώρημα τής § 1863 δέν είναι 
άλλωστε παρά Ιδιαιτέρα περίπτωσις Ενός θεωρήματος άρκετά γνω- 
στοΟ (Ο. π° 985). 

’Ο τύπος Υ=|(Β-(·4 Μ + Β’), (α) 

Εφαρμόζεται είς πολύ περισσότερα στερεά άπό έκεϊνα πού θεω- 
ροΟμεν συνήθως (Ο. η° 990). Είς τήν άσκησιν 104 η» 877, τοΰ Αρ- 
ρβηάϊοβ ααχ Εχετεΐοεβ άβ ΟέοιηέΙι·%ε, Εχομεν άποδείξει, δτι ό αύτός 
τύπος Εφαρμόζεται εις παν στερεόν, τοΰ όποιου τό Εμβαδόν Ε(χ) 
τής τομής είς άπόοτασιν χ άπό τής βάσεως δίδεται άπό μίαν συ- 
νάρτησιν τρίτου βαθμοΰ Ε(χ) = αχ* -)- βχ 3 + γχ + δ ( ,03 ). 

103. Εημ.μετ. Άν χ ή άπόατασις τοΰ τέμνοντος επιπέδου άπό τής 
κάτω ίάοεως Β τού στερεού καί 1ι τό ύφος αυτού, ό όγκος τού στερεού είναι 
Ϊ1 

V = /(«χ· + βχ 3 + Υχ+8)4χ-α^ + 6γ+ϊγ + 81»· 

Άλλ’ ό τύπος οδτος γράφεται καί 

Υ =ΤΓ [ (8) + <· Λ, +«» , + υ* 1 + ®) +4 ( « (γ) + 6 (τ)+τ· 7 +*)] 

^ ν-|·[Ε(ο) + Β(δ)-1-4Β(|-)], δηλ. V =|-[Β + Β' + 4Μ]. 


"Ωστε : 


V 


*=χ[ Β + Β '+ 
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Διά τά αύτά στερεά Εχομεν εΰρει άτι 6 όγκος των δύναται νά 
έκφρασθή διά τοΟ τύπου 

ν = -^-[Β + 3(Γ + Δ) + Β'] (β) 

όπου Γ καί Δ τά έμβαδά τομών τοΰ στερεού ύπό Επιπέδων είς τό 
πρώτον τρίτον κςζΐ δεύτερον τρίτον τού ύψους. 

3) Είχομεν τήν εύχάριστον Εκπληξιν νά εϋρωμεν είς τό Εργον 
τού Μβοΐβαηη: Τταϋέ άβ$ βιιχίοηβ η° 848, Ενα τύπον παρεμβολής, 
όστις Επιτρέπει νά έπαληθεύσωμεν τά έπιτευχθέντα άποτελέσματα 
διά τής άπ' εύθείας μεθόδου. Παριστώντες μέ Α τό άθροισμα τών 
άκρων βάσεων τού στερεού, μέ Β τό άθροισμα τών έμβαδών όλων 
τών Ενδιαμέσων τομών, μέ υ τό ύψος τό όποιον διαιρούμεν είς 
ν ίσα μέρη καί άρκούμενοι είς τόν Ιον άρον εύρίσκομεν ώς άνηγμέ- 
νους τύπους τούς: 


διά τρεις τομάς 

Υ=(Α + 4Β)-£ 

(α') 

διά τέσσαρας τομάς 

Υ=(Α+3Β)~. 

(Ρ') 


Ό πρώτος τύπος συνιστάται ύπό τού Νεύτωνος καί δέν είναι 
παρά ο τύπος (α), γνωστός ώσαύτως ώς άνηγμένος τύπος τοΟ 
δίιπδοπ. 

Ό δεύτερος (β’) Εχει εύρεθή ύπό τού Οοίεε καί είναι ό τύπος 
(β). Αλλά οι Επιφανείς οδτοι γεωμέτραι δέν υποδεικνύουν τούς 
(α')καί(β') παρά ώς τύπους προσεγγίσεως. Ούχ’ ήττον δμως Εφαρ¬ 
μόζονται οι τύποι οδτοι καί παρέχουν τά άκριβή Εξαγόμενα άταν 
ή τομή Ε(χ), παρέχεται ύπό συναρτήσεως τό πολύ τρίτου βαθμού. 

4) Τό θεώρημα (§ 1863) καί ή έπέκτασίς του είς τήν περίπτω· 
σιν άπου τό στερεόν όρίζεται ύπό Επιφάνειας δευτέρου βαθμού. 
Εχουν δοθή εις τά ΝοηυβΙΙββ ΑηηαΙεβ (1848, σ. 241). Αλλά είς τό 
θεώρημα τού δαιτιιε (σ. 244), άπου άναφέρεται άτι ό τύπος (α) 
Εφαρμόζεται είς πάν στερεόν τού όποιου ή τομή Ε(χ) είναι συνάρ- 
τησις δευτέρου βαθμού, δέν είναι άρκούντως γενική. Επειδή άλη· 
θεύει όμοίως καί άταν Εχωμεν 

Ε (χ) — αχ* -|- βχ’ -{- γχ δ. 

Εύρίσκομεν μίαν δευτέραν σπουδήν είς τήν αύτήν συλλογήν 
(Ετος 1857, σ. 312 η» 393) καί μίαν Εξοχον μελέτην, άπου τό ζή- 
ζημα Εχει Εξετασθή είς άλην τήν γενικότητά του άπό τόν Μεΐεγχ. 
(IV. Α., 1880, σ. 529). 

|_| 

Περί τού τύπου (Β -|- 4 Μ -{- Β') βλ.: είς άοανηαΐ άβ ΜαΙΗ. 

τού , ΐΛπκοΙι&ΗΐρΒ, τά άρθρα τού ΟεεϊπιΐΓ Κεγ «μγ 1’οτηηί{οτη\.Ηΐβ 
άβ ΟνύαΙιιτε 1886, σ. σ. 79..., 169· κατόπιν 1896 σ. 271 σημείωσιν 
τού Α. Αυδεγ· 1887, σ. 22, Μαΐεγχ καί Ο. Ι>. - Τ. Μ.· 1896, σ. 135, 
Σημειώσεις τών Καιηβεγ, Οίηο Ι,οτία, Οουΐαπί, ΟηΐΒβαπΙ. Βλ. 
ώσαύτως, ΒηΙΙβϋη άβ ΜαΙΜχηαϋηηβ» ιρέεϊαΐββ τού Νϊενεηείο®- 
είτϊ, Δεκέμβριος 1896 καί ΜαΙΗβήβ, 1897, σ. 105, άρθρον τού 
Οοηίατά. 

Είς τό Αρρεηάίβε ανχ Εχετοίαβ άβ ΟέοτηέΙήε, Εκδοθέν κατά τό 
1877, ύποδεικνΰομεν άρκετάς Εφαρμογάς τού τύπου (α), καθώς κα 
τόν τρόπον δι' οο καταλήγομεν εις τόν τύπον τούτον· τό αύτό καί 
διά τόν τύπον (β)· (βλ. σ. 152 καί Εξής, π°> 877, 878 καί 879). 

Γ·α μηριά 61 
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Ό αύτός τόπος έγκωμιάζεται όπδ τό δνομσ Μοήο[οττηνΙα, είς 
Εν ϊργον έκδοθέν ε[ς τόν Καναδά (βλ. ΤβχΙ - ΒοοΑ ο( ΟβοίΛβΙτν 
ί,. 8β£<ιΐη (ΜοπΙτεεΙ), 1903 η° 63, ο. 158 κ. έ.). 

Ό ·'Νϊβνβηο1ο®6ΐ£Ϊ ε(ς δρθρον του μνημονευθέν άνωτέρω, άπο- 
δεικνύει δτι ό κανών έ^αρμόζεται δταν Ε(χ) = Α -{- Β χ’ -|-σ(χ), 
δπου Α καί Β είναι σταθεραί καί σ(χ) είναι οΐαδήποτε περιττή 
συνάρτησις συνεπής. Ό Ο. Εοηίεηέ έχει ώσαύτως έργαοθή έπί 
τόπων κυβισμού (Ν. Α. 1908, ο. 385 καί 1909, σ. 289). Άπό Ιστο¬ 
ρικής άπόψεως άναφέρομεν τδν τόπον μέ δόο δρους τοΟ Κίπίτεΐία 
(/. Μ. 1895, σ, 388 καί 1896, σ. 135) 

ν = -ίί-<Β+3γ), 

δπου Β μία τών βάσεων καί γ τομή τοΟ στερεού, άπέχουσα άπό 

2 

τής άλλης βάσεως Β' κατά τά -γ τοΟ Οψους. 


Θιώρημα τον ΜαιτΗίτοη» 713—11 


1865 . Πολυέδρου Σ δυο έδραι χεΐνται έπί παραλλήλων επιπέδων, 

έχουν τό αυτό πλήθος πλευρών χαί 
έχάοχη γωνία τής μιας είναι (αη 
πρός μίαν γωνίαν τής άλλης. Αί 
λοιπαΐ Ιδραι είναι τραπέζια. 

’Εάν παραστήσωμεν μέ V τόν 
όγχον τού στερεού, μέ V' τόν δγχον 
τοΟ πρίσματος, τοΰ εχοντος βάσιν 
τήν τομήν τοΰ στερεού ύπό έπιπέ- 
6ου παραλλήλου πρός τάς παραλλή¬ 
λους έδρας χαί Ισον άπέχοντος αϊ¬ 
τών χαί ύψος τήν άπόστασιν υ αϊ¬ 
τών, καί μι Π τό εμβαδόν πολυγώ¬ 
νου, τοΰ οποίου αΐ γωνίαι είναι (σαι 
μέ τάς τών παραλλήλων εδρών χαί 
έκάστη πλευρά αυτοί ίση πρός τήν 
διαφοράν τών δμολόγων πλευρών 
τών (βίων Ιδρών, θά είναι 



V — V* = Π . 


12 


’ Αρκεί νά άποδειχθή τό θεώ¬ 
ρημα διά μίαν τριγωνικήν κόλου- 
ρον πυραμίδα. Επειδή τό στερεόν δύναται νά άναλυθη είς κο- 
λοόρους καί πρίσματα Ιχοντα τό Οψος τής κολούρου. *Ως εϊδο- 
μεν (§ 1862), δ βγκος τής κολοόρου πυραμίδος είναι: 


V —ΑΛΜ .υ + ΛΜΝΒ . -ίρ + ΜΝΓ.-^-. 

Διά νά έκφράσωμεν τόν τόπον τούτον συναρτήσει τής τομής 
ΘΗΙ, προοθέτομεν καί άφαιροΟμεν τό γινόμενον (ΣΡΙ).υ β(ς τό 
δεύτερον μέλος αύτοΟ. Εόρίσκομεν: 


V = ΑΛΜ ί τ»,+ ΛΜΝΒ . + ΜΝΓ. +(ΣΡΙ). υ - (ΣΡ»)υ, 
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ή V =(ΘΚΣ* . υ + (ΚΗΡΣ). ο + (ΣΡΙ)-. υ+(ΜΝΓ). + (ΣΡΙ). υ= 

= υ Ι(ΘΚΣ) + (ΚΗΡΣ) +(ΣΡΙ)1+(ΜΝΓ) - (ΣΡΙ). ο. 

•Αλν είναι (ΘΚΣ) + (ΚΗΡΣ) + (ΣΡΙ) = (ΘΗΙ). 

Άρα: ν = (ΘΗΙ). υ + (ΜΝΓ) — (ΣΡΙ) .υ = 

^ Υ' + (ΜΝΓ) -γ - (ΣΡΙ) . υ = ν' + (ΜΝΓ). . 

άφού (ΣΡΙ)=(ΜΝΓ) . . "Ωστε V—ν'= (ΜΝ Β υ = Π · 

άφοϋ προφανές Π = (ΜΝΓ). 

186Θ. ΣημιΙωσις, Εις τήν Ηβνηβ άββ εβοιείόβ βαυαηίββ (1868 καί 1876) 
εύρίσκομεν πάν 8,τι ό να φέρεται εις τόν τύπον (α) τής § 1864, τό 
θεώρημα τοΟ ΜαβεδβΓοηί καί τά άκόλουθα δύο θεωρήματα: 

Α'. θιώρημα. Έάν συστρέψωμεν ένα κύλινδρον κατά γωνίαν 
ο (*·*), ό βγκος τοΟ παραγομένου στερεού δίδεται ύπό τού τύπου : 

V = δ . 3 (2 -|- συν ω), (δ = ύψος, 3 = βάσις). (1) 

Β'. θιώρημα. Έάν συστρέψωμεν ένα κόλουρον κώνον κατά 
γωνίαν ω (*·*), ό βγκος του παραγομένου στερεού δίδεται ύπώ 
τού τύπου: 

V = —^—(1 +9* + 9 συνω )· ( 2 ) 

δπου Η τό ύψος τού κ. κώνου, ς ό λόγος όμοιότητος τής κάτω 
(άκινήτου) βάσεως πρός τήν άνω βάσιν καί 8 ή άνω (συστρα- 
φεϊσα) βάσις τού κ. κώνου, (Ηαϊΐΐεοοατέ). 

104. £ η μ. μ ε τ. Δηλαλή : έάν τά Ανω κέρατα Α, Β, Γ . .. των γενε- 

τειρών μετακινηθούν κατά τόξα ΑΑ' = ΒΒ’ = ΓΓ*\.. Ανοίγματος ω έ*ί 
τής περιφέρειας τής άνω βάσεως τού κυλίνδρου, θνώ τά κάτω κέρατα 
μιίψονν ίχίνητα. Όμοιος καί Βιά τόν κόλουρον κ^νον.’ 

ΟΙ τόποι τοΰ κειμένου V = δδ + 2 ο . βυν ^ Βιά τό πρώ¬ 
τον στερεόν καί \ν = — δ (1 -(-,2 η συν ω -{- ς*)8 Βιά τό Βεότερον, είναι 

Ο ν . 

λανθασμένο*. 

’ΒκειΒή Βιά τόν πρώτον 

V [= όγκος] = (= όγκος] -(--|-σ.δ.3 συν [= Ιπΐφάν. χ όγκον], 

καί βιά τόν Βεότερον 

V (= όγκος] = [= μ<Ι*°ς] X (1 + 2 ή συν ώ η») ι= = Αριθμός], 


'Βκφός τούτων, Βιά ω = 0, ό πρώτος Βέν Βίβει τόν όγκον τού κολίν- 
βροο, ούβέ ό δεύτερος τόν ,όγκον τού ( κ. κώνου κλπ. 

Άντιθέτως,' διά ω = 0, ή Βιά ω = 0, ς = 1, ή Βιά ς = 1, ό τύπος 
(9) όν έδώσαμεν Βίβει Αμέσως τοψς τύπους τοΰ όγκου τοΰ κολούρου κώ¬ 
νου, τοΰ κυλίνδρου καί τοΰ ΙΤΙφραφέντος κυλίνδρου (τύπος (1)) Αντί- 

β«ίχ«κ·: 



*>4 


'Αοι&μηχικαΙ σχέσεις 

θεώρημα 714 

1867. ’Εάν είς τετράεδρον τρεις εδραι είναι Ισαι, τό άθροισμα ιών 
αποστάσεων τυχόντος σημείου τής τέταρτης έδρας άπΰ τών τριών άλλων 
είναι σταθερόν. 

(Βλ. Μέόοδοι, § 170). 

θεώρημα 714—I 

1868. Αί κάθετοι, αί άγόμεναι έκ τυχόντος σημείου τής βάσεως 
κανονικής πυραμίδος έπϊ τάς παραπλεύρους έδρας της, εχουσι άθροισμα 
σταθερόν. 

θεώρημα 714—11 

1869. Τό άθροισμα τών αποστάσεων τυχόντος σημείου, είς τό έσω- 
τεριχόν κανονικού πολυέδρου ευρισκομένου, άπό τών εδρών τοϋ στερεόν 
είναι σταθερόν. 

(Βλ. Μέ9οδ οί , § 171). 

θεώρημα 716 

1870. Τό διχοτομούν επίπεδον μίαν δίεδρον τετραέδρου διαιρεί τήν 
απέναντι ακμήν είς μέρη ανάλογα τών έδρών τής διχοτομηθείσης διέδρου. 

"Ας’ είναι ΑΒΕ τό διχοτομοΟν έπίπεδον τήν δίεδρον ΑΒ. ΘΑ 
άποδείξωμεν δτι 

ΓΕ _ ΑΒΓ 
ΔΕ “ ΑΒΔ ' 

ΘεωροΟμεν τΛ δύο τετράεδρα Ε, ΑΒΓ καί Ε, ΑΒΔ- έπειδή τό 




σημεϊον Ε κεϊται έπϊ τοΟ διχοτομοΟντος έπιπέδου τήν δίεδρον ΑΒ 
ΘΑ Απέχη ίσον τών έδρών ΑΒΔ καί ΑΒΓ, δηλ. τΑ δύο τετράεδρα 
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θά βχουν τό αύτό ύψος. Επομένως, ό λόγος των, θά Ισοΰται πρός 
τόν λόγον τών βάσεων των: 


(Ε, ΑΒΓ) _ ΑΒΓ 
(Ε, ΑΒΔ) ““ ΑΒΔ 


(«) 


Τά αότά τετράεδρα, λαμβανομένης τής κοινής αώτών έδρας 
ώς βάσεως, θά έχουν λόγον, δν λόγον έχουν τά ΰψη αύτών, ΓΜ 
καί ΔΝ: 


(Ε, ΑΒΓ) 


ΓΜ 

ΔΝ 


ΓΕ 

ΔΕ 


(Η) 


(Ε, ΑΒΔ) 

ΣυγκρΙνοντες τάς (I), (II) Ισότητας, λαμβάνομεν 

ΑΒΓ _ ΓΕ 

ΑΒΔ — ΔΕ 

θίώρημα 716 

1871. Τό άθροισμα τών τετραγώνων τών προβολών εύθυγράμμου 
τμήματος, έπί τρεις άξονας σχηματίζοντας 
τρισορθογώνιον στερεόν γωνίαν, Ισοϋ- 

ται πρός τό τετράγωνον τοΰ τμήματος 

τούτου. 



"Ας είναι ΟΜ τό δοθέν εϋθύγραμ- 
μον τμήμα καί ΟΧ, ΟΥ, ΟΖ οΐ τρεις 
άξονες. 

Δυνάμεθα νά δεχθώμεν, δτΐ τό έν 
άκρον τοΟ εΰθυγράμμου τμήματος συμ¬ 
πίπτει μέ τό κοινόν σημεϊον τών άξό- 
νων, άφοΟ αΐ προβολαί δύο εύθυγράμ- 
μων τμημάτων, ίσων καί παραλλήλων, 
έπί τόν αύτόν άξονα είναι μεταξύ 
των Τσάι. 

Διά νά έχωμεν τάς προβολάς τοΟ 
ΟΜ άρκεΐ νά φέρωμεν έκ τοΟ Μ τρία έπίπεδα άντιστοίχως. πα¬ 
ράλληλα πρός τά ΧΟΥ, ΧΟΖ καί ΥΟΖ. Σχηματίζομεν οΰτω έν 
όρθογώνιον παραλληλεπίπεδον, τοΰ όποιου αΐ άκμαί ΟΑ, ΟΒ καί 
ΟΓ είναι αΐ προβολαί τοΟ ΟΜ. 

Επειδή ή ΜΔ είναι κάθετος έπί τό έπίπεδον ΑΟΒΔ, θά είναι 
κάθετος καί έπί τήν ΟΔ. θά Εχωμεν Επομένως 

ΟΜ» = ΟΔ» +ΜΔ». 

Αλλά ΟΔ» = ΟΒ» + ΒΔ», 

ή ΟΔ» = ΟΒ» + ΟΑ» 

καί άντικαθιστώντες λαμβάνομεν 

ΟΜ’ = ΟΒ» + ΟΑ» + ΜΔ», 
ή ΟΜ* = ΟΑ» ■+- ΟΒ» ΟΓ», 

άφοΟ ΜΔ = ΟΓ. 






966 


θβώρι/μα 71Θ—Ι 

1872 · Το άθροισμα τών τετραγώνων τών προβολών εΰθυγράμμου 
τμήματος έπί τάς έδρας τρισορθογωνίου στερεός γωνίας Ιαοϋται πρός 
τό διπλάσιον τοΰ τετραγώνου τού εϋθυγράμμου τμήματος. 

"Οπως καί είς τό προηγούμενου ζήτημα, δυνάμεθα νά ύποθέ- 
οωμεν ότι τό άκρον του τμήματος συμπίπτει μέ τήν κορυφήν τής 
τρισορθογωνίου. 

Έκ τοΟ Μ φέρομεν καθέτους έπΐ τάς τρεις Εδρας τάς ΜΕ, ΜΛ 
καί ΜΖ· . 

Έκ τών σχηματιζομένων όρθογωνίων τριγώνων λαμβάνομεν: 

ΟΔ' = Ο Α' -}- ΟΒ', ΟΕ»= ΟΑ' + ΟΓ', ΟΖ» = ΟΒ'+ ΟΓ» 
καί διά προσθέσεως 

ΟΔ* + ΟΕ' + ΟΖ' = 2 Ο Α' +2 ΟΒ' + 2 ΟΓ' = 2 ΟΜ». 


θτώρημα 717 


1879. Διά τυχόντος έπιπέδου τέμνομεν τήν στερεόν γωνίαν Σ χάνο· 
νιχοΟ δχταέβρου' έάν Α, Β, Γ καί Δ είναι τά σημεία χαθ’ & τέμνονται 
α( άχμαΐ τής στερεός Σ ύχό τοΰ έπιπέδου καί ΣΑ, ΣΓ απέναντι άχμαί 
τής στερεός νά δειχθή ή σχέσις 



Γνωρίζομεν βτι έάν Ο είναι τυχόν σημεΐον τής διχοτόμου γω¬ 
νίας ΑΣΓ καί ΑΟΓ τυχοΟσα τέμνουσα τών πλευρών τής γωνίας 
βι’ αύτοΟ, θά είναι 


ΈΑ+ΎΓ = ί = οχαθ · 


Άλλ’ άί γωνίαι ΑΣΓ καί ΒΣΔ είναι Τσάι καί έάν τό σημεΐον 
Ο ληφθή έπΐ τής διά τοΟ Σ διαγωνίου τοΟ στερεοΟ καί διχοτόμοι» 
άμφοτέρων τών γωνιών τούτων, θά Ιχωμεν 

ΎΑ + ΣΓ — ^ — ΣΒ ' ΣΔ 

Παρατήρηαις. Ή ώς άνω άπόδειξις έφαρμόζεται και είς τετρα¬ 
γωνικήν πυραμίδα, Εχουσαν βάσιν όρθογώνιον- άρκεΓ τό Οψος τής 
τής πυραμίδος νά διέρχεται διά τοΟ κέντρου τοΟ όρθογωνίου. 

ΖημβΙβ»οις. Τό θεώρημα άνήκε. είς τόν ί,ένγ, Ν. Α., 1842, σ. 
375, η· 33. 

*Η δοθεΐσα λόσις είς τά ΝοιινβΙΙα ΑηηαΙεβ άβ ιηαΐΗέτηαΙΐηνβ», 
είς τά 1850, σ. 60, είναι τοΟ Οετναΐί, μαθητοΟ τότε είς τό Λ6- 
κειον τοΟ 6εΐ®έ-ΟιηβΓ. Ή λόσις αΟτη είναι πολύ άπλή άλλ* ή δο- 
θεΐσα είναι άκόυη περισσότερον. 

’Οφείλομεν είς τόν Ώντηΐί, τήν μετάφρασιν τών Στοιχείων τής 
Π(οήοίαο}{ Γταμπρίας τοΒ Οβσιοηα. 
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θεώρημα 718 

1874. Διά τοϋ σημείου τομής Ο τών διαγώνιων ενός κανονικοί 
όκταέδρου, φέρομεν έπίπεδον (Π), τέμνον πάσας τός άκμάς τοϋ στερεοί. 
"Ορίζονται οΰτω έπΐ έκάστης ακμής δυο τμήματα μέ άρχάς τάς επί τού¬ 
της κορυφάς τοΰ οκταέδρου καί κοινόν πέρας τό σημεϊον τομής τής 
ακμής καί τοί έπιπέδου (Π). Δείξατε ότι τό άθροισμα τών άντιβ-ιρό- 
φων τών μηκών τών οΰτω όριζομένων είκοσι τεσσάρων τμημάτων είναι 
ποσότης σταθερά. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 284). 

θεώρημα 719 

1876. Διά σταθεροί σημείου Ο, κειμένου έπΐ τής ευθείας τής ίσον 
άπεχούσης τών έδρών μιας κανονική; στερεός γωνίας 2, φέρομεν τυχόν 
έπίπεδον (Π), τέμνον τάς άκμάς είς Α, Β,... Μ. Δείξατε ότι τό άθροι¬ 
σμα τών αντιστρόφων τών μηκών ΣΑ,... ΣΜ είναι ποσότης σταθερά 

(Βλ. Μέθοδοι, § 286). 

Θεώρημα 720 

1878. Διά τών απέναντι ακμών ενός τετραέδρου φέρομεν έπίπεδα 
παράλληλα. Σχηματίζομεν οΰτω ένα περιγεγραμμένον παραλληλεπίπεδον. 
Ποίος δ λόγος τών όγκων τών δύο στερεών; 

(Βλ. Μέθοδοι, § 157). 

θεώρημα τοΰ Οιια άε ΜαΙνει 720—1 


1877. Έάν τριγωνικής πυραμίδος ή μία στερεά γωνία είναι τρισορ- 
θογώνιος, τό τετράγωνον τοί έμβαβοί τής 
άπέναντι ταύτης έδρας ίσοϋται πρός τό Σ 

άθροισμα τών τετραγώνων τών έμβαδών 

τών τριών άλλων Ιδρών. ·/ ! \ ' 

Τό Θεώρημα τοΟτο Εχει άποδειχθή \/ \\ 

άλλά μέ κάπως διάφορον έκφώνησιν Υ;'_ 

(§§ 1556 καί 1557). Άναγόμεθα είς τά V ,·“^^**** 

θεωρήματα χαΰτσ, παρατηροΟντες δτι χ/^*^***"^ 

6ν Σ τρισορθογώνιος, ή ΑΒΓ είναι 
τρίγωνον όξυγώνιον καί δτι άν τά όρ- 
θογώνια τρίγωνα ΑΣΒ, ΑΣΓ καί ΓΣΒ 1221 

περιστραφώσιν άντιστοίχως περί τάς 

ΑΒ. ΑΓ καί ΒΓ Εως οδ εύρεθώσι έπΐ τοΟ έπιπέδου ΑΒΓ καί έκτός 
τοΟ τριγώνου, θά Εχωμεν χώς περιπτώσεις τών §§ 1556 καί 1557. 

Είς τόν χώρον ή άπόδειξις είναι άπλουστέρα. · 

Διά τής ΓΣ καθέτου έπί τό έπίπεδον ΑΣΒ φέρομεν έπίπεδον 
κάθετον έπΐ τήν ΑΒ, τό ΓΣΔ· έπειδή τό ΓΣΔ είναι κάθετον έπΐ 
τήν ΑΒ, θά είναι κάθετον καί έπί τήν Εδραν ΑΒΓ καί Επομένως 
τό Οψος τής πυραμίδος ΣΗ θά κεΐται έπΐ τοΟ ΓΣΔ. Έκ τοΰ όρθο- 
γωνίοα τριγώνου ΔΣΓ λαμβάνομεν : 

ι ΔΣ» = ΔΓ.ΔΗ, 

ή ΑΒ·.ΔΣ· = ΑΒ».ΔΓ.ΔΗ, 

ή ΑΒ*. ΔΣ· = (ΑΒ I ΔΓ) . (ΑΒ . ΔΗ), 

ή 4(ΑΒΣ)*«=4(ΑΒΓ) (ΑΒΗ). (α) 
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Φέροντες όμοίως διά τών ΒΣ καί ΑΣ έπίπεδα κάθετα άντι- 
στοίχως έπί τάς ΑΓ καί ΒΓ λαμβάνομεν: 

4 (ΑΣΓ) 2 = 4 (ΑΒΓ) (ΑΗΓ) 
καί 4 (ΒΣΓ) 2 = 4 (ΑΒΓ) (ΒΗΓ). 

“Αρα: 

4 (ΑΒΣ) 2 4 (ΑΣΓ) 2 -)- 4 (ΒΣΓ) 2 = 4 (ΑΒΓ) (ΑΒΗ) + 

+ 4 (ΑΒΓ) (ΑΗΓ) -)- 4 (ΑΔΓ) (ΒΗΓ). 
ή (ΑΒΣ)’+(ΑΣΓ) 2 +(ΔΣΓ)’=(ΑΒΓ) [(ΑΒΗ)-ΗΑΗΓ)-Ι-(ΒΗΓ)]. 

Άρα : 

(ΑΒΣ)'-' + (ΑΣΓ)- + (ΒΣΓ)* = (ΑΒΓ) 5 . 

. Έτίοα ι'ιπόδειξις : 

ΑΒ 5 . ΔΓ* = ΑΒ 5 (ΣΓ 5 + ΣΔ 2 ) = ΑΒ 2 . ΣΔ’ + ΑΒ=. ΣΓ» = 

= ΑΒ 2 . ΣΔ 2 -4- (ΣΒ 2 + ΑΣ 2 ) ΣΓ* = 

= ΑΒ>.ΣΔ 2 +ΣΒ 2 . ΣΓ 2 + ΑΣ 2 .ΣΓ 2 , 
ή 4 (ΑΒΓ) 2 = 4 (ΣΑΒ) 2 + 4 (ΣΒΓ) 2 + 4 (ΑΣΓ) 2 , 

ή (ΑΒΓ)* = (ΣΑΒ) 2 + (ΣΒΓ)-· + (ΣΑΓ)». 

Παρατηρήσεις. Δυνάμεθα νά διατυπώσωμεν τά θεώρημα ώς έξης 
Τό τετράγωνον τον εμβαδόν ενός τρίγωνον ΑΒΓ Ιοονται πρϋς ιό άθροισμα 
των τετραγώνων των προβολών τον επί τρία έπίπεδα χάθεια άνά δύο χαί 
αγόμενα διά ιών πλευρών τον. 

Βλέπε ώσαύτως: ΕάιιεαΙχοη ο)α·βΙί«ηηι>, II, ατρρίέτηβηΐ 21, ζήτ. 
36. σ. 332. 


θεώρημα τ ον Τΐπεεαιι 721 

1878. Τό τετράγωνον τού εμβαδόν μιας τυχούοης επιπέδου έπκρα- 
νείας ίσοΰται πρός τό άθροισμα των τετραγώνων των έμβαδών τών 
προβολών τής επιφάνειας έπί τρία έπίπεδα κάθετα άνά δύο. 

Τό θεώρημα τούτο είναι έπέκτασις τού προηγουμένου. 

1) Α1 προβολαί έπιπέδου σχήματος έπί έπίπεδα παράλληλα 
είναι μεταξύ των Τσάι. 

2) Παν έπίπεδον σχήμα δύναται νά θεωρηθή ώς άλγεβρικόν 
άθροισμα τριγώνων, ώς τό όξυγώνιον τρίγωνον ΑΒΣ (§ 1877). 
"Αληθεύει έπομένως καί εις τήν περίπτωσιν αύτήν τό ώς άνω 
θεώρημα. 

1878α. Σημείωσες. Τό θεώρημα τού ΙΪΠίβαΐί άνεκοίνώθη είς τήν 
"Ακαδημίαν τών "Επιστημών κατά τό 1774 καί έδημοσιεύθη τό 
1780 εις τόν IX τόμον τού ΗεαιβίΙ άει 8αναηίβ$ έΐναηρε γ«. 

Τό θεώρημα τοΰ Οιεα (§ 1877), είναι πόρισμα τού θεωρήματος τον 
Τίηεεαν. Ούχ’ ή.ττον δμως έμελετήθη άπ’ εύθείας τό 1783 καί δύ- 
ναται νά χρησιμεύση πρός άπόδειξιν τού γενικού θεωρήματος. 
Τούτο άλλως τε έποιήσαμεν προηγουμένως. 

"Η δημοσίευσις, ή γενομένη τό 1859, τών "Ανεκδότων έργων τού 
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Όί503Γ(ε5 Αποδεικνύει δτι ό μέγας οδτος Γεωμέτρης έγνώριζε τάς 
Ιδιότητας τοϋ τριοορθογωνίου τετραέδρου (,/έ. Α., 1859, Βιβλιο¬ 
γραφία, σ. 59). 

θεώρημα 722 

1879. Μία τριγωνική πυραμίς ΣΑΒΓ τέμνεται υπό ένός επιπέδου. 
Τό επίπεδον τούτο τέμνει τό έπίπεδον τής βάσεως κατά τήν ευθείαν 
ΛΜΝ καί τήν πυραμίδα κατά τήν τομήν Α'Β'Γ'. Στςέφομεν τήν τομήν 
Α'Β’Γ' περί τόν άξονα ΜΝ καί φέρομεν είς έκάστην θέσιν αυτής, τάς 
ευθείας ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ'. Ποιος είναι ό τόπος τών τομών τών ευθειών 
τούτων; 

(ΒΧ. Μί&ο&οι, § 182). 

Θεώρημα 722—1 

1879 α. 'Εοτω έπίπεδον Π καί Α, Β, Γ τρία σημεία έκτος του επι¬ 
πέδου κείμενα. *Εάν Ο είναι τό σημείον τού επιπέδου διά τό όποιον τό 
άθροισμα Σ = ΟΑ -)- ΟΒ -)- ΟΓ είναι έλάχιστον, νά δειχθή ότι ή τυ- 
χοϋσα έκ τών τριών ευθειών ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ ορίζει μετά τής καθέτου 
ΟΜ έπί τό έπίπεδον Π, έπίπεδον διχοτομούν τήν γωνίαν ιών δύο άλ¬ 
λων ευθειών. 

(.4. ά. Ο., τόμ. XIII, 1822-23, σ. 248, Αποδείξεις σ. 328-332 
ύπό \ν. Η. Τ. (Ρώμη), ζίυυιτβΐ καί τόμ. XIΥ, σ. 13 Οπό 8ΐυηη 
(Γενεύη)). 

"Εστιασαν Α', Β', Γ' αΐ προβολαΐ τών Α, Β, Γ έπί τοΰ έπιπέ- 
δου Π. Έάν ύποθέσωμεν (ώς καί έν § 1079) πρός στιγμήν σταθε¬ 
ρόν τό μήκος τής ΟΑ, ή μεταβολή τοΰ άθροίσματος ΟΒ-(-ΟΓ θά 
έξαρτηθή έκ τής θέσεως τοΟ σημείου Ο έπί τής περιφέρειας 
τοΰ έπιπέδου Π. τής γραφομένης μέ κέντρον τό σημείον Α' καί 
άκτΐνα ΟΑ'. 

Εργαζόμενοι καθ' δμοιον τρόπον, ώς είς τό πρόβλημα του 
ΚβΓΓηαΐ (§ 1079), άγόμεθα είς τό νά θεωρήσωμεν τό διά τών Β 
καί Γ έπίπεδον ΒΟΓ καί έφαπτόμενον τής περιφέρειας (Α’) είς ση- 
μεϊον Ο. Τό σημείον τοΰτο θά είναι τό έλαχίστου άθροίσματος 
ΟΒ-}-ΟΓ, αί 6έ εϋθεϊαι ΟΒ, ΟΓ ίσον κεκλιμέναι πρός τήν έφα- 
πτομένην τής περιφερείας. 

Τό έπίπεδον ΑΆΟ κάθετον έπί τό Π θά περιέχη προφανώς 
τήν διχοτόμον τής γωνίας ΒΟΓ καί έπομένως θά διαιρή αύτήν είς 
δύο Ισα μέρη. 

Παοαχήρηοις. Τό σημείον Ο τοϋ έπιπέδου Π, διά τό όποιον τό 
άθροισμα τών Αποστάσεων άπό τριών σημείων Α, Β, Γ έκτός 
τοΰ έπιπέδου κειμένων είναι έλάχιστον, είναι έκεϊνο, διά τό όποιον 
τά διά τών Ακμών τής τριέδρου ΟΑΒΓ καί τών διχοτόμων τών 
Απέναντι έδρών Αγόμενα έπίπεδα τέμνονται κατ’ εύθεΐαν κάθε¬ 
τον έπί τό έπίπεδον Π (51υπη, ώς άνω, σ, 15). 

Ό μαθηματικός οδτος γενικεύει τήν Ανωτέρω πρότασιν Αλλά 
3έν λύει τό πρόβλημα τοΟ προσδιορισμού τού σημείου τοΟ έπιπέ- 
όου Π διά τό όποιον συμβαίνει τό έν λόγφ έλάχιστον. (Α. ά. Ο., 
τόμ. XII, σ. 380 καί έπμ. § 1901 γ, σημ. 3). 

Σημείαοοις. Είς τό έπίπεδον, τό Ισογώνιον χίντρον (§ 755) είναι 
τό σημείον τοΟ όποίου τό Αθροισμα τών Αποστάσεων άπό τών 
τριών κορυφών τοΟ τριγώνου ΑΒΓ είναι έλάχιστον.. 

"Αν α, β, γ είναι αί πλευραί τοΟ τριγώνου, Ε ή έπιφάνειά του 
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καί χ, ν, ζ αΐ άποστάσεις τοΰ Ισογωνίου κέντρου άπό τών κορυ¬ 
φών, συμβαίνει 

>+ , + ,,|/ί+Ε±5ΐϋνI. 

(.4. ά. Ο., τόμ. XX, 1829- 1830, σ, 299 καί 302). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 


Μέγιβια καί ίλάχιατα 


Πρόβλημα 723 

1880. Νά εΰρεθή τό μεγίστου όγκου ορθογώνιον παραλληλεπίπεδον, 
έκ ιών έχόντων άθροισμα τριών ακμών δοθέν μήκος λ. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 372). 

Πρόβλημα 724 

1881. Έκ πάντων τών ορθών παραλληλεπιπέδων, των έχόντων ώς 
βάσιν τετράγωνον καί άθροισμα τής πλευράς τοΰ τετραγώνου καί τοΰ 
ΰψους σταθερόν, ποίον τό μέγιστον κατ’ όγκον; 

(Βλ. Μέθοδοι, § 375). 

Πρόβλημα 726 

1882. Έκ τών ορθογωνίων παραλληλεπιπέδων τών έχόντων δοθεϊ- 
υαν ολικήν επιφάνειαν 2 α’, ποιον τό μέγιστον κατ’ όγκον; 

(Βλ. Μέθοδοι, § 378). 

Πρόβλημα 728 

1883. Ποια ή μεγίστη χωρητιχότης ενός άνοικτοϋ όρθογατνιακοϋ 
κιβωτίου, διά τό όποιον τό άθροισμα τών έμβαδών τών πέντε έδρών 
του είναι δοθέν α’; 

(Βλ. Μέθοδοι, § 379). 

Πρόβλημα 727 

1884. Έκ τών ορθογωνίων παραλληλεπιπέδων, μέ βάσιν τετράγω¬ 
νον καί διά τά όποΐα τό άθροισμα τών έπιφανειών τής βάσεως καί μιας 
παραπλεύρου έδρας είναι δοθέν α’, ποίον τό μέγιστον κατ’ όγκον { 

(Βλ. Μέθοδοι, § 380). 

Πρόβλημα 728 

1886. Δίδεται εν τετράγωνον πλευράς α. Έκ τών κορυφών τον 
άφαιροϋμεν τέσσαρα ίσα τετράγωνα πλευράς γ, όπου ν < καί μέ 
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τήν άπομένουσαν έπκράνειαν κατασκεοάζομεν ορθογώνιον παραλληλεπί¬ 
πεδον. Νά προοδιορισθή τϋ μήκος γ , ώστε 
τό κατασκευαζόμενον παραλληλεπίπεδον 
νά έχη τόν μέγιστον όγκον. 

"Ας είναι ΑΕ τό ήμισυ τής βά- 
σεως = χ καί ΕΔ τό Οψος τοΟ παραλ¬ 
ληλεπιπέδου = γ. 

α 

Όνκος = 4χ·ν· καί χ 7 = -π* · 

Δυνάμεθα νά θέσωμεν άμέσως (§ 376): 

2 α α 



. 1 α α 

καί γ = Ύ . Ύ = τ . 

θέτοντες τάς τιμάς ταύτας είς τήν Εκψρσσιν τοϋ Ογκου, εύρί- 
ζκομεν: 

/ α \ * α 4α· 2 α· 

V = (2χ)’· 7 — ^2 -γ ) · -β- = ~ ~2Τ~ ’ 


Πρόβλημα 728—1 

1885 α. Δίδεται φύλλον χάρτου οχήματος ορθογώνιον, τοΰ όποιον 
αΐ πλευραί έχουν μήκη α καί β. Άπό τάς τέσσαρας κορυςράς τον 
άφαιροϋμεν 4 τετράγωνα ίοα, Ιχοντα πλευράν χ. 

Νά όρισθή ή πλευρά τών τετραγώνων τούτων είς τρόπον ώστε, τό 
χυτίον, τό άνοιχτόν κατά τήν μίαν πλευράν καί σχήματος όρθογωνίου 
παραλληλεπιπέδου, τό κατασκευαζόμενον μέ τήν άπομένουσαν έπκράνειαν 
τοΰ χάρτου καί τό όποιον έχει πυθμένα όρθογώνιον μέ διαστάσεις 
α — 2χ καί β — 2χ, δύο έδρας παραπλεύρους μέ διαστάσεις χ καί 
α — 2χ καί τάς δύο άλλας μέ διαστάσεις χ καί β — 2χ, νά έχη τόν 
μέγιστον όγκον. 

V = χ (,α — 2 χ) (β — 2 χ). 

Διά τήν λΟσιν τοΟ προβλήματος μεταχειριζόμεθα τήν μέθοδον 
τών προσδιοριστέων συντελεστών (Οομμ ά’αΐαέύτε έΐέηίτηίαίτε ύπό 
Ρ. α. - Μ., σ. 365). 

Σημεία>αις. Τό ζήτημα κατέστη κλασικόν άπό τής έποχής καθ’ 
ήν ό Βτΐοί τό είσήγαγε εις τό ΤναίΙέ ά’ΑΙρέϋτε αΟτοΟ. 

Ή μέθοδος τών προσδιοριστέων συντελεστών όφείλεται είς τόν 
Η. ΟτίΠοί, καθηγητήν είς ΒτεεΙ τό 1850. (Ν. Α. 1850, σ. 70). Βλέπε 
ώσαότως άρθρον τοΟ Οέτοηο (Ν. Α. 1857, σ. 6). 

Πρόβλημα 728—II 

1885 β. Νά τμηθή όρθογωνιακόν φύλλον χάρτου έχον πλευράς α 
καί β κατά τρόπον, ώστε νά ' σχηματισθοδν έν συνεχείρ αΐ εξ Ιδραι 
ένό; κλειστού όρθογωνιακοΰ κυτίου. 

Νά μελετηθή ή όλική έπιφάνεια καί 6 όγκος τοΰ κυτίου τουτου καί 
νά εύρεθή πότε ο όγκος του γίνεται μέγιστος, διά μεταβολάς τής μι· 
κροτέρας πλευράς β τοΰ χαρτονιού άπό 0 έως τό μήκος τής μεγαλν- 
τέρας α. 
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Τό ζήτημα παρουσιάζει πολύ Ενδιαφέρον. ΕΙς πολλάς είδικάς 
περιπτώσεις ή λύσις αύτοΟ εύρίσκεται εύκόλως, είτε άπ* ευθείας 
είτε διά τής χρήσεως τής μεθόδου τών προσδιοριστέων συντελε¬ 
στών. Τό αύτό συμβαίνει καί διά τά άκόλουθα προβλήματα, λε- 
λυμένα, τό πλεϊστον, ε(ς τά Οοιιτ8 ά’ΑΙρβύνε, περί ών ώμιλήσαμεν 
εις τά προηγούμενα καί είς τάς Εχενοίοε* ά'ΑΙςέύτε, τά όποια 
συμπληροΟν τά (Γούτε. 


Πρόβλημα 728-III 

1886. Νά λυθή μέ στοιχειώδη μέθοδον, δηλαδή νά μή κάμω· 
μεν χρήσιν τών παραγώγοιν, τό Εξής ζήτημα : Μεταξύ όλων τών 
ορθογωνίων παραλληλεπιπέδων τών έχόντων τήν αυτήν διαγώνιον, ποιον 
είναι τό εχον τήν μεγίστην επιφάνειαν (ΙπΙετπιβάί&ίτε άεε Μεΐδέπιε- 
Ιίείεηε, 1908, σ. 186 ζήτημα 3408). 

“Ας είναι χ, ν, ζ αί άκμαί του παραλληλεπιπέδου καί δ η 
διαγώνιός του. θά Εχωμεν 

** + >* + *’ = δ», 

τό δέ ήμισυ τής Επιφάνειας του δίδεται ύπό του άθροίσματος : 
Ε = χτ + 7 Ζ + χζ. 

Τούτου ζητείται τό μέγιοτον. 

θεωρήσωμεν πρός στιγμήν τό μήκος ζ σταθερόν, θά Εχωμεν 
χ’ τ’ = δ’ — ζ* — οταθ., 
καί Ε = χγ 4- ζ (χ -(- χ), 

ή δέ παράστασις Ε γίνεται μεγίστη, όταν άμφότεροι οΐ δροι της 
χν καί ζ (χ + ν) ή χ ν λάβουν τάς μεγίστας αυτών τιμάς. Τούτο 
δμως συμβαίνει διά χ = γ (§ 345 καί 346 α), άφοΰ τό άθροισμα 
τών τετραγώνων είναι σταθερά ποσότης. 

Όμοίως σκεπτόμενοι, άγόμεθα και είς τήν Ισότητα ν· = ζ. Επο¬ 
μένως, διά τό ζητούμενου μέγιστον θά πρέπει νά είναι: 

δΥΤ 

χ = γ = Ζ = --2- 

καί τό στερεόν κύβος. 

Ή αύτή λύσις άνταποκρίνεται είς τό Εξής ζήτημα: 

Πρόβλημα. Μεταξύ όλων τών όρθογωνίων παραλληλεπιπέδων, 
τών έχόντων τήν αότήν διαγώνιον, ποιον είναι τό Εχον μέγιστον 
Αθροισμα Ακμών; 

Λαμβάνομεν μίαν Εδραν του, Εστω τήν χγ, ώς βάσιν καί θεω¬ 
ρήσωμεν τήν περιγεγραμμένην είς αύτήν περιφέρειαν, θά Εχωμεν 
καθ’ όμοίους, ώς καί προηγουμένους, συλλογισμούς : 

χ’ -}- Τ* — δ’ — ζ’ = σταθ., 

καί ή περίμετρος τοΟ όρθογωνίου τούτου, ήτις θά μάς χρησιμεύση 
νά ύπολογίσωμεν τήν παράπλευρον Επιφάνειαν τού στερεού, θά 
γίνη μεγίστη Αν χ = ν (Απότε καί τό έμβαδόν της καθίσταται μέ¬ 
γιστον). θά πρέπει επομένως έκάστη Εδρα νά είναι τετράγωνον 
ταί τό ζητούμενου στερεόν κύβος. 
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Πρόβλημα 728—IV 


1886 α. "Εν δκτάεδρον έχει καί τάς δκτώ του έδρα; ΐσας. Νά εύ- 
ςεθ-ή τό μέγιστον έχ τών έγγραφομένων εί; άϋιό παραλληλεπιπέδων. 

ΤΑ διαγώνια Επίπεδα βιαιροΟν τό όκτάεδρον ε(ς όκτώ Ισοδύ¬ 
ναμα τετράεδρα- άρκεϊ νά Θεωρήσωμεν Εν Εξ αύτών. Τό μέγιστον 
έκ τών έγγραφομένων παραλληλεπιπέδων πρέπει νά Ιχη τήν κο¬ 
ρυφήν του ε(ς τό κέντρον βάρους τής ΘεωρηΘείσης Εδρας (§ 384). 
Επομένως, αΐ άκμαί τοΟ μεγίστου έγγραφομένου παραλληλεπι¬ 
πέδου είς τό δοθέν δκτάεδρον πρέπει νά ένώνουν άνά δύο τά 
κέντρα βάρους τών προσκειμένων έδρών τού όκταέδρου. (Πρβ. 
§§ 381, 382). 

Πρόβλημα 728— V 


1886β. Νά εύρεθή δ μέγιστο; κύλινδρο; έκ τών έχόντων δλικήν 
Επιφάνειαν δοθεΐσαν: 

1) Κύλινδροί χλίΐατός, μέ δύο βάσεις. 

2) Κύλινδρος Ανοιχτός, μέ μίαν βάσιν. 

Πρώτη χβρίπτωοις. "Ας παρσστήσωμεν μέ 2π8* τήν όλ κήν Επι¬ 
φάνειαν καί πν τόν δγχον τοΟ όποιου ζητοΟμεν τό μέγιστον* Ας 
είναι 6έ χ ή άκτίς τής βάσεως καί ν τό Οψος τοΟ κυλίνδρου. 
Θά Εχωμεν: * ί 

2 π (χ·-}-χγ) = 2 π8* ή χ 4 -4·πγ=8* ή 7 — —--— (1) 

καί πν=πχ·γ, ν = χ·γ. Υ=χ(8· — χ·) ή V* = χ* (8* — χ 4 )*. 

Επειδή οΐ δύο παράγοντες (χ·) καί (8* — χ·) Εχουσι σταθερόν 
Αθροισμα, τό γινόμενον τών δυνάμεών των, τό V·, θά καταστη 
μέγιστον Οταν οδτοι γίνωσιν Ανάλογοι πρός τούς έκθέτας 1 καί 2, 
ήτοι δταν 

χ» _ 1 _8_ 

8· — χ· ~ Ύ' χ “ ντ ’ 
θέτοντες τήν τιμήν ταύτην είς τήν (1) λαμβάνομεν 

28 

7 ντ" 

Έκ τούτων συμπεραίνομεν δτι τοΟ μεγίστου κυλίνδρου τό Οψος 
είναι διπλάσιον τής άκτϊνος τής βάσεως. 


Ακυτίρα πβρίχτωαις. Δυνάμεθα νά έξετάσωμεν τήν περίπτωσιν 
ταύτην άπ* εύθείας ώς καί προηγουμένως. ΠαρατηροΟμεν Ομως, 
δτι ή περίπτωσις αΟτη τοΟ άνοικτοΟ κυλίνδρου είναι παρόμοια 
πρός Εκείνην τοΟ ΑνοικτοΟ παραλληλεπιπέδου, δηλαδή Εκείνην εις 
τήν όποιαν δίδεται τό Εμβαδόν τής Επιφάνειας τών 5 Εδρών 
(§ 379). ΛαμβΑνομεν ίσον κύλινδρον μέ μίαν βάσιν καί θέτο¬ 
με ν τόν Ενα Επί τοΟ Αλλου είς τρόπον, ώστε νά συμπέσουν. αΙ 
άνοικταί βάσεις (αΐ περιφέρειαι είς Ας περατοΟνται αί γενέτειραι). 
ΟΟτω προκύπτει κύλινδρος διπλάσιος τοΟ δοθέντος, μέ διπλάσιάν 
Επιφάνειαν καί μέ δύο βάφεις. Άναγόμεθα οΟτω είς τήν πρώτην 
περίπτωσιν καί τό μέγιστον τοΟ κατασκευασθέντος ΘΑ Αντίστοιχη 
είς τό μέγιστον τοΟ ζητουμένοϋ. 

7 Διά τόν Ανοικτόν ώστε κύλινδρον, τό μέγιστον ΤοΟ όγκου του 
Υαμβάνεται δταν ή Αχτίς τής βάσεως (σοΡται πρός τό Οψος. - · 
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Πρόβλημα 728— VI 

1888 γ. ΕΙς δοθεΐσαν σφαίραν νά έγγραφώσι τά έχοντα χήν μεγίσχην 
όλικήν έπιφάνειαν κάτωθι στερεά: 1) Κύλινδρος. 2) Κώνος. 3) Κανονική 
πυραμίς μέ βάοιν τετράγωνον. 

Διά τά δύο πρώτα προβλήματα βλέπε: Οοιιπ ά’ΑΙρέΐ/τβ ύπδ 
Κ. Ο.-Μ., σ. 366, καί ο. 428, η° 524. Εχετοίοεβ ά'ΑΙρέΙιτε, σ. 499, η° 
1383 καί 1384· βλέπε ώσαύτως §§ 1385 καί 1386. 

Δτά τήν 3ην βλέπε : Είν,άε ίΐέιηβηίαϊτβ ικτ Ια ΙΜοηε άεβ ιηαχϊαηα 
«< άεί τηίηίτηα, Ο. 54, ύπό Αυδεν. (Έκ τοΟ ΕΙ ΡτορτβίΟ ΜαΙβιηΐ'· 
ίΐεο τής Σαραγόσσας 1900). 

Πρόβλημα 729 

' 1887. Έκ τυχόντος σημείου Δ τής βάσεως τετραέδρου, τοΰ όποιου 
ή είς τήν κορυφήν Ο στερεά γωνία είναι τριοορθογώνιος καί αΐ έξ αυ¬ 
τής άκμαί ΐοαι, φέρομεν έπίπεδα παράλληλα πρός τάς έδρας τής τριέ¬ 
δρου Ο. Διά ποίαν θέσιν τοΰ σημείου Δ επί τής βάσεως τό κατά τον 
τρόπον αυτόν σχηματιζόμενον παραλληλεπίπεδον έχει μέγιστον όγκον; 

(Βλ. Μί&οόυι, § 381). 

Πρόβλημα 730 

1888. Έκ τυχόντος σημείου Δ τής βάσεως ΑΒΓ τετραέδρου τυχόν¬ 
τος Ο — ΑΒΓ, φέρομεν έπίπεδα παράλληλα πρός τάς έδρας τής κορυ¬ 
φής Ο. "Εκ των σχηματιζομένων παραλληλεπιπέδων, ποιον τό έχον τόν 
μέγιστον όγκον, όταν αί έκ τοΰ Ο άκμαί έχουν μήκη άνισα ; 

(Βλ. Μέ» οδοχ, § 382). 


Πρόβλημα 731 

1889. Διμ τής κορυφής Δ παραλληλεπιπέδου >ά άχθή έπίπεδον 
ΑΒΓ, χέμνον τάς άχμάς ΟΧ, ΟΥ, ΟΖ τής άπέναντι τής Δ τριέδρου Ο εις 
τρόπον ώστε τό τετράεδρον Ο — ΑΒΓ νά είναι τό έλμχιστον. (Σχ. 263). 

(Βλ. Μέθοδοι, $ 383). 

Πρόβλημα 732 

1890. Δοθείσης πυραμίδος, νά άχθή έπίπεδον παράλληλον πρφς τήν 
βάοιν αύτής είς τρόπον, ώστε τό πρίσμα, μέ βάσιν τήν τομήν τής πυ¬ 
ραμίδος ύπό τοϋ έχιπέδου καί ύφος ΘΗ (Σχ. 264) νά έχη τόν μέγι¬ 
στον όγκον. 

(Βλ. Μέθοδοι, §. 384). 

Πρόβλημα 733 

1891. Τέμνομεν κανονικόν τετράεδρον ύπό έπιπέδου παραλλήλου 
πρός τάς δύο άπέναντι άχμάς του ΑΒ καί ΓΔ. Νά έξετασθώσι αί μετά- 
βολαί τής προκυπτούσης τομής, όταν τό τέμνον έπίπεδον χινήται άλλά 
παραμένον παράλληλον πάντοτε πρός τάς (δίας άχμάς. 

: "Ας είναι ΕΖΘΗ μία τομή παράλληλος πρός τάς ΑΒ καί ΓΔ. 

ΑΙ εύδείαι ΕΖ καί ΘΗ είναι παράλληλοι, ώς χοιιαί τών διά 
τής ΑΒ διερχομένρν έδρών ύπό έπιπέδου παραλλήλου πρός 
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αύτήν. Όμοίως, καί τό ζεύγος ΕΗ καί Ζθ είναι παράλληλοι εύ- 
θεϊαι καί έπομένως τό σχήμα ΕΖΘΗ παραλληλόγραμμον. Ή ίδιό- 
της αυτή άλλωστε Ισχύει διά πάν τετράεδρον. 

Επειδή τό βοθέν τετράεδρον είναι κανονικόν, αί άπέναντι 
άκμαί εΤναι όρθογώνιοι καί τό παραλ¬ 
ληλόγραμμον όρθογώνιον. Έπομένως, 
άφοΰ τά τρίγωνα ΑΓΔ, ΑΕΗ, ΒΓΔ, 

ΒΖΘ είναι ισόπλευρα: 

ΑΕ = ΕΗ = ΑΗ = ΒΖ. 

Καί έπειδή, άκόμη, έάν λάβωμεν 
ΓΙ = ΓΚ = ΕΑ, 

θά είναι καί 1Κ = ΕΗ, τό όρθογώνιον 
του όποιου ζητοΟμεν νά σπουδάσωμεν 
τάς μεταβολάς έχει ώς μίαν πλευράν 
τήν παράλληλον ΕΖ πρός τήν πλευράν 
ΑΒ τού ισοπλεύρου τριγώνου ΑΓΒ καί 
τήν άλλην Τσην πρός τήν παράλληλον 
πρός τήν πρώτην ΙΚ καί εις άπόστασιν άπό τής κορυφής Γ άγο- 
μένην, Τσην πρός τήν άπόστασιν τής ΕΖ άπό τής βάσεως του 
Ιδιου τριγώνου. 

Έκ τούτων έπεται ότι τύ άθροιαμα ιών πλευρών τον Ιν λύγφ ορθο¬ 
γωνίου είναι σταθερόν καί ίσον πρός τήν πλευράν ΑΒ τοΰ τετραέδρου. 
Κατά συνέπειαν, τό μέγιστον αύτοϋ λαμβάνεται δταν αΐ πλευρά! 
ΕΖ καί ΙΚ καταστώσιν Τσάι, δηλ. διά τομήν Τσον άπέχουσαν τών 
άπέναντι άκμών ΑΒ, Γ Δ κα! ήτις είναι τετράγωνον μέ κορυψάς 
τά μέσα τών τεσσάρων άλλων άκμών τοΟ τετραέδρου. 

Πρόβλημα 733-1 

1892. Τό αΰτό ζήτημα διά τυχόν τετράεδρον. 


Α 



Σχ· 1223. 


Ή τομή είναι παραλληλόγραμμον, τού όποιου αΐ προσκείμενοι 
πλευραί σχηματίζουν πάντοτε τήν αύτήν γωνίαν, εις οίανδήποτε 
θέσιν καί άν εύρίσκεται ·τό τέμνον έπίπεδον, έφ' δσον θά είναι 
τούτο παράλληλον πρός τάς άπέναντι άκμάς τού τετραέδρου ΑΒ 
καί ΓΔ. Οϋτω, ή γωνία φ ήν σχηματίζουν αΐ πλευραί τής τομής 
ΕΗ καί ΕΖ θά ΙσοΟται πρός τήν γωνίαν, ήν σχηματίζουν αΐ ΓΔ 
καί ΒΑ· έπειδή ή ΕΗ είναι παράλληλος πρός τήν ΓΔ καί ή ΕΖ 
πρός τήν ΑΒ. 

Τό έμβαδόν έπομένως τής τομής θά εύρίσκεται έάν πολλαπλα- 
σιασθώσι αΐ δύο προσκείμενοι πλευραί αύτής έπί σταθερόν άριθ- 
ιιόν=ήμ(τονον τής γωνίας φ ήν σχηματίζουν. Διά νά σπουδάσωμεν 
λοιπόν τήν μεταβολήν τού έμβαδοό τής τομής άρκεΐ νά μελετήσω- 
μεν τάς μεταβολάς τού γινομένου τών δύο προσκειμένων πλευρών. 

*Ας είναι Ε τό σημεϊον τής ΑΓ ΒΓ ο6 άγεται ή τομή. 

Έάν θέσωμεν 

ΑΒ=α. ΓΔ = γ καί -ί-Ε- = — . 

' ΑΕ μ 

Εύρίσκομεν: 


ΕΖ _ ν 
α μ+ν 


, έξ ής ΕΖ = 


αν 

μ+ν 
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καί 

Επομένως: 


γ _ ν+μ 
ΕΗ — μ ' 


Εξ ής ΕΗ = 


μν 

ν+μ * 


Ρ7 ΡΗ αν μν _ μν . αγ 
μ+ ν ' μ+ν (μ+ν)* ’ 


Έξαρτάται δηλαδή τό γινόμενον ΕΖ . ΕΗ έκ τοΟ γινομένου τών 
μεταβλητών παραγόντων μ καί ν. Επειδή δμως τό Αθροισμα 
αύτών μ + ν = ΑΓ είναι σταθερόν, τό γινόμενον αΰτών θά κο«α- 
στή μέγιστον δταν οδτοι γίνωσι ίσοι, ήτοι δταν τό Ε εύρεθή ε(ς 
τό μέσον τής ΑΓ, όπότε τό τέμνον έπίπεδον θά άπέχη ίσον άπά 
τάς άκμάς ΑΒ καί ΓΔ. θά Εχωμεν τότε: 


Ρ-7 ρΐ_Ι μ’-ΟΥ _ 

ΕΖ · ΕΗ —(2Ϊ0- - 


αγ 

4 


καί 


(ΕΖΘΗ)τη»χ. = ημφ. 


Πρόβλημα 733—11 

1892 α. Δίδεται εν στρεβλόν τετράπλευρον' νά όρισθή Εν Επίπεδον, 
έπΐ τό όποΐον ή όρθή προβολή τού δοθέντος νά είναι παραλληλόγραμ¬ 
μον ( ΜαίΗαΐι, 1905, σ. 231). 

Αρκεί νά Επανέλθωμεν ε(ς Εν θεώρημα άποδειχθέν ήδη (§ 1842;. 

Τά Επίπεδα τά προβάλλοντα τάς Απέναντι πλευράς ΑΒ καί 
ΓΔ θά εΤναι παράλληλα μεταξύ των, τό αύτό δέ θά συμβαΐνη 
καί διά τά προβάλλοντα καί τάς άλλας Απέναντι πλευράς Βί" 
καί ΔΑ. Επομένως, τό ζητοόμενον έπίπεδον θά είναι κάθετον 
έπΐ τήν τομήν δύο έπιπέδων, έκ τών όποίων 6ν είναι παράλληλον 
πρός τάς ΑΒ καί ΓΔ καί τό άλλο πρός τάς ΒΓ καί ΔΑ. 

Πρακτικώς, Αρκεί νά κατασκευάσωμεν παραλληλόγραμμον 
ΑΒΓΔ', ίχον προσκειμένας πλευράς τάς ΑΒ καί ΒΓ καί νά φέρω- 
μεν έπίπεδον κάθετον έπΐ τήν ΔΔ' (§ 1798). 

Δυνάμεθα Επίσης νά παρατηρήσωμεν ότι, έφ’ όσον ή προβολή 
θά είναι παραλληλόγραμμον, τό κέντρον αύτοΟ θά είναι προβολή 
τοΟ μέσου έκατέρας τών διαγώνιων τοΟ στρεβλοΟ. Δηλαδή ή κά¬ 
θετος Επί τό προβολικόν έπίπεδον, έκ τοΟ κέντρου τοΟ παραλλη¬ 
λογράμμου, θά διέρχεται διά τοΟ μέσου έκατέρας τών διανωνίων. 

Έάν λοιπόν φέρωμεν τήν ένοΟσαν τά μέσα τών διαγωνίων τοΟ 
στρεβλοΟ εόθείαν καί έπΐ τούτην φέρομεν κάβετον έπίπεδον, 
τοΟτο θά είναι τό ζητούμενον. 

Πρόβλημα 733-III 

1892ρ. τετραγωνικής κανονικής πυραμίδας ΖΑΒΓΔ αΐ παράπλευ¬ 
ροι άκμαί Εχουν μήκος λ καί ή γωνία είς τήν κορυφήν έχάστης Ιδρος 
είναι 80®. Ζητείται νά εύρεθή τό μήκος τής έλαχίστης τεθλασμένης 
(στρεβλής) γραμμής τήν όποίαν δυνάμεθα νά σχεδιάσωμεν ίπί τών πα¬ 
ραπλεύρων εδρών καί ήτις δρχεται άπό τής κορυφής Α καί Επανέρχε¬ 
ται εΙ« τό αύτό σημείον 

ΦαΥταζώμεΘα δτι άψαιροΟμεν τήν βάσιν τής ’πυραμίδος καί 
Αναπτύσσουν τάς παραπλεόροός Εδρας της Επί Ενός Επιπέδου. 
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ΕύρΙσκομεν οϋτω Ενα πολυγωνικόν τομέα Εχοντα κέντρον τό Σ', 
κορυφάς τάς κορυφάς τής γραμμής Α', Β', Γ', Δ' καί Α", εΐκόνος 
Επί τοΟ Επιπέδου τής περιμέτρου ΑΒΓΔτής βάσεως, καί γωνίαν είς 
τό κέντρον Α'ΣΑ'', Τσην πρός 120·, δηλ. τετραπλαοίαν τών 30·. 
Ή έλαχίστη γραμμή μεταξύ Α' καί Α" θά είναι ή εύθεΐα ΑΆ", 
ΐοη πρός τήν πλευράν Ισοπλεύρου τριγώνου Εγγεγραμμένου βΐς 
κύκλον άκτϊνος λ. Επομένως: 

αά" = λ ντ. 


Παρατηρήσεις. 1) Ή τεθλασμένη γραμμή άποτελεϊται άπό τέσ- 
οαρα μέρη, Τσα άνά δύο. "Εκαστον τών άκρων τμημάτων ΙσοΟχαι 

πρός ~ψψ καί Εκαστον τών μέσων πρός —■ όλόκληρος Επομέ- 

2 λ 

ντ ” Γ 2ν3 - ντ 


νως ή γραμμή = 


2 * 3λ_ =λ νΤ. 


2) Είναι εΟκολον νά προσθέσωμεν καί άλλα άνάλογα ζητήματα. 
(Βλ. Εχίνο\α$ άβ ΟέύτηέΙΗβ ΛεβαήρΙίνΐ, α° 530). 


Διάφοροι τύποι 
Πρόβλημα 734 

1893. ΑΙ τρεις διαστάσεις όρθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι α, β 
καί γ. Νά έχφρασθώσι συναρτήσει αυτών, δ δγχος, ή δλιχή Επιφάνεια, 
ή διαγώνιος, τό άθροισμα τών άχμών τοΟ παραλληλεπιπέδου χαΐ ή 
ακμή τοΰ χύβου τοΰ Ισοδυνάμου πρός αυτό, 

ΕύρΙσκομεν : 

"Ογκος = α . β . γ. 

Όλική Επιφάνεια = 2 (αβ αγ -|- βγ). 

Διαγώνιος = να* + β’ + γ’. 

"Αθροισμα άκμών = 4 (α -{- β + Υ)· 

Ακμή τοΟ κύβου τοΟ Ισοδυνάμου πρόςτό παραλληλεπίπεδον= |αβγ. 

Πρόβλημα 736 

1894. *Η άχμή χύβου είναι α. Νά έχφρασθώσι συναρτήσει τής α, 
ή διαγώνιος τοΰ χύβου χαΐ τό Εμβαδόν τής τομής αΰτοΰ υπό Επιπέδου 
διερχομένου διά δύο απέναντι άκμών. 

Ή διαγώνιος του είναι 

να· α’ -}- α* = ^ 3 α· = α νΤ. 

Ή διαγώνιος μιδς τών Εδρών του: 

ί α· + α» = ί 2 ά» = α 1~2. 

*Η διαγώνιος τομή είναι όρθογώνιον μέ διαστάσεις αΫΤκαΙ α*. 
τό έμβαδόν αΰτοΟ Επομένως είναι α* V 2. 

ΓσαμηρΙα 


62 
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Πρόβλημα 736 


16Θ6. Νά εύρεθή δ άγχος κανονικής τριγωνικής πυραμίδος, τής 
όποίας ή ακμή τής βασεως είναι α καί ή παράπλευρος ακμή β. 


Τό ύψος τού Ισοπλεύρου τριγώνου είναι-^-Υ 3. 

Τό ύψος τής πυραμίδος Θά διέλθη άπδ τό κέντρον τοΟ Ισο¬ 
πλεύρου τριγώνου, έπειδή ή πυραμίς εΐναη κανονική. Τό κέντρον 
τού Ισοπλεύρου τριγώνου άπέχει άφ' έκάστης τών κορυφών του τά 
2 

τής διαμέσου, ήτις είναι ίση πρός τό Οψος αώτου- ό ποός έπο- 
μένως τού ύψους τής πυραμίδος θά άπέχη άφ’ έκάστης κορυφής 



α 

Τ 


ΥΤ. 


Τό ύψος τής πυραμίδος είναι κάθετος πλευρά όρθογων(ου τριγώ¬ 
νου, Εχοντος ύποτεΐνουσαν τήν παράπλευρον άκμήν β καί τήν άλ¬ 
λην κάθετον πλευράν Τσην πρός -γ Υ 3 . 


Επομένως: 


υ ’ — β’ — ■ 3=β* — 


α* 

Τ 



καί 



Ισοπλεύρου τριγώνου X 


V 


ρ·- 


α’ 


3 ’ 


ή 




Υ 3 β* - α* · 


Πρόβλημα 737 

1896. ΕΙς ποίαν άπάοτασιν άπδ τής κορυφής πυραμίδος πρέπει νά 
άχθή έπίπεδον παράλληλον πρός τήν βασιν της, ώστε τά δύο μέρη είς ά 
θά διαιρήται νά είναι Ισοδύναμα ; 

“Ας είναι Π ή πυραμίς όλόκληρος, Π' ή πυραμίς μέ βάσιν 
τήν το^ήν καί υ, υ, τά δύο ύψη τών πυραμίδων. Θά Ιχωμεν 

-|γ = γ καί έπειδή αΐ πυραμίδες είναι βμοιαι: 

Π' υ,» 

7Γ == 'ϋ Τ ’ 

“Ωστε: 

-£ί = 4"’ υ, * = Τ υ ’' υ > = Τ~ κο1 υ < = υ. (0,7937...) 

ΤΤ 

Πρόβλημα 788 

1897 . Νά διαιρεθή τό ύψος δοθείσης πυραμίδος κατά τρόπον, Αστε 
Αν φέρωμεν έκ τών σημείων τών διαιρέσεων έπίπιδα παράλληλα πρός 
τήν βασιν, ή πυραμίς νά διαιρήται είς 8,4... ν Ισοδύναμα μέρη. 
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"Ας είναι Σ ή κορυφή τής πυραμίδος καί ΣΛ τό ύψος αύτής. 
ΠαριστΟμεν τήν δοθείσαν μέ Π. 


1) Διαίρτσις βΐς τρία Ισοδύναμα μέρη. “Ας ύποθέσωμεν δτι τά ζη¬ 
τούμενα σημεία τοΟ ύψους είναι, κατά σειράν άπό τοΟ Σ, τά Α 
καί Β. Τά έκ τί>ν Α καί Β παράλληλα Επίπεδα διαιρούν τήν πυ¬ 
ραμίδα είς τήν Π, Εχουσαν ύψος ΣΑ, τήν κόλουρον Κ, Εχουσαν 
ύψος ΑΒ καί τήν κόλουρον Κ, ίχουσαν ύψος ΒΛ. 

Επειδή τά τρία ταΟτα μέρη θά είναι Ισοδύναμα, θά Εχωμεν 

Π, = -1- Π, ή δέ πυραμίς ή Εχουσα ύψος ΣΒ, ήν καλώ Π,, θά 

2 

είναι Π,=:-^-Π. Κατά τά περί όμοιων πολυέδρων θά Εχωμβν: 


Π, _ ΣΑ* _1^ 

Π ~ ΣΛ' — 3 

Π,_ ΣΒ» _ 2 
Π — ΣΛ» ^ 3 


» 

ΣΑ = ΣΛ . /ΐ, 
* 


καί ΣΒ = ΣΛ 



2) ΔιαΙρτοις βΙ( τέοααρα Ισοδύναμα μέρη. “Ας είναι τά ζητούμενα ση¬ 
μεία έπΐ τοΟ ύψους τά Α, Β καί Γ καί άς είναι ΣΑ = υ,. ΣΒ = υ,. 
ΣΓ = υ,. Τά τέσσαρα μέρη θά είναι πάλιν Ισοδύναμα καί άν κα- 
λέσωμεν Π,, Π„ Π, τάς πυραμίδας αΐτινες Εχουσιν άντιστοίχως 
ύψη τά υ,, υ, καί υ,, θά Εχωμεν: 

Π, 1 Π,_ 2 Π, 3 

Π 4 ' Π 4 ’ Π 4 * 


Εργαζόμενοι ώς άνω. λαμβάνομεν 


καί όμοίως 


3 



3) ΔιαΙρσοις *1ς ν Ισοδύναμα μέρη. “Ας είναι Α, Β, Γ, ... Κ Τά 
σημεία διαιρέσεως τοΟ ύψους καί άς θέσωμεν ΣΑ = υ„ ΣΒ = υ„ 

ΣΓ.= υ.ΣΚ = υ ν —ι.,Τάς πυραμίδας αΐτινες Εχουσιν άντι- 

στοίχως τά άνω Οψη καλέσωμεν Π,, Π, . . . Π γ — ι. 
θά Εχωμεν: 

Π,_ 1 Π, 2 Π γ — ι ν —1 

Π ~ ν ’ Π — ν. ν ~ ν ■ 

Έψαρμόζοντες τά περί όμοίων πολυέδρων λαμβάνομεν 


>. = Σλ1 (±.υ,=ΣΑ.ΐ[ϊ- 


* 



\ 


V 





Πρόβλημα 739 


1898. ΕΙς ποιαν άπόστασιν από τής κορυφής μιας πυραμίδος πρέπει 
νά φέριομεν έπίπεδον παράλληλον πρός την βάσιν, Ινα ή πυραμΐς τμηθή 
είς δύο μέρη Ιχοντα λόγον δ πρός 3; 

5 

*Η πυραμίς Π' ήν θά άποκόψωμεν θά είναι τά τής δλης Π. 

Ο 

ΚαλοΟντες τά Οψη τών Π' και Π υ' καί υ άντιστοίχως, θά Εχωμεν : 


3 



Πρόβλημα τοΰ Τίητπΐτπιαηί 739—I 

1898 α. Νά όρισθή ή θέσις επιπέδου τοιούτου, ώστε τϋ άθροισμα 
των αποστάσεων έκαστου σημείου αϋτοϋ άπό τάς τέσσαρας έδρας δοθέν- 
τος τετραέδρου νά είναι σταθερόν. 

"Ας είναι ΑΒΓΔ τό δοθέν στερεόν. Έάν έπΐ τών άκμών ΔΑ, 
ΔΒ καί ΔΓ, όρίσωμεν τά σημεία Ε, Ζ καί θ είς τρόπον, ώστε τά 
τετράπλευρα ΑΕΖΒ, ΒΖΘΓ καί ΓΘΕΑ νά είναι Ισοδύναμα με¬ 
ταξύ των καί πρός τήν έδραν ΑΒΓ, τό έπίπεόον τό όριζόμενον 
διά τών σημείων Ε, Ζ καί θ θά είναι τό ζητούμενον. (Α. άβ β., 
τόμ. XVIII, 1827-1828, σ. 218, η» 5). 

Παρατήρησις. "Ινα όρίσωμεν τά σημεία Ε, Ζ καί θ, παριστάνο- 
μεν μέ α, β, γ. 6 τά έμβαδά τών Εδρών τοΟ τετραέδρου, τών κει¬ 
μένων έναντι, άντιστοίχως, τών κορυφών Α, Β, Γ καί Δ. 

θέτοντες διά συντομίαν : 

λ Τ/ (α-6) (β-6) (γ-6)~ 

' αβγ 

Εύρίσκομεν: 

“= ΔΒ -ρ§ϊ· 


καί Δθ = ΔΓ . —ε- (’”). 

γ — 6 

Σημιίασκ. *Η έργασία αΰτη τοΟ Α. ΤϊιηηιβΓίηααβ, καθηγητοΟ 
τότε είς τό Άθήναιον τής Τοατηαί, γενικάύει τό ζήτημα καί περιέ- 
χεται είς 13 σελίδας, άπό 217 έως 229 τοΟ ώς άνω τεύχους. 


106. 2 η μ. μ ε τ. 1) Έ θέσις του Επιπέδου ΖΕΘ είναι ώρισμένη δυνά¬ 
μει τής σχέσεως ΒΓΘΖ = ΓΑΕΘ = ΑΕΒΖ = ΑΒΓ. θεωρώ τυχόν σημείον 
τοδ ΕΖΘ, τό Η' τό στερεόν ΔΑΒΓ είναι άθροισμα τών έξής στερεών: τοδ 
ΔΕΖΘ, τριών πυραμίδων έχουσών κοινήν κορυφήν τό Μ καί βάσεις τάς 
ΒΘΓΑ, ΕΖΒΑ, ΘΓΒΖ καί τής πυραμίδος ΜΑΒΓ. Καλούντες άντιστοίχως 
τά μήκη τών καθέτων, τών άγομένων έκ τοδ Μ έπί τάς ΒΖΘΓ, ΓΑΕΘ, 
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Πρόβλημα 740 

1899. "Εν στερεόν, τού όποίου τό σχήμα υπενθυμίζει τό σχήμε 
σωρού σκίρων, στηρίζεται έπΐ τού έδάφους διά 
τής βάσεώς του ΑΒΓΔ, σχήματος όρθργωνίου, αΐ 
δέ τεσσαρες άλλοι έδραι του σχηματίζουν μετά 
τής βάσεως γωνίας 45°. Νά εύρεθούν τό έμβα- 
δόν τής παραπλεύρου έπιφανείας καί ό όγκος 
τού στερεού. ΑΙ διαστάσεις τής βάσεως δίδονται. 

Τό στερεόν είναι Εν κολοβόν τριγωνικόν 
πρίσμα. Διά νά προσδιορίσωμεν τόν όγκον 
του, άρκεΐ νά πολλαπλασιάσωμεν τήν κάθε¬ 
τον αύτοΟ τομήν 4πΙ τόν Αριθμητικόν μέσον 
τΟν παραπλεύρων άκμών. 

“Ας είναι ΡΜΝ ή κάθετος τομή καί ΑΒΓΔ 
ή όρθή προβολή τού στερεού έπί τού όρι- 
ζοντίου έπιπέδου ΑΒΓΔ. Τό τρίγωνον ΖΗΒ 
είναι όρθογώνιον καί Ισοσκελές- έπομένως : 

ΗΒ = ΗΖ . 

όπου β = ΑΒ, α = ΑΔ καί γ = ΖΕ 

. 2β 

καί γ = α-= α — β. 

Όμοίως, τό τρίγωνον ΜΡΝ είναι όρθογώνιον Ισοσκελές: 

ΡΣ = ΣΝ = 4- καί (ΜΝΡ) =4--4- =4* · 

- Α ρα: V = 2σ + °—β χ _Ρΐ = 13«~_β).Ρ- , 

ρ 3 Α 4 12 








ΕΖΒΑ. ΑΒΓ Βιά τών υ α . υρ , Ογ . α» άντιστοίχως χαΐ » τό Αχ τής Α 
ύψος έπί τήν ΑΒΓ λαμβάνομεν τήν Ισότητα : 

Όγκος ΑΕΖΘ 4- 4- υ„ (ΒΖΘΓ) + 4-°Ρ (ΓΘΕΑ) 4- 

Ο ο 

+ 4- «ν ίΒΖΒΑ) + 2- Οδ (*ΒΓ) = 1 . ο (ΑΒΓ). 

Λαμβάνον-ιες οπ’δψιν ότι 

Όγκος ΑΕΖΘ = 2, σταθερά ποσότης καί (ΒΖΘΓ) = (ΓΘΕΑ) = (ΕΖΒΑ) = 
= (ΑΒΓ) = α ή ανωτέρω Ισότης γράφεται: 

2 + Τ °·' β + X β Ρ'* + X “τ’* +; -β" * = Τ “ * * 

. . , ι δ 2 

ή υβ + υρ + υγ-(-υ» = ιι-— · 

Β 

Τό 2ον μέλος τής Ισότητες είναι σταθερόν, έχοβένως καί τό Ιο*. 

2) ΈκειΒή τά τρίγωνα ΑΖΘ καί ΑΒΓ. ΑΖΕ καί ΑΑΒ, ΑΘΕ καί ΑΓΑ 




Ή παράπλευρος Επιφάνεια (όλική Επιφάνεια πλήν τής Εδρας 
ΑΒΓΔ έφ' ής στηρίζεται Επί τοΟ Εδάφους) άποτελεΐται άπό δύο Ισα 
τραπέζια Ισοσκελή καί άπό δύο Ισοσκελή Τσα τρίγωνα. Τό ύφος 
τών τριγώνων (σοΟται μέ τό ύψος τών τραπεζίων, τύ 6έ ύφος τούτο 
είναι ή υποτείνουσα Ισοσκελούς όρθογωνίου τριγώνου, ιού όποιου 

(κάστη κάθετος πλευρά Ισούται πρός . θά Εχωμεν Επομένως: 


2 β* 


»=±π· 


Εμβαδόν τών δύο τριγώνων = -~γ- ■ ~· V 2 = — —— 
Εμβαδόν τών δύο τραπεζίων: 

(*?)-«*-»··*£· 


*Η παράπλευρος 
Εμβαδόν: 


Επιφάνεια (ώς Εχαρακτηρίσθη άνωτΕρω) Εχει 


β» ΥΤ 


■ (2 α — β) 


β V 2 


= Ρ' 




•είΐ-^ντ. 


Εχοον μίαν γωνίαν κοινήν ΘΔ Εχάμεν : 


αΒΘ ΔΕ.ΔΘ 6 — Β ΔΕ.ΔΘ 

ΔΑΓ ΔΑ . ΔΓ * β — ΔΑ . ΔΓ ’ 

ΔΕΖ ΔΕ.ΔΖ γ-β_ΔΕ!ΔΖ 

ΔΑΒ ΔΑ.ΔΒ ** γ ΔΑ.ΔΒ 

ΠολλαπλααιΔζοντες κατά μέλη λαμβΔνομεν: 


<β — *) (Τ — β) ΔΕ’ Δβ.ΔΖ 

βγ — ΔΑ* ΔΓ.ΔΒ' 

'ΑλλΔ Εκ τβν τριγφναν ΔΖΘ καί ΔβΓ λαμβΔνομεν : 

ΛΖβ ΔΖ.ΔΘ α-β ΔΖ.ΔΘ. 
ΔΒΤ = ΔΒ. Δϊ· * α ΑΒ ,ΔΓ 


Κ·1 Θ1τ·ντ·< ιίς ιήν (1) χήΐ τιμήν 


ΔΖ.ΔΘ 

δΊΠΤγ 


εορίσκομεν : 


(») 


« *«; 
ΔβΜ* 


(»— δ)(γ^-β) ΔΕ* α-» 
βγ — ΔΑ* ' α 


ΐ/ «·χβ~β)(τ-β) _,» ,. _ 

• · βγ(· - ί) - ' ’ Γ ^ ϊ»βγ<*^ δ>» — 

δα . ■ 53 = ΔΑ. -5^- 


«α*. 
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Πρόβλημα 741 

1900. Τετραέδρου ή βάσις είναι τρίγωνον σκαληνόν, μέ πλευράς 
α, β χαϊ γ· αΐ τρεις αλλαι άκμαί είναι Ισαι καί τό μήκος έχάστης δ. 
Νά έχφρασθή ό άγχος τοΰ τετραέδρου συναρτήσει τών α, β, γ χαί δ. 

Τό έμβαδόν Ε τής βάσεως δίδεται άπό τόν γνωστόν τύπον 
Ε = V τ (τ — α) (τ - β) (τ - γ) , 

ή άκτίς δέ Κ τοΟ περιγεγραμμένου κύκλου ε(ς τήν βάσιν δίδε¬ 
ται Οπό τοΟ 

κ _ °Ρν __ ρβν _ 

4Υ τ(τ- α)(τ - β)(τ - γ) 4Ε 


Τό Οψος τής πυραμίδος είναι ή μία κάθετος πλευρά Ορθογω¬ 
νίου τριγώνου, ίχοντος ύποτείνουσαν τήν δ καί ώς άλλην κτθε- 
τον τήν Κ. Επομένως: ,' 


υ = V δ* — Κ·= ]/ 


6 » - 


α*β»γ» 
16 Ε» 


καί V = 


-4-Ε 


ν 16 Ε·. δ· —α*β·γ· 

16 Ε* 


— = ^Τδ Ε·δ* — α*β*γ* 


ή ν = Τγ ν 16 τ ( τ — α) (τ — β) (τ — γ) δ* — α»β»γ’· 

Πρόβλημα 471—1 

1900 α. Δίδεται έξαγωνιχόν κανονικόν πρίσμα μέ παραπλεύρους 
άχμάς τάς ΑΑ', ΒΒ'... ΖΖ'. Φέρομεν τά έπί- 
πεβα ΑΒ'Γ, ΓΔΈ, ΕΖ’Α, ώς χαί τά ΒΤΔ', 

ΔΈΖ', Ζ'ΑΒ' Τά έπίπεδα ταΰτα άποχόπτουν 
άπό τό πρίσμα Εξ τριγωνικός πυραμίδας. Νά 
έχφρασΦή ό άγχος τού οΰτω κολοβωμένου 
πρίσματος: Ιον συναρτήσει τής πλευράς ΑΒ 
τοΰ έξαγώνου χαί 2ον συναρτήσει τής πλευράς 
ΑΕ τοΰ Ισοπλεύρου τριγώνου ΑΓΒ> Τό ΰψος 
τοΰ πρίσματρς είναι υ. 

Έκ τοΟ δγκου τοΟ πρίσματος 
ΑΒΓΔΕΖ χ υ, 

πρέπει νά άφαιρέσωμεν Εξ τριγωνικός πυ¬ 
ραμίδας, έχούσας Οψος υ καί έκάστης τών όποίων ή βάσις είναι 
Ιση πρός τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Τό έμβαδόν τοΟ έξαγώνου είναι 6 χ (ΑΒΓ)· Επομένως, άν V Δ 
Ογκος τοΟ κολοβωμένου πρίσματος, θά Εχωμέν 

V = (ΑΒΓΔΕΖ) ^υ - -^-) = (ΑΒΓΔΕΖ). -^- υ. 

1) Έστω ΑΒ = α. Γνωρίζομεν Οτι τό έμβαδόν Ισοπλεύρου τρι¬ 
γώνου πλευράς α δίδεται άπό ιόν τόπον 

~ ΧΤ · έπομένως ι (ΑΟΒ) = ΧΤ- 
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καί έμβαδόν έξαγώνου = 6 



V = 


3 α* |Τ 2 


υ = α*. υ 


ίτ. 


2 3 

2) Έστω ΑΕ = β καί ΑΕ = α V 3. 

θά είναι β=α ^Τ, έξ ής α = ψ=. · είσάγοντες τήν τιμήν ταοτην 
εις τήν προηγουμένην έκφρασιν τοΟ όγκου V, λαμβάνομεν: 

ν = -^·«νΤ. 


1900β. Παραιήρηοις. 1) Ή άνω Εδρα τοΟ στερεοΟ είναι τό ισό¬ 
πλευρον τρίγωνον Β'Δ'Ζ, ή δέ κάτω Εδρα είναι τό Επίσης Ισό¬ 
πλευρον ΑΓΕ. Πάσα τομή παράλληλος πρός τάς βάσεις είναι 
έξάγωνον, Εχον τρεις πλευράς ϊσας μεταξύ των καί παραλλήλους 
πρός τάς πλευράς τοΟ ΑΓΕ καί τρεις άλλας όμοίως ΐσας μεταξύ 
των καί παραλλήλους πρός τάς πλευράς τοΟ Β'Δ'Ζ'. Ή μεγίστη 
τομή είναι ή Τσον άπέχουσα τών βάσεων- αΟτη εΤναι έξάγωνον 
κανονικόν ΘΗΙΙ'ΚΛ, έκάστη πλευρά τοΰ όποιου είναι τό ήμισυ 
τής ΑΓ. 

*Η Επιφάνεια τοΓι έξαγώνου τούτου είναι: 

6 (-|·)’ ^ = -|-β* ίΤ. τοΟ δέ (ΑΓΕ) = -ξ- ίΤ ή. 2 -^-' ΥΤ. 

Μεταβάλλεται άρα τό Εμβαδόν τής τομής μεταξύ τών όρίων 

«Λ±ί·Υ7. 


2) Δυνάμεθα νά θέσωμεν διάφορα ζητήματα άνάλογα προς τό 
προηγούμενον. θά έξετάσωμεν ταΟτα σχετικώς μέ τό κανονικόν 
τετραγωνικόν ή όκταγωνικόν πρίσμα. 

1900 γ. ΤπραγοιΨτπόν πρίσμα. Άπό Εν πρίσμα, Βχον βάσεις τά 
ΑΒΓΔ καί Α'ΒΤ'Δ', άφαιροΟμεν τάς πυρα¬ 
μίδας ΑΒΤ, ΓΔ Α, Δ'ΑΒ' καί Β'ΓΔ'. Τό άπο- 
μένον στερεόν είναι τετράεδρον Βχον κορυφάς 
τάς Α, Γ, Β' καί Δ’. 

“Ας είναι α ή πλευρά τοΟ τετραγώνου* ό βγκος 
τοΟ πρίσματος είναι α’. υ καί ό βγκος τών 66· 

πυραμίδων = (ΑΒΓΔ) = α*. -!£-. Επομένως, 

I*. 1 «β· * 3 

α( πρός άφαίρεσιν τέσσαρες πυραμίδες βά Εχουν 

• 2 β* Λ® 

'γκον —υ καί τό, άπομένον τετράεδρον θά Ιχη βγκον = . ρ. 

“Ωστε: Τό τηράσίροτ «ίκι ιό -1- τοΰ πρίσματος (§ 157), 
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1900 Λ. Άπό δν καν. όκταγωνικόν πρίσμα άφαιροΰμεν όκτώ τρι 
γωνικάς πυραμίδας, έχούσας βάσεις Ισας 
πρός τό τρίγωνον ΑΒΕ. Απομένει οΰτω 
στερεόν Εχον βάσεις τά τετράγωνα ΑΒΓΔ 
καί Ε'Ζ'ΘΉ'. Νά ΰπολογισθή ό όγκος 
τοΟ στερεοΟ τοότου συναρτήσει τής πλευ¬ 
ράς α τοΟ τετραγώνου. 

ΑΟ = ρ = = -5_ 

^2 2 

τό ΰψσς τοΰ τριγώνου ΑΕΒ, τό άγόμενον 

έκ τοΟ Ε, ΙσοΟται πρός 

ν 2χ. 1227. 

Ρ-Τ· == Τ νΤ --Γ = Τ (νΤ - ι) · (1) ' 

Τό κανονικόν όκτάγωνον Εχει Εμβαδόν = 

= 4(ΑΟΒΕ)=4(ΟΕ). = 4-|- ΥΤ- =α ! ΥΤ 

Ό όγκος τοΰ όκταγωνικοΰ πρίσματος = α 4 . υ Υ 2 . (2) 

Εμβαδόν τριγ. ΑΒΕ = -^-·-ί-(ΥΤ- 1) =(ΥΤ-1 ). (3) 

"Ογκος τών όκτώ πυραμίδων = 

= 8.-^-(ΥΤ-ΐ). -^-=-|-α·.υ(νΤ-ΐ). 

"Αρα: 

_ 2 _ 

V = όγκος τοΟ άπομένοντος στερεοΟ = α> . υ Ϋ 2-— α’υ (Υ2 —ΐ), 

ν=-^-υΥΤ+-|-α>υ =α*υ (2 + ΥΤ) - (4) 

Πρόβλημα 741—II 

1500 ί. Δύο Ισα τετράγωνα κεϊνται έπί δυο παραλλήλων Επιπέδων. 
Ή ευθεία, ή ένοϋσα τά κέντρα των, είναι κάθετος έπί τά παράλληλα 
επίπεδα καί αί διαγώνιοι τοΰ ένός είναι κάθετοι έπί τάς πλευράς το* 
άλλου. ΔΓ έκάστης τών πλευρών τοΰ ένός τετραγώνου καί τής άντιστοίχου 
κορυφής τοΰ άλλου φέρομεν έπίπεδα, εις τρόπον ώστε νά σχηματίζηται 
στερεόν μέ παράπλευρον Επιφάνειαν άποτελουμένην άπό όκτώ ίσα τρί¬ 
γωνα. Ζητείται νά προοδιορισθή ό όγκος τοΰ στερεού, τοΰ περιεχομένου 
μεταξύ τών δύο τετραγώνων καί τών όκτώ παραπλεύρων τριγώνων. Γνω¬ 
ρίζομε* ότι ή πλευρά τών τετραγώνων είναι α καί τό ύψος τοΰ 
στερεού υ. 

Τό ζήτημα τοΟτο δέν διαφέρει διόλου άπό τό ΘεωρηΘέν ήδη 
(1900 δ)· θά Εχωμεν 

ν=-1-α»υ(2 + ΥΤ). 





Δυνάμεθα νά φθάσωμεν είς τό αύτό Αποτέλεσμα έργαζόμενοι 
ώς έξης : 

Τό όκταγωνικόν πρίσμα Ισούται πρός τό άθροισμα τοΟ τετρα¬ 
γωνικού πρίσματος καί τεσσάρων τριγωνικών πρισμάτων έχόντων 
βάσιν 'ίσην πρός τήν ΑΒΕ. "Αν άπ' αύτοϋ άφαιρέσωμεν όκτώ τρι¬ 
γωνικός πυραμίδας, έχούσας βάσιν τήν ΑΒΕ, θά Ιχωμεν τόν ζη- 
τούμενον όγκον Υ. Δηλ. : 

λ' = α’υ -}■ ^ . ΑΒΕ . υ — 8 . ΑΒΕ . -γ , 
ν = α 5 υ + -ΐΑΒΕ.υ = -Η- (3α 3 +4ΑΒΕ). 

Άλλ’ είναι : 4(ΑΒΕ)=α ί (Υ2 — 1), (βλ. προηγούμενον τύπον (3). 

Επομένως: 

V =-1-α*υ(3 + ΥΤ- 1) ή ν=4-α’υ(2 + ΥΤ). 

Πρόβλημα 741-III 

1900 ζ. Παραλληλεπιπέδου όλαι αί έδραι είναι ρόμβοι, των όποιων 
μία διαγώνιος Ισούται μέ τήν πλευράν των. Νά ευρεφή ό όγκος τοί· 
παραλληλεπιπέδου. 

"Ας είναι Α ή κορυφή μιας τριέδρου γωνίας τοΰ στερεού, τής 
όποιας α( έπίπεδοι γωνίαι ΒΑΓ, ΓΑΔ καί ΔΑΒ είναι όξείαι. 
Επειδή ή διαγώνιος του ρόμβου Ισούται πρός τήν πλευράν του, 
θά κεΐταί αΰτη άπέναντι όζείας γωνίας (60 μοιρών) τού σχήμα¬ 
τος, αί δέ εϋθεΐαι ΒΓ, ΒΔ. ΓΔ καί ΑΒ θά είναι Τσάι καί τό τε¬ 
τράεδρον ΑΒΓΔ κανονικόν. 

Διά νά εύρωμεν τόν δγκον τοΰ παραλληλεπιπέδου, πολλαπλα- 
σιάζομεν τό έμβαδόν τού ρόμβου, τού όποιου τό Ισόϊπλευρον τρί¬ 
γωνον ΒΑΓ είναι τό ήμισυ, έπΐ τό ύψος υ, τό άγόμενον έκ τού Δ 
έπϊ τήν ΒΑΓ. 

Εμβαδόν ρόμβου = -γ- Υ 3 . 

ΥΤ 


• ο· * ' , ο’ ντ V 2 α· Υ 2 

Επομένως : V = -γ Υ 3 . α ~γψ — —2 -* 

Πρόβλημα 741—IV 

1900 η, Αί Ιδραι ενός παραλληλεπιπέδου είναι ρόμβοι ίσοι, πλευ¬ 
ράς α χαϊ μία τών διαγώνιων του εχει μήκος β. Νά έχφρασθή & όγκος 
τοΰ στερεού συναρτήσει τών α καί β καί νά διερευνητή ή προχνπτουσα 
χαράστασις. 

“Ας είναι Α ή κορυφή μιδς τών τριέδρων τοΟ στερεού, τής 
όποίας άί τρεις έπίπεδοι κεϊνται άπέναντι τής διαγωνίου β. ’Εργα- 
ζόμενοι δπως είς τό προηγούμενον πρόβλημα, παρατηρουμεν ότι 
Εχομεν Εν Ισόπλευρον τρίγωνον ΒΓ Δ, τού οποίου έκάστη πλευρά 
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είναι β, καί τρία τρίγωνα Ισοσκελή, όπως τό ΒΑ^". τοΟ όποιου 
ΑΒ = ΑΓ = α καί ΒΓ = β. 

θά εύρεθή ό ζητούμενος όγκος έάν πολλαπλασιάσωμεν τό 
2(ΒΑΓ) έπί τό Οψος υ, τό άγόμενον έκ Δ έπί τήν ΒΑΓ. 

Διά νά εΰρωμεν τό ΰψος υ σκεπτόμεθα ώς έζής: 

Διά νά εΰρωμεν τόν όγκον τοΟ ΒΑΓΔ θά πρέπει ή νά πολλα- 

πλαοιάσωμεν τό έμβαδόν ΒΑΓ έπί , ή νά πολλαπλασιάσωμεν 

τό έμβαδόν τοΟ Ισοπλεύρου τριγώνου ΒΓ Δ έπί γ-, όπου λ τό Οψος 
τό άγόμενον έκ τής Α έπί τήν ΒΓΔ. 

"Ωστε: (ΒΑΓ). υ = (ΒΓΔ). λ, 

(ΒΓΔ) 


ίζ ής 


υ _ (ΒΑΓ) · 


( 1 ) 


Αρκεί έπομένως νά έκψράσωμεν τά ΒΓΔ καί λ συναρτήσει τών 
δοθέντων. 

Έμβαδόν Ισοπλεύρου τριγώνου ΒΓΔ, ίχοντος πλευράν β είναι 


Ε= γ- V 3. 


( 2 ) 


Τό Οψος λ είναι ή κάθετος πλευρά Ορθογωνίου τριγώνου, βχον- 

2 

τος ύποτεΐνουσαν α καί τήν έτέρσν κάθετον Τσην πρός τά γ- τοΟ 

Οψους τοΟ Ισοπλεύρου τριγώνου ΒΓ Δ. 

"Αρα: 


καί έπομένως : 


-γ Οψους ΒΓΔ = ——Υ3 




(3) 


θέτοντες είς τήν (1) ιάς εύρέθεΐσας τιμάς τΟν λ καί (ΒΓΔ) 
λαμβάνομεν : 


β* ν-Τ^α'-β» η> ,,_ 

— Τ 3 -Υ3 α» — β» 


ντ 


(ΒΑΓ) 


(ΒΑΓ) 


_ β» Υ3α» — β· 


4 (ΒΑΓ) 


(4) 


"Ογκος παραλληλεπιπέδου ν=2(ΒΑΓ).υ. 
Άντικαθιστάντες εύρίσκομεν 

Υ_2ίΒΑΓ) — *- ^ σ * Ρ* 

' — 2 ( ΒΑ Π· 4 (ΒΑΓ) 


V = 


_ β* Υ3α· —β» 
— 2~* 


(5) 



Διορτύτησα. Ή πλευρά β πρέπει νά περιέχεται μεταξύ Ο καί 2α. 
"Αν θέσωμεν β = α θά Εχωμεν; 

α» ΥΤα* α' ΫΤ 
ν=- 2 - = 2 ’ 

β,τι εΟρομεν δηλ. καί προηγουμένως. 

Έάν ό ρόμβος είναι τετράγωνον, θά Εχωμεν β = α ^ 2 καί ό 
τύπος (5) δίδει 

V = —/3α , -2α*= α\ 

καί όπως Επρεπε άλλωστε νά άνεμένομεν, άφού τό παραλληλεπί¬ 
πεδον καθίσταται κύβος, Εχων άκμήν μήκους α. 

Πρόβλημα 742 

1801. Νά καιασχευασθή τό ανάπτυγμα τής έπιφανείας έχάατου των 
κυρτών κανονικών πολυέδρων. 

Τό ζήτημα άνήκει είς τήν άρμοδιότητα τοΟ Γεωμετρικού σχε¬ 
δίου· τά άναπτύγματα ταΰτα εύρίσκομεν είς τάς άσκήσεις τής 
παραστατικής Γεωμετρίας, 3η Εκδοσις, η° 483 καί έξης. 

Πρόβλημα 742—1 

1801 α. Πάν Επίπεδον κάθετον έπΐ μίαν ακμήν όρθογωνίου τριέ¬ 
δρου γωνίας τέμνει ταυτην κατ’ ορθήν γωνίαν. 

ΚαλοΟμεν όρθογώνιον τρίεδρον, τήν τρίε¬ 
δρον τής όποίας ή μία δίεδρος είναι γωνία 
όρθή. "Αν ΣΑΒΓ είναι ή στερεά, τής όποίας 
ή δίεδρος ΣΓ είναι όρθή, τό Επίπεδον ΣΓΑ 
είναι κάθετον ίπ! τό ΣΓΒ. 

Τό θεώρημα είναι προφανές, άν τό τέ- 
μνον Επίπεδον είναι κάθετον έπί τήν άκμήν 
τής όρθής διέδρου ΣΓ· διότι τότε θά δώση 
ώς τομήν τήν Αντίστοιχον γωνίαν τής διέδρου, 
ήτις είναι όρθή. "Ας ύποθέσωμεν τώρα δτι τό 
τέμνον Επίπεδον ΓΑΒ είναι κάθετον Επί τήν 
άκμήν ΣΑ· θά άποδείξωμεν δτι ή τομή ΑΓΒ 
είναι γωνία όρθή. 

Έξ ύποθέσεως, τό Επίπεδον ΣΓΒ είναι 
ι κάθετον Επί τήν Εδραν ΣΓΑ. Είναι δρα καί 

τό Επίπεδον ΒΓΑ κάθετον Επί τήν Εδραν ΣΓΑ, άψοΟ ή ΣΑ είναι 
κάθετος Επί τήν ΑΓΒ. Επομένως, καί τό διά τής ΣΑ διερχόμενον 
Επίπεδον ΣΓΑ θά είναι κάθετον Επί τό ΑΓΒ· έπειδή δέ τά δύο 
Επίπεδα ΣΓΒ καί ΒΓΑ είναι κάθετα Επί τό ΣΓΑ καί ή τομή των 
ΓΒ θά είναι κάθετος Επί τό ΣΓΑ, άρα καί Επί τήν εύθειαν τού 
ΣΓΑ, τήν ΓΑ. ΕΤναι Επομένως ή γωνία ΒΓΑ όρθή. 

Γοωμττρ*Μ0ς τόκος 742—11 

1901 β, Έπί τών άχμών ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ μιας τριέδρου λαμβάνομεν Ιο« 
μήκη ΑΑ' = ΒΒ' = ΓΓ' = λ. Νά εδρεθή δ γεωμετρικός τόπος τόν όποΐον 
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διαγράφει ιόν κοινόν σημεϊον ιών τριών επιπέδων ΒΓΑ', ΓΑΒ', ΑΒΓ', 
Ο, δίαν ή τιμή τού μήκους λ μεταβάλλεται. 

Τό κοινόν σημεϊον Δ τής ΒΓ' καί ΓΒ' διαγράφει εόθεΐαν Δ, 
κειμένην έπί τού έπιπέδου ΣΒΓ. Τό δέ σημεϊον Ο παραμένει είς 
εν ώρισμένον έπίπεδον, τό όριζόμενον ’ύπό τής Δ καί τοΟ σημείου 
Α. Όμοίως τό Ο Ανήκει είς τό έπίπεδον, τό διερχόμενον διά τοΟ 
Β καί τής εύθείας Δ', ήν διαγράψει τό κοινόν σημεϊον τών ΑΓ' καί 
ΓΆ· ό τόπος έπομένως τοΰ Ο εΤναι ή τομή τών 66ο τούτων Επι¬ 
πέδων δηλ. εύθεϊα. 

Σημείωσις. Τό αύτό συμβαίνει ϋταν λάβωμεν έπί τής ΣΑ τμήμα 
αλ, έπί τής ΣΒ τμήμα βλ καί έπι ΣΓ γλ, δπου α, β καί γ είναι 
τρεις άριθμητικοί συντελεσταί σταθεροί καί X μήκος μεταβλητόν 
(ΜαίΙ ιείίί. 1893, σ. 206). 


Πρόβλημα 742—III 

1901 γ. Νά τμηθή τρισορθογώνιος στερεά γωνία είς τρόπον, ώστε 
ή τομή νά είναι ίση πρός δοθέν τρίγωνον. 

ΆναγόμεΘα είς τό άντίθετον πρόβλημα. Τό ζήτημα συνίστα- 
ται είς τό νά όρισθή τό κοινόν σημεϊον τριών σφαιρών (§ 1822). 

Παρατήρησις. Δυνάμεθα νά τάμωμεν οΐανδήποτε δοθεϊσαν τρίε¬ 
δρον στερεάν δι’ έπιπέδου είς τρόπον, ώστε ή τομή ΑΒΓ νά είναι 
Τση πρός δοθέν τρίγωνον. Τό πρόβλημα τοϋτο είναι δυσκολώτερον 
τοΟ προηγουμένου, ή δέ λύσις του μάς όδηγεϊ είς έξίσωσιν βαθ¬ 
μού ούχϊ κατωτέρου τοΟ τετάρτου. (Βλ. ΜαΙΗεείε 1896 ο. 18, η· 7). 

Σημείωοις. 1) Τό πρόβλημα Αναφαίνεται άπό τοΟ 1754. Ό 
Εεΐένε, τής βασιλικής έταιρείας του ΜοηΙρβΙΙϊετ έπεχείρησε νά τό 
λύση, άλλά δέν τό κατώρθωσε. Κατά τό 1773, ό Εαςταο&β Ελαβεν 
ώς Αγνώστους τάς τρεις άκμάς τοΟ τετραέδρου καί άνήχθη διά 
τήν λΰσιν του είς έξίσωσιν 8ου βαθμού. Ό αύτός σοφός είς τά 
1795 κατέληξε είς λΰσιν έξισώσεως 4ου μόνον βαθμοΟ. 

Ό Μοηββ έπεξειργάσθη τό πρόβλημα διά τής παρασταιτικής 
Γεωμετρίας, καί καθώρισε τήν μορφήν τής τριέδρου ώς τομήν 
τριών σπειρών, μέ άξονάς τάς πλευράς τοΟ δοθέντος τριγώνου καί 
μεσημβρινούς τόξα δεχόμενα γωνίας Τσας πρός τάς Εδρας τοΟ 
τριέδρου. 

Είς τήν είδικήν περίπτωσιν, καθ’ ήν ή τρίεδρος Εχει καί τάς 
τρεις της γωνίας Τσας, τό πρόβλημα Ανάγεται εΰκόλως είς τήν 
κατασκευήν ένός τετραπλεύρου, τοΟ όποιου γνωρίζομεν τάς δύο 
διαγωνίους, μίαν πλευράν καί τάς γωνίας τάς Τσας μεταξύ των, 
αϊτινες πρόσκεινται είς τήν πλευράν, ήτις εΤναι Απέναντι τής γνω¬ 
στής. Αρκεί, πράγματι, νά κατακλίνωμεν τάς Εδρας τής τριέδρου, 
τήν μίαν έπί τής άλλης. 

2) Τό προηγούμενον πρόβλημα είναι μία Ιδιαιτέρα περίπτωσις 
του προβλήματος τοΟ Βγιιοο άε Νερίεε : Δίδονται ίν σημεϊον Α χαΐ 
2 εν&εϊαι εις τον χώρον β χαί γ. Νά βνρε&ή έπί τής β (ν σημεϊον Β χαΐ 
έπί τής γ εν σημεϊον Γ είς τρόπον, ώστε τό τρίγωνον ΑΒΓ τά είναι δμοιόν 
πρός Λο&ίν τρίγωνον αβγ. 

Ό Βηιηο, ό διατυπώσας τό πρόβλημα, καί κατόπιν οί φυείεΐεΐ 
καί Ηεοδείίε προσδιώρισαν τήν λύσιν τοΟ προβλήματος τούτου. 
(ΜαΙΗοεί» 1896, σ. 18 καί 19, π· 7 καί 8). 
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3) Πρόβλημα τοΰ ΟβΓροηπβ, Δίδονται τρία σημεία Α, Β χαί Γ χεί- 
μενα εκτός επιπέδου Π καί ζητείται να εύρεδή οημεΐον Ο ιοιοΰτον, ώοτε τό 
άθροισμα . ΟΑ ^}- ΟΒ -|- ΟΓ τά είναι έλάχιοτον. Ήτοι : Δίδεται ή βάσις 
ΑΒΓ ένός τετραέδρου χαί ζητείται ή &έοις τής κορυφής τοΰ Ο επί ενός δο· 
έέίντος επιπέδου κατά τρόπον, ώοτε το αδροισμα των τριών παραπλεύρων 
Ακμών του νά είναι έλάχιοτον. (Α. άε Ο. τομ. XII, 1821 - 1822 σ. 380). 

Είδική περίπτωσίς. Τό επίπεδον Π νά είναι παράλληλον προς ΑΒΓ. 

Όρίζομεν τό Ισογώνιον κέντρον τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. (θεώρημα 
προταθέν ύπό τοΟ Ρετπιεί πρός τόν Τοττΐοείΐϊ, § 755). "Ας είναι 
Μ τό σημεϊον αυτό. Φέρομεν εις τό σημεΐον τούτο κάθετον έπί τό 
Επίπεδον ΑΒΓ, μέχρι τό Επίπεδον Π. "Αν Σ είναι τό οημεΐον 
τής τομής, τοΟτο θά είναι καί τό ζητούμενον. 

ΑΙ τρεις άκμαΙ τοΟ ΣΑΒΓ, α! άγομεναι έκ τού Σ, είναι (οο- 
κλινεΐς ιτρός τά δύο Επίπεδα Π καί ΑΒΓ, αΐ Επίπεδοι γωνίαι τού 
στερεού περί τό Σ είναι Τσάι μεταξύ των αΐ δέ ΣΑ. ΣΒ καί ΣΓ 
είναι Ανάλογοι πρός τάς ΜΑ, ΜΒ καί ΜΓ. 

Επειδή τό Μ Εχει τήν Ιδιότητα νά άπέχη άπό τών κορυφών τοΰ 
τριγώνου ΑΒΓ Αποστάσεις τοιαύτας, ώστε τό ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ νά 
είναι έλάχιοτον, ϊπεται ότι διά τήν θέσιν τάύτην τοΟ Σ έπί τοΟ Π 
τό άθροισμα ΣΑ + ΣΒ + ΣΓ γίνεται έλάχιοτον. 

Σημείωαις. Τό ώς άνω τετράεδρον πληροί τά έπιτάγματα τοΰ 
προηγουμένου προβλήματος. 

1879 α. Νομίζομεν δτι τό γενικόν πρόβλημα τό προταθέν είς 
τά Α. άε (ί. Εχει μείνει μέχρι τοΟδε (1911) άλυτον. 

θεώρημα 742—IV 

19019. Δυο τρίγωνα Ισα ΑΒΓ χαί Α'Β’Γ' έχουν τυχοϋσαν θέσιν 
πρός Αλληλα είς τόν χώρον. "Εάν ΰπάρχη εν αημεΐον Ο τοιοΰτον, ώστε 
τά τετράεδρα ΟΑΒΓ χαί ΟΑ'ΒΤ' νά είναι Ισα, τά κάθετα τότε έπίπεδα 
είς τά μέσα τών ευθειών, τών ένουσών τάς χορυφάς τών Ισων γωνιών 
τών Ισων τριγώνων, διέρχονται διά τής αυτής ευθείας χαί ήτις τέμνει 
τήν ευθείαν χαθ' ήν τέμνονται τά έπίπεδα τών δυο τριγώνων. (/. Μ. Κ., 
τοΟ Ι^οηβοΙιοπιρΒ, 1894, σ. 196, Ο. Τειτν. 


Πολύγωνα ή πολύεδρα Αστεροειδή 


'Κμβαδόν τών ΑοτεροετΛών πολυγώνων 

1901 ε, Είς τήν σημείωσιν ταΰτην είσάγομεν τά Ακόλουθα 
σύμβολα: 

Τό Ρ* μ θά σημαίνη τό κυρτόν πολύγωνον μέ μ πλευράς. 

Τό Ρ*μ » » τό Αστεροειδές πολύγωνον πού θά προκύψη 

άν ένώσωμεν άνά 2 τάς κορυφάς τοΟ πρώτου. 

Τό Ρ'μ θά σημαίνη τό Αστεροειδές πολύγωνον πού θά προκύψη, 
άν ένώσωμεν άνά τρεις τάς κορυφάς τοΟ πρώτου. 

Τό Ρ£ θά σημαίνη τό Αστεροειδές πολύγωνον πού θά προκύψη 
άν ένώσωμεν τάς κορυφάς τοΟ πρώτου άνά ν, όπου ν < -γ ■ 
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1) "Οταν κατασκευάζωμεν Εν πολύγωνον άστεροειδές τού εί¬ 
δους Ρ*, αΐ διασταυρώσεις τών γραμμών πού θά φέρωμεν διά 
τήν κατασκευήν του θά μάς δώσουν δλα τά άστερειδή Ρ ν “ ! , 
Ρ’-*,... Ρ' , 

μ ■ μ * 

2) Άντιστρόφως, δοθέντος ένός κανονικού κυρτού πολυγώνου 



Ρ'μ. δν προοκτεΐνωμεν τά πλευράς του θά σχηματισθώσι διαδοχι- 
κώς δλι τά είδη τών άστεροειδών πολυγώνων Ρ»μ, Ρ»μ ... Ρ* . 

3) ΕΙς Εν άστεροειδές πολύγωνον Ρ*. τό άθροισμα τών μ τρι¬ 




γώνων, τών έχόντων βάσεις τάς πλευράς τού πολυγώνου καί ύψος 
τό άπόστημα, θά ίσούται πρός τό άθροισμα τών πολυγώνων τού 
σχήματος ή 

άθροισμα τριγώνου ΑΟΒ = Σ (ΑΟΒ) = Ρ* -{- Ρμ —1 · · · Ρμ 
Πράγματι, έάν παραστήσωμεν μέ α τά τρίγωνα τού έσωτερικού 
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πολυγώνου τοΟ Ρ' μ καί β. γ, δ, καί ε, τά διάφορα σχήματα τά 
περιεχόμενα εις τό ΑΟΒ, θά Εχωμεν διά τό Ρ*,, λ.χ. (σχ. 1). 

ΑΟΒ = 3α + 2β + 2γ 
Σ (ΑΟΒ) = 33α + 22β + 22γ 
Ρ\,= 11α 
Ρ»„ = 11α+11β 
Ρ·, ι = 11α+11β + 22γ 
έξ ών Σ (ΑΟΒ) = Ρ 1 ,, Ρ*,, -4- Ρ’ιι- 

4) Σκεπτόμενοι άναλόγως, θά λάβωμεν διά τά σχήματα 2 καί 3. 

Σ (ΑΟΒ) = Ρ ι „ -}- Ρ*,, + Ρ 1 ,, + Ρ*ιι * 

Σ (ΑΟΒ) = Ρ\. + Ρ’ιι + Ρ’.. + Ρ*., + Ρ*..· 

5) Γενικώς, δΓ Εν πολύγωνον κανονικόν μ πλευρών Εχομεν. 

Σ(ΑΟΒ) = Ρ· μ +Ρν + ··.+ Ρ; 


.Κανονικά ηολύεδρα αστεροειδή 


1901 ζ. Τά άστεροειδή κανονικά πολύεδρα, 4 τόν άριθμόν, έπε- 
νοήθησαν άπό τόν Ροϊπβοί (§ 1832 α). 

Έκ τοΟ κυρτού κανονικού δωδεκαέδρου προκύπτει τό άστε- 
ροειδέξ δωδεκάεδρον μέ 12 Εδρας πεντάγωνα άστεροειδή καί 20 
κορυψάς. 

Έκ τοΟ κυρτοΟ κανονίκοΟ είκοσαέδρου προκύπτουν τρία είδη 
άστεροειδών κανονικών πολυέδρων: 

"Εν είκοσάεδρον μέ 20 τριγωνικός Εδρας καί 12 κορυψάς. 

"Εν δωδεκάεδρον μέ 12 κυρτός πενταγωνικός Εδρας καί 12 
κορυψάς. 

"Εν δωδεκάεδρον μέ 12 Εδρας=πεντάγωνα άστεροειδή καί 12 
κορυψάς. 

"Εκαστον τών κανονικών άστεροειδών Εχει 30 άκμάς. 

Σχετικώς βλέπε: ΤναϊΙέ άβ Οέοτπέίτίβ τών Κοαοδέ καί Οοιηδε- 
γοιι 886, 7η Εκδοσις, τόμ. 11, σ. 247 Εως 259. 



ΒΙΒ Α ΙΟΝ VII 


Μέΰοδοι διά τόν ύπολογισμόν τ&ν δγαων 


1902 . Ή Γεωμετρία τον μέτρου όφείΛ,εται εις τόν Αρχιμήδη, 
ένω ή Γεωμετρία τής δέσεως έκαλλιεργήθη κυρίως ύπό του Εύ- 
κλεΐδου καί τοΟ Απολλώνιου. 

Διά τήν σπουδήν των έμβαδών τών Επιφανειών μέ περίμετρον 
καμπυλόγραμμον, ό μέγας Συρακούσιος γεωμέτρης έφεΟρε τήν 
μέθοδον τής ΐξαπίήαεως (ρβτ εχδευείϊοπ). θά έφαρμόσωμεν τήν 
μέθοδον ταύτην διά τόν υπολογισμόν τοΟ έμβαδοΟ παραβολικοί) 
χωρίου (βλ. έπμ., § 2145). 

Ό Οβνβΐίετί έγενίκευσε τάς σκέψεις τοΟ Άρχιμήδους, τάς άπλο- 
ποίησεν καί έδημιούργησεν, ύπό τό δνομα Μέδοόος τ&τ άίιαιρέτων, 
μία νέαν μέθοδον, γόνιμον μέν εις άποτελέσματα άλλ' ούχί άπηλ- 
λαγμένην σοβαρών Επιφυλάξεων έπί τής άξίας της. Διά τόν μα¬ 
θηματικόν τοΟτον, Εν τρίγωνον, έπί παραδείγματι, είναι άθροισμα 
εϋθυγράμμων Επαλλήλων τμημάτων καί τών όποιων τά μήκη 
σχηματίζουν άριθμητιχήν πρόοδον, μέ πρώτον δρον τό μηδέν καί 
τελευταίον τήν βάσιν τοΟ τριγώνου. "Ομοίως, δύο τετράεδρα, 
ισοδυνάμων βάσεων καί ίσων υψών, είναι Ισοδύναμα, ώς άποτε- 
λούμενα Εξ άπειρίας Επιπέδων τομών, Ισοδυνάμων άνά δύο. 

Σήμερον, άντί χών εύδει&ν τον ΟαυαΙΙΐστΐ, έχουσών πάχος άπει- 
ροστόν, θεωροϋμεν όρθογώνια, κατασκευαζόμενα έπί παραλλήλων 
εύθειών καί εις Τσας άποστάσεις άπ* άλλήλων κειμένων. Εις τό 
βριον, δταν τό Οψος έκάστου τών όρθογωνίων τείνη είς τό μηδέν, 
τό ϋριον τοϋ άθροίσματος τών έμβαδών αύτών δεχόμεθα δτι δίδει 
τό έμβαδόν τής θεωρουμένης Επιφάνειας. 

'Ομοίως, είς κώνος δύναται νά θεωρηθή ώς βριον τόΟ ό θροί¬ 
σματος κυλίνδρων μέ βάσεις παραλλήλους τομάς τοΟ κώνου καί 
είς Τσας άπ' άλλήλων άποστάσεις, δταν τό κοινόν των Οψος -τείνη 
εις τό μηδέν, 

Διά τήν σύγκρισιν δύο βγκων άρκεΐ νά συγκρίνωμβν άντιστοί- 
χους τομάς αύτών- οΟτω, Εκ τοΟ βγκου τής σφαίρας δυνάμεθα νά 
συναγάγωμεν τόν βγκον τοΟ Ελλειψοειδούς (Ο., η β 912). Διά τόν 
άπ* ευθείας βμως ύπολογισμόν τοΟ βγκου Ενός στερεοΟ, θά «ρέ¬ 
πει νά εΟρωμεν τό βριον πρός τό όποιον τείνει τό άθροισμα τών 
βγκών τών στοιχειωδών κυλίνδρων, οϊτινες κατασκευάζονται Επί 
τών διαφόρων τομών. Καί αύτός είναι ό σκοπός τής Μεδύδου τής 
άδροίοεως (Ο., η° 943). 

Ή Στοιχειώδης "Αλγεβρα έπαρκεΐδιά τήν εΟρεσιντών άθροισμά· 
των τούτων καί τόν ύπολογισμόν τών έμβαδών καί βγκων πολλών 
Επιπέδων Επιφανειών καί στερεών τό γενικόν βμως πρόβλημα Εξε¬ 
τάζεται ύπό τοΟ κλάδου τόΟ ΆπειροστικοΟ Λογισμού, του φέρον- 
τος τό δνομα "Ολοκληρωτικός Λογισμός. 

Έν τούτοις, παρά τάς μέγιστος ΰπηρεοίας τάς όποιας πρΟσέ- 
φερον αί μέθοδοι τών Χοΐδηϋζ καί Νεύτωνος διά τόν ύπολονί- 
σαόν τών Εν λόγφ άθροισμάτων, είμεθα πολλάκις ήναγκασμένοι 
να Ικανοποιούμενα μέ μόνον τήν κατά προσέγγισιν εύρεσιν αστών» 

Γεωμετρία 63 
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1902 α. Σημείωσις. Βλ. άρθρον τοΟ Ρευΐ ΤεπηεΓν : 5κγ 1(3 οηί- 
ςίπα άιι οαίοιίί ίηβηίΐέίίηιαΐ είς ΝοΙίοη$ άβ ΜαΙΗέτηαΙίηικί τού ,ΐυίβε 
ΤβππβΓν, άκολοοθούμεναι καί ύπό Νοίίοη * ίιϊίίοΓίριιβε του Ρευΐ 
ΤβηηβΓν (1904, σ. 339). 


~Ογκοι και σχέσεις 


Θεώρημα 743 

1903 . Ό άγχος ορθού κυκλικού κυλίνδρου είναι γινόμενον τής πα 
ραπλεΰρου έπιφανείας καί τοϋ ήμίαεος τής άκτΐνος τής βάσεως αύτοΰ. 

Τό Θεώρημα τούτο είναι έπέκτασις τής άναλόγου ίδιόχητος 
ένός κανονικού πρίσματος (§ 1848). 

Ό κύλινδρος δύναται νά ΘεωρηΘή ώς κανονικόν πρίσμα, 6χον 
άπειρίαν παραπλεύρων έδρών. 

Παρατήρηαις. Επειδή ή παράπλευρος έπιφάνεια είναι 2πρυ, τό 
γινόμενόν της έπϊ τό ήμισυ τής άκτΐνος είναι 2 πρι>. ~~ — πρ*υ, 
κατά τόν γνωστόν τύπον. 

θεώρημα 744 

1904. Ό όγκος ενός όρθοΰ κυκλικού κυλίνδρου Ισοΰται πρός τό γι¬ 
νόμενον τού έμβαδοΰ τού ορθογωνίου, διά περιστρο¬ 
φής τού οποίου παράγεται τό στερεόν, έπί τό μήκος 
τής περιφερείας, ήν γράφει τό σημεΐον τομής των 
διαγωνίων αύτοΰ. 

"Αν ρ, υ είναι αΐ διαστάσεις τού όρθογω- 
νίου, τό έμβαδόν του είναι ρ . υ καί τό μήκος 

τής περιφερείας 2 π . = πρ. Επομένως : 

V = ρυ χ πρ = πρ’υ. 

1904 α. Παρατήρηαις. Ό δγκος ενός χοΐϋον χυΐίν- 
δρον (κυλινδρικός δακτύλιος) Ιοοΰται προς την επιφά¬ 
νειαν τού παράγοντος τό στερεόν, όρδογωνίου έπί την 
περιφέρειαν, ήν γράφει ιό χίντρον τού όρ&ογωνίου (σχ. 1229). 

Πράγματι, τό στερεόν αότό είναι διαφορά δύο κυλίνδρων έχόν- 
των τό αύτό ύψος υ : 

V = πΑΙ»υ - πΒ1*υ = πυ (ΑΙ — ΒΙ) (ΑΙ + ΒΙ) 
ή V =πυΑΒ .2 ΘΗ = (ΑΒΓΔ). 2 πμ. 

θεώρημα 746 

1905. Εις τόν όρθόν κυκλικόν κύλινδρον, ή κυρτή έπιφάνεια Ε έχει 
λόγον πρός τό άθροισμα των βάσεων, δν τό ύψος αύτοΰ πρός τήν 
ακτίνα.' 

Πράγματι, 

V = βάσις χ Οψος = Β. υ 



I*. ιΜ»- 
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και V -= κυρτή έπιφάνεια X -γ άκτϊνος = — Ε . ρ. 


"Αρα 



Ε_υ_ 

'2 Β ' ~ ρ 


θεώρημα 746 


1906. Εις ορθόν κυκλικόν κύλινδρον, ή τομή αΰιοϋ Σ κατά τόν 
άξονα έχει λόγον πρός τήν βάσιν Β, δν καί τό ύψος υ πρός τό τέταρ¬ 
τον τής περιφέρειας Γ τής βάαειος. 

Ή τομή Σ είναι διπλασία τοΟ παράγοντος τό στερεόν όρθο- 
γωνίου. Επομένως : 

Β _ πρ* _ 2πρ _ υ 
Σ — 2 ρυ 4υ 1 _ 


Παρατήρησις. ΕΙς τόν έκ περιστροφής κώνον είναι: 


Σ 

Β 



θεώρημα 747 

1907. Έάν τό ύψος κυλίνδρου ίσοΰται πρός τήν διάμετρον αύτοϋ, 
δ όγκος είναι ίσος πρός τήν όλιχήν έπιφάνειαν πολλαπλασιασμένην 
επί τό τρίτον τής άκτϊνος αυτού. 

θεωρήσωμεν τήν έγγεγραμμέντιν σφαίραν είς τόν κύλινδρον 
καί, τούτον ώς άποτελοόμενον έκ δύο μερών; 

1) "Εκ δύο κώνων μέ κοινήν κορυφήν, τό κέντρον τής σφαίρας 
καί βάσεις τάς τοΟ κυλίνδρου· τό ύψος έκατέρου είναι ή άκτίς 
τής σφαίρας ή τοΟ κυλίνδρου. 

2) Έκ τοΟ στερεού τού παραγομένου διά περιστροφής περί τόν 
Αξονα τοΟ κυλίνδρου τριγώνου, έχοντος βάσιν τήν γενέτειραν τοΟ 
κυλίνδρου καί κορυφήν τό κέντρον τής σφαίρας. Ό όγκος αύτοΟ 
είναι γινόμενον τής κυρτής έπιφανείας τοΟ κυλίνδρου έπί τό τρί¬ 
τον τής άκτίνος αύτόΟ. Επομένως : 

ν = 2 + 2 πρ . 2 ρ . ρ = πρ· 4 - π Ρ’’ 

η V = 6 πρ*. ρ = όλική έπιφάνεια χ άκτίνος. 

θεώρημα 748 

1908* Ό όγκος δρθοΟ κυκλικού κώνου είναι γινόμενον τής κυρτής 
έπιφανείας του έπί τό τρίτο* τής άποστάσεως τού κέντρου τής βάσέώς 
άπό τής γενετείρας τής ςώι^οινείας τούτης. 
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Είναι είδική περίπτωσις τοΰ όγκου τοΰ στερεού, τοϋ παραγο- 
μένου ύπό τριγώνου στρεφομένου περί άξονα διερχόμενον διά μιας 
κορυφής του καί κείμενον είς τό έπίπεδον τοΟ τριγώνου. Αποτε¬ 
λεί δέ Επίσης καί έπέκτασιν τής ήδη άποδειχθείσης άναλόγου 
ίδιότητος κανονικής πυραμίδος (§ 1849). 


θεώρημα 74Θ 

1909. Ό όγκος κώνου περιγεγραμμένου είς σφαίραν είναι ίσος πρός 
ιό γινόμενον τής όλικής του έπιφανείας καί ιοΰ-^-τή| άκτϊνος τής 
σφαίρας. 

Ώς καί προηγουμένως (§ 1907), δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν τόν 
κώνον ώς άποτελούμενον : 

1) Έξ ένός κώνου μέ κορυφήν τό κέντρον τής Εγγεγραμμένης 
σφαίρας καί βάσιν τήν τοΰ δοθέντος κώνου, καί 

2) Έκ του στερεοί) τοΰ παραγομένου διά στροφής περί τόν 
άξονα τοΟ κώνου τριγώνου, Εχοντος κορυφήν τό κέντρον τής σφαί¬ 
ρας καί βάσιν μίαν γενέτειραν τοΟ κώνου. 

Είναι, Επομένως, ό δγκος του κώνου ίσος πρός τό γινόμενον 
τής όλικής του έπιφανείας καί τοΰ τρίτου τής άκτϊνος τής σφαίρας. 


θεώρημα 7Β0 

1910. Ό όγκος κώνου είναι ίσος πρός τό γινόμενον τοΰ -ϊ- τής επι¬ 
φάνειας τοϋ τριγώνου τοϋ παράγοντος τό στερεόν έπί τήν περιφέρειαν 
τής βάσεως τοϋ κώνου. 

Τό Εμβαδόν τοΟ τριγώνου τούτου εΐναι ρυ καί 2πρ τό μή¬ 
κος τής περιφέρειας τής βάσεως· τό τρίτον τοϋ γινομένου αυτών 
Επομένως είναι 

„ 1 1 1 
V = -^—ρυ. 2 πρ = -γ πρ·υ. 


θεώρημα 761 

1911. Ό όγκος κολοΰρου κώνου περιγεγραμμένου είς σφαίραν είναι 
ίσος πρός τό γινόμενον τής όλικής του έπιφανείας καί τοΰ τρίτου τής 
άκτϊνος τής σφαίρας. 

Ώς καί προηγουμένως (§§ 1907, 1909). 


θεώρημα 762 


1912. Οί όγκοι δυο τυχόντων στερεών, περιγεγραμμένων είς ίσας 
σφαίρας, είναι πρός άλλήλους ώς αί όλικαί των έπιφάνειαι Ε καί Ε'. 


Επειδή: 



V 


Ε_ 

Ε' 
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θΐώβημα 753 

1913I "Εάν ή πλευρά λ χολούρου κώνου είναι άθροισμα ιών αχτί¬ 
νων ρ χαί ρ' τών βάσεων του, τά ύψος αΰτοϋ υ 
είναι διπλάσιου τοΰ μέσου άναλόγου μήκους τών 
αχτίνων ρ, ρ'. 'Ο δέ όγκος του είναι ίσος μέ τήν 
ολικήν έπιφάνειάν Ε, πολλαπλασιασμένην έπΐ τό 
έχτον τοΰ ύψους αΰτοϋ. 

1) Ή πλευρά λ είναι όποτείνουσα όρθογω- 
νίου τριγώνου μέ καθέτους πλευράς υ καί 
ρ — ρ'· άρα 

ν' = λ* — (Ρ - ρΤ = (Ρ + ρ·)* - (Ρ — ρ')* = 4 ρρ'. 
ή υ = 2 |ρρ\ 

2) V = -1 υ [Β + Β' + V ΒΒη = 4- ™ [Ρ*+ Ρ'* + ΡΡ'] 

καί Ε = πρ* -(- πρ'* + λπ (ρ -(- ρ') = 

= π [ρ* + Ρ'* + (Ρ + Ρ’) 5 ] = 2 π [ρ* + ρ'» + ρρ']. 

. V 1 _ Ε.υ 

Επομένως υ η \ = — Σ -~ · 

τι ο ο 

1914. Παρατήρηαις. Διά πάντα κόλουρον κώνον περιγεγραμμένον 
εις σφαίραν, ή πλευρά αΰτοΟ ή γενέτειρα είναι άθροισμα τών 
άκτίνων τών βάσεων. Καί άντιστρόφως, έάν λ = ρ -(- ρ'. έγγράψε- 
ται σφαίρα ε(ς τόν κόλουρον τοβτον κώνον. 

θιώρημα 754 

1916. ’Εάν τό ύψος χολούρου κώνου είναι τετραπλάσιον τής διαφο¬ 
ράς τών άκτίνων τών βάσεων, 6 όγκος αντοϋ είναι ή διαφορά τών 
όγκων τών δύο σφαιρών μέ άχτίνας τάς τών βάσεων. 

Διά τό πρόβλημα τοΟτο καί διά τά άνάλογα πρός αύτό, δια- 
πιστοΟμεν συνήθως τήν ταυτότητα τών λαμβανομένων τόπων πρός 
Αλλους γνωστούς καί παρέχοντας τάς Ιδίας ποσότητας. Οΰτω 

V = -γ πυ [ρ· ρ’* 4- ΡΡ'] = 3" π (Ρ ~ Ρ') [ρ’ + Ρ'* + ΡΡ'] · 

4 4 

δ V = -γ πρ 1 -γ πρ'·. 

θΐώβημα 755 

1916. Έάν είς τετράεδρον έγγράφεται σφαίρα εφαπτομένη τών άκ- 
μών του, τό άθροισμα δύο απέναντι ακμών είναι τό αύτό καί διά τά 
τρία ζεύγη Απέναντι άχμών. 

Επειδή αΐ έκ τών κορυφών αύτοΟ άγόμεναι έφαπτόμεναι τής 
έν λόγω σφαίρας είναι Τσάι, κλπ., ώς διά περιγράψιμον, έν τφ 
έπιπέδω, τετράπλευρου. 
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θεώρημα 766—I 

1917. 'Εαν εις έξάεβρον έγγράφετσι σφαίρα έφαπτομένη ιών άχμών 
αυτού, αί δώδεκα άχμαί διαιρούνται είς τρεις τετράδας ευθειών συν- 
δεουσών, άνά δύο, τάς κορυφάς των άπέναντι έδρών. Τά άθροισμα των 
άχμών έχάστης τετράδος είναι τό αυτό και διά τάς τρεις τετράδας. 

ΈΛν α + β-}-γ4· δ + α ' + β +Υ’4-δ’ είναι τό άθροισμα τών 
όκτώ τμημάτων 4πί τών τεσσάρων άκμών μιας τετράδος, τό αύτά 
άθροισμα εύρίσκομεν καί διά τάς δύο άλλας τετράδας. 

θεώρημα 766 

1918. Δίδονται σφαίρα καί σταθερόν σημείον έάν διά τού σημείο» 
άχθούν τρία τυχόντα έπίπεδα, χάθετα άνά δύο, ταϋτα 'τέμνουσιν τήν 
σφαίραν χατά τρεις χόχλους, τών δποΐων τό άθροισμα τών έμβαδών 
είναι σταθερόν. 

(Βλ. Μέθοδο«, § 30). 

θεώρημα 757 

,1919. Τό μεταξύ δύο όμοχέντρων σφαιρών, αχτίνων α καί ρ, περιε- 
χόμενον στερεόν είναι ισοδύναμον πρός τόν χόλουρον κώνον, μέ βάσεις 
μεγίστους χόχλους τών δύο σφαιρών χαί ύψος τετραπλάσιον τής διαφο¬ 
ράς τών αχτίνων αυτών. 

V = πα*-πβ* = π (α — β) (α» β* -(- αβ) = 

= ^ π .4(α-β)ία> + β·+«β]· 
θεώρημα 768 

1920. Τά στερεά τά παραγόμενα διά δια- 
δοχιχών περιστροφών ενός ορθογωνίου περί 
τάς πλευράς του, ίχουν όγκους άντιστρόφως 
άναλόγους τών άντιστοίχων πλευρών. 

V = πα*β, ν' = πβ’α* 

άρα : 

V _ α 
ν' - β ' 

θεώρημα 768—1 

1921. Τό αύτό διά τυχόν παραλληλό¬ 
γραμμόν. 

Τό στερεόν τό παροτγόμενον διά περι¬ 
στροφής τοΟ παραλληλογράμμου περί τήν 
πλευράν του ΑΒ'=β είναι Ισοδύναμον 
πρός τό παραγόμενον ύπό τοΟ όρθογω- 
νιου ΗΔΓΗ στρεψομένου περί τήν ΗΗ=β: 

νρ = πυ*β καί άναλόγως ν α = πλ*α, 



Λ· «μ. 



•Σ*.«ρ£ 


999 


δπου υ,ΐί τά έπί τάς ΑΒ, ΑΔ Οψη του παραλληλογράμμου. "Ωστε 

νρ 


άφοΰ 


υ*β _ α*β _ α 
ν α ~ 1ί*α — Ρ’α — Τ' 

(ΑΒΓΔ) = αΐτ = Ρυ καί -2- = -^- · 
θεώρημα 750 


1022. "Αν ν β . νρ , ν Υ είναι οι όγκοι τών στερεών, τών παραγομέ- 
νον διά διαδοχικών περιστροφών ένός δρθογωνίου τριγώνου περί τήν 
Υποτείνουσαν καί τάς καθέτους αϋτοϋ πλευράς, θά είναι 


1 


1 


1 


ν« 5 . νρ* ν Υ * 

Έστω υ τό έπί τήν ύπότείνουσαν ΰψος. Έχομεν 


ν. 


πυ*α 


νρ = 


πγ»ρ 


ν ν = 


πΡ*γ 


3 ' ’ Ρ ~ 3 , 

καί ή δεικτέα σχέσις άνάγεται εις τήν 

Ρ»γ*. γ*ρ» = 0‘α’Ρ V (Ρ’ + Υ*) = υ 4 α 4 Ρ*Υ*. 
ή τήν Ρ*Υ 4 = α 4 υ*. 

άληθή, άφοΟ 2 Ε = Ρυ = αυ. 

Ά11η &αάίειξις, κατά τό όιώρημα τον ΟμΙάΐη : 


■ 2 πΕ". 


\·ρ = 2 πΕ . 


Ρ 


ν Υ =2 πΕ. 


Ύ · ' ρ — ^ · ν Υ 

Ή δεικτέα σχέσις άνάγεται τώρα εις τήν 

1 1 , 1 _ Υ» + Ρ» α’ 


3 


υ « — γ ι · ρ« γ*ρ* ρ*γ· 

δηλ. τήν άληθή Ργ = αυ = 2 Ε. 

θεώρημα 7Θ0 

1023. Μεταξύ τών άκτίνων ρ καί α κώνου καί έγγεγραμμένης ε(ς 
αυτόν σφαίρας ύφίσταται ή σχέσις 

_1 

α* ρ* αυ 
όπου υ τό ΰψος τού κώνον. 

(βοβΐοΓ. ΑτοΗίυει άβ τηαίΜηχαΙϊςνβ» βΐ άβ 
ρΗχεΐηιιε, 1877, σ. 313). 

Έκ τών όμοιων τριγώνων τοΟ σχήματος 
λαμΡάνομεν 

α Υυ (υ—2α) α 1 ^ 2α 

ρ ~~ υ ' ~ρ*~ υ 



βθεν 


1 


1 


ΊΡ' 


αυ 


„ _!_1_ = _2_ 

η α* ρ> αυ 
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θεώρημα 761 

1924. "Αν V, Ε καί Κ είναι άντιστοίχως ό όγκος ορθού κυκλικού 
κυλίνδρου, ή ολική έπιφάνεια καί ή κυρτή αΰιοΰ επιφάνεια, θά είναι 

8 πΥ 3 — Κ 3 (Ε — Κ). 

,ρ πειδή : 

Υ = πρ·υ, 8πΥ 3 = 8π 3 ρ*υ 3 , 

Κ=2πρυ, Κ 3 4 π 3 ρ 3 υ 3 , 

Ε = 2 πρυ -|- 2 πρ 3 , Ε — Κ = 2 πρ'-' 
καϊ 8 πΥ 3 = 4 π’ρ’υ 3 .2 πρ 3 = Κ* (Ε — Κ). 


Θεώρημα 762 

1925. Όμοίως, διά κώνον έκ περιστροφής είναι 

9πΥ 3 = Ε(Ε — Κ) (2Κ — Ε). (Ι)ονΙογ) 

Επειδή ; 

\· = < Κ = πρ Υρ 3 -}- υ 3 , Ε = πρ νρ 3 -|- ο 3 4- πρ 3 , 

9 πΥ 3 = π 3 ρ 4 υ'-', Ε — Κ = πρ 3 , 

2 Κ — Ε = πρ Υρ 3 υ 3 — πρ 3 , 
καί 

Ε . (Ε — Κ) (2Κ—Ε) = (πρ Υρ’+υ 3 -}-πρ 3 ) (ττρ 2 ) (πρ Ιρ’+υ* — πρ 3 )=; 
= π 3 ρ 4 υ 3 — 9 π Υ 3 . 


Θεώρημα 762—1 


1926. Διά δοθέντος σημείου έπί τού άξονος κώνου (Κ) έχ περιστρο¬ 
φής φέρομεν τυχόν επίπεδον. Δείξατε ότι τό άθροισμα ιών αντιστρόφων 
τών μηκών τών, άπό τής κορυφής μέχρι τού επιπέδου, τμημάτων απέ¬ 
ναντι (διαμετρικών) γενετειρών είναι σταθερόν. 

(Μέ&οΆοι, § 280). 

Θεώρημα 762—11 


1927. ’Εάν ό ανωτέρω κώνος είναι ορθός, μέ οδηγόν τυχοϋσαν 
καμπύλην εχουσαν χέντρον, χαί θεωρήσώμεν δύο σταθερός απέναντι γε- 
νβτβίρας αϋτοϋ, τό άθροισμα τών αντιστρόφων τών Ιδίων έπ’ αυτών 
μηκών είναι σταθερόν, διά πάν επίπεδον διερχόμενον διά τού σταθερού 
σημείου έπϊ τού άξονος. 

Διά πάντα όρθόν κώνον μέ όδηγόν καμπύλην {-χουσαν κέντρου, 
το ΰψος αύτοΟ είναι διχοτόμος πάντοτε τής γωνίας δύο άπέναντι 
γενετειρών. θά έχωμεν έπομένως 



1 

ΚΒ 


— οταθ. 


δπου Α, Β αί τομαΐ τών γενετειρών καί του τέμνοντος έπιπέδου.. 
Επειδή ή σταθερά αύτη ποσότης έξαρταται έκ τής γωνίας τών 
θεωρουμένων γενετειρών (§ 280), μεταβαλλομένου τοΟ ζεύγους 
τού· 3 "·! νενετειρών, μεταβάλλεται καί ή τιμή ταύτης. 
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θίάρημα 763 

1928. Ή έιαφάνεια τής σφαίρας έχει λόγον πρός τήν δλικήν έ*ι· 
φάνειαν τοΰ περιγεγραμμίνου είς αυτήν Ισο- 

4' 

πλευρου κώνου Ισον πρός . Τόν αυτόν λό¬ 
γον έχουν καί οΐ όγκοι τών Ιδία» στερεώ' 

ΓΛρχψήί ης). 

Ίσ4χΙτνρο< λέγεται εΤς' κώνος έάν ή 
τομή του δι* έπιπέδου διερχομένου διό 
τοΟ άξονος είναι ισόπλευρον τρίγωνον. 

Έστω α ή άκτίς τής σφαίρας. Ή άκτίς 
ΑΒ τής βάσεως είναι τό ήμισυ τής γενε- 
τείρας ΒΓ καί Τση πρός ΔΕ- είναι δέ ή 
ΔΕ πλευρό Ισοπλεύρου τριγώνου έγγε- 
γραμμένου είς τήν περιφέρειαν άκτίνος α 
(κατά τό σχήμα). Επομένως 

ΑΒ=:ΔΕ = αΫΤ, ΔΕ* = 3 α*. 

"Αρα Γ0* = 4α', ΓΟ = 2α κα!ΓΑ = 3α 
καί Όλ. έπ. κώνου = πΑΒ* -|-π. ΑΒ . ΓΔ = 9πα’. 

Ό λόγος τής έπιφανείας τής σφαίρας πρός τήν όλικήν έπιφά- 
νειοτν τοΟ κώνου είναι 

4 πα* ._ 4 

9 πα' ΊΓ' 

’Ο όγκος τοΟ κώνου είναι 



V = πΑΒ*. ΑΓ = 


πα' 


καί ό τής σφαίρας -. ν' = ~- πα·. 


Ώστε 


4 . 
~Τ πα 


9 , 

Τ πα· 


_4_ 

9 


Θιάρημα 763—1 

1928 α . 'η έπιφάνεια τόΟ περιγεγραμμένον κύλινδροί» είς σφαίραν 
ίΐνσι μίση άνάλογος τής έπιφανείας " τής σφαίρας καί τής τοΟ περιγε- 
γραμμένου είς αύτήν Ισοπλεύρου κώνου. Όμοία>ς διά τούς όγκους. 

Πράγματι, έάν Εν πολύεδρον, κώνος ή κύλινδρος είναι κεριγε- 
γραμμένον είς σφαίραν, οΐ όγκοι τών στερεών τούτων έχουν λό¬ 
γον, Ον καί α( άντίστοιχοι όλικαί έπιφάνβιαί, των. 

Έάν λοιπόν παραστήσώμβν διά 4' έπιφ. μονάδων τήν έπίφα- 
νειαν τής σφαίρας, ή τσο κυλίνδρου είναι 6 -καί ή τσΟ κώνου 9 
έπιφ. μονάδες. ’Λλλ’ είναι 

4 6 

Τ = Τ 

Ώστε.... 
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Θεώρημα 793—II 

1939 β. Ή επιφάνεια τοΰ ίΐς σφαίραν περιγεγραμμένου κυλίνδρου 
είναι ό μέσος όρος τής επιφάνειας τής σφαίρας ταύτης καί τής έπιφα- 
νείας τής περιγεγραμμένης εις τόν κύλινδρον σφαίρας. 

θεώρημα τον Άρχιμήόονς 793—III 

1928 γ. Πάσα σφαιρική επιφάνεια προβάλλεται κατά ισοδύναμον 
έπιφάνειαν έπί τοΰ περιγεγραμμένου εις αύτήν κυλίνδρου, όταν αΐ προ- 
βάλλουσαι συναντούν τόν άξονα τοΰ κυλίνδρου καί είναι κάθετοι έπ’ 
αύιόν. 

Επειδή αΐ άντίστοιχοι σφαιρικαϊ καί κυλινδρικοί ζώναι εΤν^.. 
Ιοοδύναμοι, ώς Ισοϋψείς. Οϋτω διατυποΟται τό κύριον θεώρημα 
τοΟ Άρχιμήδους - έξ αύτοΟ μεταβαίνομεν εύκόλως εις τήν κατω¬ 
τέρω βασικήν διατύπωσιν: 

1928 ί. Πάσα σφαιρική επιφάνεια ΑΒΓ... προβάλλεται κατ' Ισοδύ¬ 
ναμον έπιφάνειαν Α’Β'Γ'... έπί έπιπέδου έφαπτομένου τής σφαίρας, δταν 
έκαστον σημείον Α, Β, Γ... τής έπιφανείας τής σφαίρας προβάλλεται έπί 
τοΰ έφαπτομένου έπιπέδου είς Α', Β’, Γ'... διά κυκλικών τόξων ΑΑ', 
ΒΒ'... έχόντων ιός κοινόν κέντρον τό σημείον επαφής Ρ. 

θεωρήσωμεν έπί τής σφαίρας σφαιρικήν ζώνην μέ μίαν βά- 
σιν, Εχουσαν τό σημείον Ρ ώς κορυφήν καί ΡΑ ώς χορδήν τοΰ 
παράγοντος αύτήν τόξου. Ή έπιφάνεια τής ζώνης είναι π (ΑΡ) 8 καί 
ή τοΟ κύκλου (Ρ, ΡΑ'= ΡΑ) ίση πρός αυτήν = π (ΡΑ') 8 — π (ΡΑ) 8 . 

1928 τ. Πάσα σφαιρική έπιφάνεια ΑΒΓ... προβάλλεται κατ' Ισοδύ¬ 
ναμον έπιφάνειαν Λ’ΒΤ'... έπί περιγεγραμμένου είς τήν σφαίραν κώνου, 
όταν έκαστον σημείον Α, Β, Γ... προβάλλεται έπί τής κωνικής έπιφα¬ 
νείας διά κυκλικών τόξων ΑΑ', ΒΒ’... , έχόντων κέντρον τήν κορυφήν 
Κ τοΰ κώνου. 

(Βλ. Μα(Ηε$ί3, 1905, σ. 203, δρθρον τοΟ Ο.Ε. ΐνεείεείε). 

Παρατήρησις. Τά θεωρήματα §§ 1928 β καί γ είναι είδικαί περι¬ 
πτώσεις, πάλαι γνωσταί, τοϋ θεωοήιιατος τής § 192Θ δ. Ιδού ή γε- 
νίκευσις τούτου: 


1928 ζ. Πάσα σφαιρική έπιφάνεια ΑΒΓ... έχει σταθερόν λόγον πρός 
τήν προβολήν της Α'Β'Γ'... έπί κώνου έκ περιστροφής, τοΰ όποιου ό 
άξων διέρχεται διά τοΰ κέντρου τής σφαίρας, δταν τά σημεία αυτής 



Α, Β, Γ... προβάλλωνται είς Α', Β', Γ' διά 
κυκλικών τόξων έχόντων κοινόν κέντρον τήν 
κορυφήν Κ τοΰ κώνου. (Μα,ΙΗε «*, αύτ.). 

θεώρημα 784 

1929. Είς τό κανονικόν τετράεδρον, ή άκτίς 
τής Εφαπτομένης τών έξ ακμών σφαίρας είναι 
μέση άνάλογος τών άχτίνων τής Εγγεγραμμέ¬ 
νης καί τής περιγεγραμμένης είς τό τετράεδρον 
σφαίρας. (Οοείοτ, Ν. Α., 1874, σ. 568). 


* χ · Έστω Ο τό κέντρον τοΟ τετραέδρου. 

ΤοΟτο είναι κοινόν, προφανώς, κέντρον 
.ών τριών Θεωρουμένων σφαιρών, μέ άκτϊνας ΟΑ διά τήν περί- 
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γεγραμμένην, Οθ διά τήν έγγεγραμμένην καί ΟΕ διά τήν έφα- 
πτομένην τών άκμών· έπειδή ή εόθεια ΟΕ = ΟΚ, είναι κάθετος 
έπί τήν ΒΓ καί δή είς τό μέσον αύχής. 

Έκ τών όμοίων όρθογωνίων τριγώνων ΟΑΚ καί ΟΕΘ. λαμ- 
βάνομεν 


ΟΑ _ ΟΚ _ ΟΕ_ 
ΟΕ “ Οθ' ~ Οθ 


ΟΑ . Οθ = ΟΕ’. 


Θιώρημα τοϋ Ουτναπιΐι 764—I 

1929 α. Ή άπόστασις δ τών κέντρων τής εγγεγραμμένης καί τής 
περιγεγραμμένης ε(ς τετράεδρον σφαίρας δίδονται ύπό τον τύπου 

δ·=(Κ — ρ)»- 4ρ\ (α) 

Διά τήν παρεγγεγραμμένην είς τό τετράεδρον καί εις τήν στε¬ 
ρεόν γωνίαν Α αύτοΟ, θά είναι 

δ> α = (Η. + Ρ« )* ~ 4 Ρ 9 » · (Ρ) 

{Ατι. ά. (χενη τόμ. XIV, 1823— 1824, σ. 56). 

θιώρημα 766 

1930. Έστω σφαίρα έχουσα χέντρον Ο καί θεωρήσωμεν μεταβλητήν 
σφαίραν διερχομένην διά τοϋ σημείου Ο. 

Δείξατε ότι, οΐαδήποτε καί άν είναι ή άκτίς 
ρ τής δευτέρας σφαίρας, ή υπό τής πρώ¬ 
της σφαίρας άποτεμνομένη έπί τής δευτέ- 
ρας σφαιρική ζώνη έχει σταθερόν έμβα- 
δόν. (Ν. Α., 1851). 

"Εστω α ή άκτίς τής δοθείσής σφαί¬ 
ρας, Γ τό κέντρον τής δευτέρας σφαί¬ 
ρας. θά είναι 

0Δ = 20Γ = 2ρ. 

Επειδή 

σφ. ζώνη ΑΟΒ = 2πρ.ΟΗ, 

θά πρέπει νά ύπολογίσωμεν τό Οψος 
ΟΗ τής ζώνης ταύτης. 

Έκ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΟΑΔ 
λαμβάνομεν: 

ΟΔ . ΟΗ = ΟΑ> = α 8 ή 2ρ.ΟΗ = α». 

"Αρα: σφ. ζώνη ΑΟΒ = πα* = σταθ. 

"Η: Ή άηοτεμνομένη σφαιρική ζώνη είναι Ισοδύναμος προς μίγιστρν 
κύκλον τής σταθερά; σφαίρας ή Ισοδύναμος προς τήν επιφάνβιαν τής σφαί¬ 
ρας μέ διάμετρον τήν αχτίνα τής σταθερά;. 

θιώρημα 766—1 

1991. Δίδονται δύο όμόχεντροι σφαίραν μέ «Ικτίνος α καί β (α > β). 
Έπί πόσης σφαίρας διερχομένης διά τού κέντρου τών δύο πρώτων, όρί- 
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ζεται ΰπ* αυτών σφαιρική ζώνη μέ δύο βάσεις, τής όποιας τό έμβαδόν 
είναι σταθερόν, οΐαδήποτε καί άν είναι ή άκτίς τής μεταβλητής σφαίρας. 

Επειδή: 

σφαιρική ζώνη = π (α’ — β·). 
θτώρημα τον ΜαοΙαυήη 766 

1932. Ό όγκος σφαιρικού τμήματος είναι (σος πρός τόν όγκον κυ¬ 
λίνδρου, Ισοϋψούς πρός τό τμήμα καί όχοντος 
βάσιν τομήν τής σφαίρας ίσον άπέχουσαν χών 
βάσεων τοΰ τμήματος, ήλαττωμένον κατά τόν 
ήμισυ όγκον τής σφαίρας μέ διάμετρον τό ύψος 
τού τμήματος. 

Έστωσαν μ, ν αί άκτΐνες τών βάσεων 
τοΟ τμήματος, σ ή.άκτίς τής μέσης τομής, ι> 
τό ύψος καί ρ ή άκτίς τής σφαίρας. 

Μεταξύ τών μηκών μ, ν, σ καί υ ύφίστα- 
ται ή σχέσις (§ 1449): 

μ* + ν* = 2 σ* — 2. 

Ό γνωστός τύπος τοΟ Ογκου σφαιρικοί} τμήματος 

V =-|-πυ*+-^πυ (μ* + ν’), 

γράφεται διαδοχικώς 

V = -1 πυ* + \ ™ ( 2 σ’ ~ 2 . -^) = 

= -ί- πυ* 4- πσ*υ-— πυ* = 

ο 4 

= πσ’υ — γί- πυ*. "Ο. ί. 6. 

Παρατήρησα. Έάν αί βάσεις τοΟ τμήματος Ισον άπέχουν τοΟ 
κέντρου, δηλ. έάνσ = ρ, λαμβάνομεν: 

V = πρ*υ — ~ πυ*· 

καί έάν πρός τούτοις υ = 2 ρ, 

ν = πρ*.2ρ- ΐ 1-π.(2ρ)· = -1πρ·, 

δηλ. τόν Ογκον τής σφαίρας. 

θτώρημα 7ΘΘ—I 

.1 

1932 α. Είς δύο τυχούσας σφαίρας, τά Ισοϋψή κα'Ι τής αύτής, μέσης 
τομής σφαιρικά τμήματα «Ιναι Ισοδύναμα. 

Επειδή ό προηγούμενος τύπος είναι άνεξάρτητος τής άκτΊνος 
τής σφαίρας. 



Ϊϊ. 1237· 
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1033 η, Σημτίαχιις. "Αλλη άχΑΛοιξα τον Αιωρήματος τον ΜαοΙαχιήη 
1932). ”Όΐαν καταφεύγωμεν εις τόν "Ολοκληρωτικόν Λογισμόν 
ά τόν Απολογισμόν τοΟ όγκου δοθέντος στερεοΟ, συνηθίζομεν νΑ 
τοιτοθετοΟμεν τήν Αρχήν τών Αξόνων τών συντεταγμένων είς τό κέν- 
τρρν τοΟ' στερεοΟ (Οταν ύπάρχη τοΟτο) ή είς τήν κορυφήν ένός 
μεσημβρινοΟ. ΔιΑ τήν σφαίραν λ. χ., ΑναχωροΟμεν έκ τής έξισώ- 
σεως χ*-{-ν , = ρ* (ένός μεγίστου κύκλου (Γ)-αΰτής) καί λαμβά- 
νομεν τόν Ογκον ένός σφαιρικοΟ τμήματος, τοΟ όποιου μία βόσις 
διέρχεται διά τού κέντρου. "Ακολούθως καί τή βοηθείςι Αλγεβρι¬ 
κών Απολογισμών, κατα τό μάλλον ή ήττον έπιπόνων, Αναγόμεθα 
είς-τό σφαιρικόν τμήμα μέ δύο τυχούσας βάσεις, θεωροΟντες αύιό 
ώς τό Αθροισμα ή τήν διαφοράν δύο σφαιρικών τμημάτων μέ. κοι¬ 
νήν βΑοτν τόν κύκλον (Γ). 

Ή, άναχωρούντες έκ τής έξισώσεως χ' + γ’ — 2ρχ = 0 (ή Αρχή 
Ο τών Αξόνων έχτέ περιφέρειας μεγίστου πάλιν κύκλου, ό Αξων 
ΟΧ κατά ’διάμετρον αύτοΟ), φθάνομεν πάλιν εις τόν τύπον τοΟ 
σφαιρικού τμήματος μέ δύο βάσεις καί Ακολούθως είς τόν τύπον 
τοΟ τυχόντος σφαιρικού τμή¬ 
ματος, θεωρούντες αύτό ώς 
διαφοράν δύο τμημάτων μέ 
μίαν βάσιν. 

Ό ταχύτερος πάντως 
τρόπος ύπολογισβοΟ τού 
Ογκου τού τυχόντος σφαιρ. 
τμήματος είναι δ άπ" εή- 
θείας, συναρτήσει τού ύ¬ 
ψους καί τής μέσης αύτοΟ 
τομής· κατόπιν, δι' Απλών 
πάντοτε μετασχηματισμών, 
δυνάμεθα νά εΟρωμεν τόν 
τύπον συναρτήσει τών βά¬ 
σεων κλπ. 

Ιοψ Παράβιτγμα. "Έστω 
Οτι ζητείται ό Ογκος σφαι¬ 
ρικού τμήματος μέ δύο τυ¬ 
χούσας βάσεις καί μέ δια¬ 
μέτρους (σχ. 1237 α) τάς ΑΑ' και ΒΒ'. *■ 

"Η έξίσωσις τού μεσημβρινού ΒΑ Α’Β', διά Αρχήν Αξόν,ων Ο τό 
μέσον τού ύψους, πρ = δ, είναι 

(χ-λ)» + 7 > = ρ» ή 7 » = ρ·-7ι»-|-2λχ-χ·, (1) 

Οπου ΚΟ==λ είναι ή Απόστασις τού κέντρου τού μεσημβρινού 
Από τής Αρχής Ο. 

Διά χ = 0 λάμβάνομεν : 

. 7 » = σ· = ρ· - λ», 

δηλ. τό τετράγωνον τής άκτίνος τής μέσης τομής ΜΜ'. 

Τό έμβαδόν τής τυχούσης τομής ΤΤ'(χ) είναι 

πγ· = π (ρ» — λ* 4-2λχ.- χ») — π (σ· +2 λχ - χ») 



1Μ7 α 


( 2 ) 
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καί ό δγκυς τοΟ σφαιρικού τμήματος ΑΑ'Β'Β τό ώρισμένον άλο- 
κλήρωμα 

Ιι Κ 

2 2 


π νΜχ = π^ (σ’ -)- 


_ Ιϊ 

2 Τ’ 


2 λχ — χ’) άχ. 


Μία παράγουσα τής όλοκληρωτέας συναρτήσεως είναι ή 

π((σ*χ+λχ*-^) (3) 

καί έπομένως : 

V = ^σ*χ + λχ* — ^ ■ 

2 

ή, μετά τάς πράξεις, 

ν = ”(«■'■-τϊ)· >“ 

δηλ. ό γνωστός τύπος τής § 1932. Έκ τούτου Επεται εύκόλως ό 
τύπος τοΟ βγκου συναρτήσει τών βάσεων κλπ.' τοΰ τμήματος. 

2ον Παράδειγμα. Υπολογισμός τοΰ δγχον τμήματος (με δύο βάσεις) 
διχώνου νπερβολοειδονς, ααραγομένον διά στροφής τής υπερβολής χ 3 — γ*=α* 
περί τον πρωτεύοντα άξονα αυτής. 

"Η έξίσωσις τού μεσημβρινού τού στερεού, διά άρχήν άξόνων 
πάλιν τό μέσον τού ύψους Ιι τού τμήματος, .είναι 

ν , = χ· + 2λχ+λ , -α>. 

(δπου λ = άπόστασις κέντρου μεσημβρινού άπό τής άρχής Ο > α). 
Διά χ = 0 λαμβάνομεν ώμοίως 

7 » = σ· = λ» — α\ 

δηλ. τό τετράγωνον τής άκτϊνος τής μέσης τομής. 

Τό έμβίχδόν τής τυχούσης τομής (χ) είναι 

πγ* = π (χ’ + ? λχ -+■ σ’), 
καί ό όγκος τοΟ τμήματος : 

ΐ_ 

» « 

V = ιι^γ’άχ = π^*(χ· “Γ δ λχ + Ρ’) <1* = 
ϊ _ κ_ 

“Τ 2 

=π ^ + λχ*-(-σ*χ^ · 
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Μετά τάς πράξεις εόρίσκομεν: 

ν=π[ο·1ι+^]. (5) 

Παρατήρησή. 'Ο Λγκος τοΟ τμήματος μέ δύο βάσεις Ενός Ισο¬ 
πλεύρου έκ περιστροφής μονοχώνου ύπερβολοειδοΰς, δίδεται ύπό 
τοΟ (δίου τύπου (5), καθώς καί δ Αγκος κολούρου κώνου, τοΟ 
όποίου αΐ γενέτειραι Εχουν κλίσιν πρός τόν Αξονα 45·. Έκ τού¬ 
των συμπεραίνομεν, βτι τμήματα ■ τών δύο τούτων στερεών είναι 
Ισοδύναμα, έάν ταΟτα είναι Ισοϋψή καί Εχουν Ισοδυνάμους 
μέσας τομάς. (Αρρβηάτσε αηχ Εχβτϋϊσβί άβ Οέοηχέίτίβ, η® 848). 

θεώρημα 767 

1934, Έάν δρθογώνιον καί ισοσκελές τρίγωνον περιστροφή περί 
εύθεΐαν παράλληλον πρός τήν υποτείνουσαν αϋτοδ καί διερχομένην διά 
τής κορυφής τής ορθής γωνίας, τό παραγόμενον στερεόν είναι ισοδύνα¬ 
μον πρός τήν σφαίραν μέ διάμετρον τήν υποτείνουσαν τοΰ τριγώνου. 

1) Είναι άπλή συνέπεια τοϋ Θεωρήματος έν Ο., η® 583. 

2) Άποδεικνύεται έπίσης διά τοϋ Θεωρήματος τών Πάππου — 
Οαΐάϊη. (Ο., η® 904). 

3) Ό Ανωτέρω Αγκος συνάγεται καί έκ τοϋ βγκου τοϋ στερεοϋ, 
τοϋ παραγομένου διά περιστροφής υπερβολικοί) τμήματος περί 
τόν μή διαπερώντα τήν καμπύλην άξονα αύτής. (Ο., η® 978). 

1935 α· Συμπληρώματα επί τον θεωρήματος τον Άρχιμήδους. ΑΙ στοι¬ 
χειώδεις Αποδείξεις τάς όποίας έδώσαμεν κατέστησαν κοινόν 
κτήμα καί- συνεπλήρωσαν έπιτυχώς τό θεώρημα τοΰ Άρχιμήδους, τό 
σχετικόν πρός τήν σφαίραν καί τόν περιγεγραμμένον εις αύτήν 
κύλινδρον. 

ΟΟτω, διά τό τυχόν σφαιρικόν τμήμα : 

1) Ή ζώνη αύτοϋ είναι Ισοδύναμος πρός τήν Αντίστοιχον κυ¬ 
λινδρικήν ζώνην. 

2) Έκάστη βάσις τοϋ τμήματος είναι ισοδύναμος πρός τήν βά- 
<πν τοϋ κυλίνδρου, ήλαττωμένην κατά τήν Αντίστοιχον τομήν τοϋ 
διχώνου κώνου, τοϋ έγγραφομένου είς τόν κύλινδρον. 

3) Τό σφαιρικόν τμήμα είναι Ισοδύναμον πρός τό Ισοϋψές κυ¬ 
λινδρικόν τμήμα, ήλαττωμένον κατά τόν Αντίστοιχον κόλουρον 
κώνον (ΐφώτου ή δευτέρου είδους] ( ιβΒ ). 

Παρά τήν Ακραν Απλότητα τών Αποδείξεων τών προτάσεων 
τούτων, Θά πρέπει νά άναγνωρισθή Ατι αδται Εμφανίζονται ώς 
άχλαΐ συνέχεται τών τύπων οϋς λαμβάνομεν διά τοϋ όλοκληρώτικοϋ 
λογισμοΟ. 

Παράδειγμα. Διά τό σφαιρικόν τμήμα τοϋ όποίου μία βάσις είναι 
μέγιστος τής σφαίρας κύκλος, ή τομή αύτοϋ είς άπόστασιν χ Από 
τοϋ κέντρου Εχει Εμβαδόν 

πγ> = π (ρ» — χ») 


106. 21 η μ. μετ. Κώνος δευτέρου «Γόου; είναι τμήμα διχώνου κώνου 
μεταξύ 8ύο παραλλήλων καί Εκατέρωθεν τής κορυφής τοΰ χψνου τομών 
«ΰτοδ ΑΒ, Γ4. Άν ϋ'είναι ή άπάστασις τών τομών καί Β, Β' τά έμβα&ά 

τβν ν 4 δγκος τοΰ στερεοϋ τούτου· είναι V = -—- υ [Β -(-Β' —") ΒΒ' ]. 



1008 


καί επομένως 


= π]*(Ρ 2 - > 


χ’) Οχ = πρ 3 1ι --_ — 


πίΛ* 

3 


πρ 3 8 είναι 6 δγκος τού Ισοϋψούς 
τμήματος, —πΐι* δέ είναι 


πρός τό σφ. μήμα κυλινδρικού 

^-^ - ..*» ~~ -.ναι ό δγκος Ισοϋψούς έπίσης 

πρός τό τμήμα κώνου καί ίχοντος άκτ'να βάσεως δ — δηλαδή, ώς 
έκ τού σχήματος άμέσως ψαΐνεται, τμήμα του διχώνου Κώνου τού 
Εγγεγραμμένου είς τόν περιγεγραμμένον είς τήν σφαίραν κύλινδρον. 
Διά τμήμα τυχόντος Ελλειψοειδούς, λαμβάνομεν : 

¥(—τ)· 


V : 


δπου α, β, γ οΐ ήμιάξονες τού στερεού καί αΐ βάσεις τού τμήμα¬ 
τος κάθετοι Επί τόν άξονα 2α περιστροφής, —ρ- ·α 3 1ι = πβγδ είναι 

καί πάλιν ό δγκος τού Ισοϋψούς κυλινδρικού τμήματος καί 

ό δγκοςτού Ισοϋψούς κωνικού τμήματος. 

Διά τά ύπερβολοειδή Εχομεν άναλόγους τύπους 


Θεώρημα 767—1 

1936 β. Ό όγκος τοΰ στερεού τού παραγομένου διά τής χινήσεως 
εύθυγράμμου τμήματος ΓΔ (σχ. 1237 β) μήκους λ, τοΰ όποιου τά άκρα 



γράφουν δυο ευθείας ΑΧ, ΒΥ, ασυμβάτους, δρθογωνίους καί έχούσας 

λΥίΓ 

άπ’ άλλήλων άπόοτασιν ΑΒ = 2ρ = —^— ( 107 )> είναι ίσος πρός τόν δγχον 
τής σφαίρας μέ διάμετρον ΑΒ. 

ΓΔ 

107. ϊ η μ. μ ε τ. Καί όχι ώς Εν τώ χειμένφ — · 
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Αρκεί νά άποδειχθοΟν Τσάι αΐ τομαί ύπό παραλλήλων έπιπέ- 
δων τής έν λόγω σφαίρας καί τής έπιφανείας (8), τής παραγομέ- 
νης ύπό' τής κινητής εύθείας ί 10 *). 

Πάσα τομή τής έπιφανείας (8) είναι έλλειψις (Ε), μέ ήμιάξονας 

α = μ'Γ = ρ - Η. β = μ’Γ'= ρ + Η, 

δπου Η ή άπόστασις τής τομής (Ε) άπό τοΰ μέσου Ο τής ΑΒ ( ,ίΒ ). 
' Επομένως : 

έμβαδόν έλλείψεως (Ε) = παβ = π (ρ* — Η*). 

*Η άντίστοιχος τής (Ε) τομή (Κ) τής σφαίρας έχει άκτίνα 
Ϋρ’ — ΐι* . "Αρα : 

έμβαδόν περίφερείας (Κ) = π (ρ' — δ Β ), 
ήτοι αί τομαί (Ε) καί (Κ) είναι Ισοδύναμοι. 


Έγγραφή καί &έσν_ 

θ κόρη μα 768 

1936. ΕΙς παν όρθόν τριγωνικόν πρίσμα, βύναται νά έγγραφή καί 
νά περιγραφή κύλινδρος έκ περιστροφής. 

Πράγματι, εις έκάστην τών βάσεων τοΟ πρίσματος δύνανται 
νά έγγραφοϋν ή νά περιγραφοΟν περιφέρειαι Τσάι καί παράλληλοι. 
ΟΙ κύλινδροι μέ όδηγών τήν μίαν τών περιφερειών τούτων καί γε- 
νετείρας παραλλήλους πρός τάς παραπλεύρους τοΟ πρίσματος 
άκμάς εΤναι προφανώς οί έν τή έκφωνήσει άναφερόμενοι. 

θιώρημα 768—1 

1937. Δοθέντων τριών έπιπέδων, τεμνρμένων άνά δύο καί παραλ¬ 
λήλων πρός τήν αυτήν εύθτίαν, υπάρχουν τέσσαρες κυκλικοί κύλινδροι 
έφαπτόμενοι αύτών. 

Πράγματι, τά τρία ταΟτα έπίπεδα δύνανται νά ΘεωρηΘοΟν ώς 
αί παράπλευροι βδραι ένός όρθοΟ τριγωνικοΟ πρίσματος, μέ βάσιν 


108. Σ η μ. μ · τ. Επειδή οί Αντίστοιχοι στοιχειώδεις Ισοϋψείς κύ¬ 

λινδροι θά είναι Ισοδύναμοι καί τά Αντίστοιχα δρια όλοκληρώαεως τΑ 
αύτά Ο... 2 ρ. , 

109. £ η μ. μ ε τ. Επειδή ή τομή αύτη ΘΑ τέμνη τήν εύθεΤα ΓΔ ·1{ 
σταθερόν σημεΐον Μ .καί ή καμπύλη ( Ε) (σχ. 1297 6· τό σημεΐόν μ’ ήτ:. 
τής ΔΓ* είναι μ) ΘΑ είναι Ιση πρός τήν γραφομένην έγ τφ έπιπέδφ ΔΒΓ 
υπό τής προβολής μ τού Η έπ' αδτό. Αλλά τό μήχο’ς ΛΓ' είναι σταθε^ν 
(Ισον πρός 2 ρ, ένεκα τού Ισοσκελούς όρθογωνίου τριγώνου ΔΓ Γ), τό αη 
μεΐον μ σταθερόν έπίσης σημεΐον έπ' αύτού—καί κατά στοιχειώδη π, 

σιν τής'λν. Γεωμετρίας, τό σημεΐον μ ΘΑ γράφει έλλείψιν μέ ήμιάϊονμς, 

α =τ μΓ'— 14μ = μ Γ, β = μΔ = Μμ = μ'Γ', 
βπου μ' ή προβολή τού έπΐ τήν ΓΓ . 

Άρα: α4-6 = μ'Γ+μ'Γ:=ΑΓΓ’ = 2ρ. 

ΓηομΜίρΙα 64 
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κάθετον τομήν (Κ) τών τριών έπιπέδων. ΟΙ κύλινδροι μέ όδηγοΰς 
τάς τέσσαρας περιφερείας, αϊτινες έγγράφονται είς τό τρίγωνον 
(Κ), καί γενετείρας παραλλήλους πρός τήν κοινήν διεύθυνσιν τών 
δοθέντων έπιπέδων, είναι προφανώς οΐ έν τη έκφωνήσει άνα- 
φερόμενοι. 

I Θεώρημα 769 

1938. ΕΙς πάσαν τρίεδρον γωνίαν έγγράφεται καί περιγράφεται κώ¬ 
νος έκ περιστροφής. 

Διά τό πρώτον πρόβλημα, άρκεί να άχθη ή κοινή τομή ΚΙ τών 
διχοτομούνταν έπιπέδων τάς διέδρους τής γωνίας Κ καί νά άχθη 
Επίπεδον ΑΒΓ κάθετον έπί τήν ΚΙ. Ή Εγγεγραμμένη περιφέρεια 
εις τό τρίγωνον τούτο είναι ή όδηγός του ζητουμένο.υ κώνου μέ 
κορυφήν Κ. 

Διά τό δεύτερον, λαμβάνομεν έπί τών άκμών Τσα μήκη Κλ, 
ΚΒ, ΚΓ καί περιγράφομεν περιφέρειαν εις τό τρίγωνον ΑΒΓ. Αΰτη 
είναι ή όδηγός τοΟ ζητουμένου περιγεγραμμένου κώνου μέ κο¬ 
ρυφήν Κ. 

θεώρημα 770 

1939. Διά τριών ευθειών διερχομένων διά τοϋ αΰτοϋ σημείου καί 
μή κειμένων έν τφ αύτφ έπιπέδφ, διέρχονται τέσσαρες κώνοι έκ περι¬ 
στροφής μέ δύο χώνας έκαστος. 

Επειδή αί τρεις αδται εύθεΐαι μετά τών προεκτάσεων των 
σχηματίζουν, άνά δύο, τρία έπίπεδα καί όκτώ στερεάς γωνίας, 
κατά κορυφήν άνά δΰο. ΟΙ περιγεγραμμένοι κώνοι μέ δύο χώνας 
είς έκαστον ζεΟγος κατά κορυφήν τριέδρων είναι οι έν τή έκφω- 
νήσει άναφερόμενοι. 

1940. Παρατήρησις. Πλεΐστα τών θεωρημάτων έπί τών τριγώνων 
Εχουν τά άνάλογά των είς τά τρίεδρα. Ή περιφέρεια των εννέα ση¬ 
μείων λ. χ. είς τρίγωνον άντιστοιχεΐ είς κώνον διερχόμενον διά έν- 
νέα ώρισμένων εύθειών έπί τών εδρών τοΟ τριέδρου. 

Θεώρημα 771 


1941. Διά τεσσάρων σημείων Α, Β, Γ, Δ μή κειμένων έν τφ „_.φ 
έπιπέδφ, διέρχεται σφαίρα καί μία μόνον. 


α 



Σϋ. 123$ 


Τά δοθέντα σημεία όρίζουν δύο 
τρίγωνα, ΑΒΓ καί ΑΓΔ. Διά τών ση¬ 
μείων Ε, Ζ, θ, μέσων τών διά τού Α 
πλευρών τών τριγώνων τούτων, φέρο- 
μεν τάς ΕΗ, ΘΗ καί ΕΙ, ΖΙ καθέτους 
έπ' αύτάς καί είς τά άντίστοιχα έπί¬ 
πεδα κειμένας, ώς καί τάς εύθείας 
ΗΝ, ΙΜ καθέτους έπί τά έπίπεδα 


ταΟτα. Επειδή τά σημεία Η καί I είναι 
τά κένέρα τών περιφερειών ΑΒΓ καί ΑΓΔ, αί άχθεΐσαι τελευταίοι 
κάθετοίΐϋναι οι τόποι τών κέντρων τών σφαιρών τών διερχομένων 
διά τώνύβημείων Α, Β, Γ καί Α, Γ, Δ, άντιστοίχως. 

Οί τά*οε οδτοι τέμνονται είς σημείου Ο. Πράγματι, τό έπίπε¬ 
δον ΙΕΗ*ί$9'αι προφανώς κάθετον έπί τήν ΑΓ, άρα καί έπί τά δΓ 
αύτής διερχόμενα έπίπεδα ΑΓΒ καί ΑΓΔ. Περιέχει Επομένως τάς 
έπ* αότά καθέτους ΗΝ καί ΙΜ. 
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"Επειδή 6έ αΐ έν τώ αύτώ έπιπέδω κείμεναι εύθεΐαι αδται τέ- 
μνονται—άλλως τά τέσσαρα σημεία Α, Β, Γ, Δ θά έκειντο έν τφ 
αύτφ έπιπέδω — έπεται δτι τό κοινόν αύτών σημεΐον Ο είναι τό 
κέντρον τής διά τών σημείων Α, Β, Γ, Δ διερχομένης σφαίρας. 

2) Επειδή ή ευθεία ΗΝ είναι ό τόπος τών σημείων τών ίσον 
άπεχόντων άπό τά Α, Β, Γ καί ή ευθεία 1Μ ό τόπος τών σημείων 
τών ίσων άπεχόντων άπό τά Α, Γ, Δ. τό κοινόν αύτών σημεΐον Ο 
είναι τό μόνον δι’ δ ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ — ΟΔ. 

"Επομένως... 

1942. Παρατηρήσεις. 1) Τά τέσσαρα σημεία Α, Β, Γ, Δ δύνανται 
νά θεωρηθούν ώς κορυφαί τετραέδρου. Άρα : ΕΙς ιό τυχόν τετράε¬ 
δρον ηεριγράφεται σφαίρα καί μίαν μόνοι·. 

2) Αί άνάλογοι τών ΗΝ καί ΙΜ ευθειών, αΐ άγόμεναι έπΐ τάς 
άλλας έδρας τοΟ τετραέδρου, διέρχονται διά τοΟ ίδίου σημείου Ο. 
"Επομένως : 

ΕΙ: πάν τετράεδρον, αί κά&ετοι επί τάς έδρας εις τά κέντρα των κερι- 
γεγραμμένων είς αντάς περιφερειών διέρχονται διά το» αντον σημείου. 

θεώρημα 772 

1943. Είς παν τετράεδρον έγγράφεται σφαίρα. 

Τό κέντρον ταότης είναι τό κοινόν σημεΐον τών ϊζ διχοτομούν- 
των έπιπέδων τάς διέδρους τοΟ τετραέδρου (§ 1833). 

"Επειδή τό σημεΐον τούτο ίσον άπέχει τών έξ έδρών, ή 
σφαίρα μέ κέντρον αυτό καί άκτϊνα 'τήν άπόστασίν του άπό τής 
τυχούσης έδρας θά έφάπτεται καί τών έζ έδρών. 

θεώρημα 772—I 

1943 α. "Εάν είς τετράεδρον τά αθροίσματα αντικειμένων ακμών 
είναι τά αύτά, αΐ έγγεγραμμέναι περιφέρεται εις τάς εξ έδρας ανήκουν 
είς τήν αϋτήν, έφαπτομένην τών εξ άχμών, σφαίραν. ( Α. ά. Οβνρ., τόμ. 
V, 1814- 15, σ. 304, πρόβλημα II, ]. - Β. Οιιιταηάε). 

"Επειδή, λόγω τής τεθείσης συνθήκης, αί περιφέρειαι αδται 
έφάπτονται, άνά δυο, έκάστης άκμής είς τό αύτά σημεΐον - αί 
κάθετοι έπομένως είς τά κέντρα αύτών έπί τάς άντιστοίχους 
έδρας τέμνονται άνά δύο, κλπ. 

θεώρημα 773 

1944. Δύο σφαΐραι δύνανται νά έχουν πρός άλλήλας πέντε διαφό¬ 
ρους θέσεις. Δι’ έκάστην θέοιν, αί συνθήχαι διά τάς ακτίνας καί τήν 
διάχεντρον είναι αί ίδιαι, ώς χαί διά δύο περίφερείας. 

Πράγματι, διά περιστροφής δύο περιφερειών, είς μίαν τυχοο- 
σαν Θέσιν αύτών, περί τήν διάκεντρον, παράγονται δύο σφαΐραι 
είς άντίστοιχον θέσιν έκείνης τών δύο περιφερειών κείμενοι. 

θεώρημα 774 

1945. "Εάν τρεις σφαΐραι τέμνωνται άνά δύο, τά έπίπεδα τομής 
διέρχονται διά τής αυτής εύθείας, καθέτου έπί τό διαχεντρικόν τών 
τριών σφαιρών έπίπεδον. 
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Πράγματι, τό Επίπεδον τοΰτο Π τέμνει τάς τρεις σφαίρας κατά 
τρεις μεγίστους κύκλους αύτών καί τών όποίων σί κοιναί χορδσϊ 
διέρχονται διά τοΟ αύτοΟ σημείου Ρ. Έάν δέ διά τών τριών χορ¬ 
δών φέρωμεν Επίπεδα κάθετα έπί τό διακεντρικόν Επίπεδον, λαμ- 
βάνομεν τά τρία Επίπεδα τομής τών σφαιρών- ταΟτα θά τέμνων- 
ται κατά τήν διά τοΰ Ρ κάθετον εύθεΐαν έπί τό Π. 

ΙΙαοαιήρηοις . Τό κοινόν σημειον Ρ τών τριών χορδών είναι τ6 
ριζικόν κέντρον τών τριών περιφερειών. Τό άνωτέρω θεώρημα 6έν 
είναι παρά είδική περίπτωσις ένός γενικωτέρου. (Ο., η° 839, 4®). 

θεώρημα 774—1 

1945 α. Έστωσαν ΑΧ, ΒΥ δύο ασύμβατοι εύθεϊαι, ΑΒ ή κοινή αύ¬ 
τών κάθετος καί ΓΑ εΰθυγραμμον τμήμα σταθερού μήκους α, τού οποίον 
τά άκρα ολισθαίνουν έπί τών ευθειών ΑΧ, ΒΥ. δείξατε δτι ή περιγε- 
Υραμμένη σφαίρα είς τό τετράεδρον ΑΒΓΑ διατηρεί πάντοτε σταθερόν 
τήν ακτίνα. 

Έστω Ρ τό κέντρον τής έν λόγω σφαίρας, Κ, Λ τά μέσα τών 



ΒΓ, ΑΔ καί κέντρα τών περί τά όρθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ καί 
ΑΒΔ περιγεγραμμένων περιφερειών. Κατά τήν § 942, 2, τό σημειον 
Ρ είναι τομή τών καθέτων ΡΚ, ΡΛ έπί τάς Εδρας ΑβΓ καί ΑΒΔ. 

θεωρήοωμέν τά τετράπλευρον ΡΚΟΛ, τοΟ όποίου τό Επίπεδον 
είναι παράλληλον προφανώς πρός τάς ΑΧ, ΒΥ καί τέμνον τήν 
ΑΒ «ς τό μέσον αύτής Ο. “Αν Γ' είναι ή προβολή τοΟ σημείου Γ 
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έπί τό διά τής Βγ παράλληλον πρός τήν ΑΧ Επίπεδον (Π), έπειδή 
ΑΓ Α' Γ' βΛ 

ΟΚ = ^ — ■ ΟΛ — —, τά τρίγωνα ΔΒΓ' καί ΛΟΚ 

είναι δμοια καί ΛΚ = ΔΓ’ = Υα* — 4 Η 5 , δπου 2 5 = ΑΒ. 

"Επειδή δέ τό τρίγωνον ΔΒΓ' μεταβάλλεται είς τρόπον, ώστε 
ή μέν γωνία Β αότοϋ νά μένη άμετάβλητος, ή δέ άπέναντι αύτοϋ 
πλευρά ΔΓ' νά διατηρή σταθερόν μήκος, κατά τό θεώρημα τής 
§ 702 α, ή άκτίς τής περιγεγραμμένης είς αύτό περιφερείας μένει 
έπίσης σταθερά = λ. Ίο αύτό Επομένως θά συμβαίνη καί διά τό 
δμοιον πρός τό ΔΒΓ' τρίγωνον ΛΟΚ καί διά τό όποιον ή περιγε- 
γραμμένη είς αύτό περιφέρεια διέρχεται διά τοΟ Ρ — άφοΟ τό τε- 
τράπλευρον ΟΚΡΛ είναι δισορθογώνιον. 

Είναι άρα : Ο Ρ = λ 

καί Η'= άκτίς τής σφαίρας ΑΒΓΔ = ΡΑ=Ϋ λ- 1τ* , 
δηλαδή σταθερά. 

Παρατήρηαις. "Η περιβάλλουσα τών Ισων τούτων σφαιρών είναι 
4 ιπεΐρα, Εχουσα άκτΐνα τοΟ γενήτορος κύκλου ϊσην έπίσης πρός Κ. 

1θ45β . Σημείωσις. θεωρήσωμεν τήν πλέον ένδιαφέρουσαν πε· 
ρϊπτωσιν, καθ’ ήν αί εύθεϊαι ΑΧ, ΒΥ είναι όρθογώνιοι καί 
ΓΔ = (ΑΒ). | 2 (παρβ. σημείωσιν είς § 1935 β). 

"Εκαστον σημεΐον τής κινητής εύθείας ΓΔ γράφει Ελλειψιν έπί 
έπιπέδου παραλλήλου πρός τό τών ΑΧ, ΒΥ καί τής όποίας τό 
άθροισμα τών άξόνων είναι σταθερόν καί ίσον πρός ΑΒ. 

"Η παραγομένη Επιφάνεια έχει πολύ τό Ενδιαφέρον. (Εχενεϊααε 
Δε Οέοτπ. άειετίρϋνε, 4η Εκδ.. σ. 883 — 888, η" 9 1232, χ, τ, ζ). 

Τό περίγραμμα (οοοΙοοΓ ερρ&τεηΐ) τής Επιφάνειας Επί παντός 
έπιπέδου καθέτου έπί τήν ΑΒ είναι άατροειδής (§ 793 α)· έπί έπιπέ· 
δου καθέτου έπί τήν ΑΧ ή ΒΥ ζεύγος ευθειών καί έπί έπιπέδου πα¬ 
ραλλήλου πρός τήν ΑΒ καί πρός τό διχοτομούν Επίπεδον τήν γω¬ 
νίαν τών εύθειών ΑΧ, ΒΥ, ισόπλευρος υπερβολή. 

"Ο δγκος ό περιεχόμενος Εντός τής έπιφανείας τής παραγομέ- 
νης ύπό τής εύθείας ΓΔ είναι Ισος πρός τόν τής σφαίρας μέ διά¬ 
μετρον ΑΒ (§ 1935 β). 

2) "Η διατύπωσις τοΟ θεωρήματος τής 1945 α οίναι τοΟ ΟΙίο 
Βόεΐιίεη (1861) (ΜαΐΗείϊβ, 1901, σ. 272, η° 23). Οδτος δίδει καί τήν 
Ακόλουθον πρότασιν: 

1) Έόν είς δύο σταθερά σημεία Α, Β δοθείσης σφαίρας θεωρήαωμεν 
χορδάς ΑΓ, ΒΔ, καθέτους ίπί τήν ΑΒ καί αχηματιζούαας σταθερόν γω¬ 
νίαν πρός άίλήλας αλλά μεταβλητών διευθύνσεων [είς τά αντίστοιχα επίπεδά 
των], ή άπάαταοις τών άκρων Γ, Δ αίτών παραμένει σταθερά. 

Είς τήν περίπτωσιν αύτήν, τά σημεία Γ καί Δ γράφουν έπί τής 
σφαίρας κύκλους Ισους, παραλλήλους, καί κινοΟνται έπ" αύτών μέ 
τήν Ιδίαν ταχύτητα. "Επομένως, ή ευθεία Γ Δ παράγει κατά τήν 
κίνησιν ύπερβολοειδές έκ περιστροφής. 

Δυνάμεθα νά Εχωμεν καί τρίτην, άνάλογον τών προηγουμένων, 
ιτρότασιν: 

2) Έάν 6ύο εΰθεϊαι ΓΧ, ΔΥ στρέφωνται περί δύο σταθερά σημεία Γ 
χαί Δ είς τρόπον, ώστε ή γωνία των νά παραμίνρ σταθερά, καθώς καί ή 
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ι/.αχίστη ανιών άπόαιααις ΑΒ, ή σφαίρα ΑΒΓΔ ϋά ΰιαιηρι} μάνναν οχυ- 
&εραν ακτίνα. 

Παρατήρηαις. Έστω ΓΓ' μήκος τυχούσης διευθύνσεως ίσον πρός 
τήν έλαχίστην άιτόστσσιν ΑΒ = 2Η (Σχ. 1238 α). Έκ τοΟ σχήμα¬ 
τος γίνεται φανερόν δτι δν ΓΧ είναι τυχοΟσα ευθεία κάθετος έπί 
τήν ΓΓ', τό διά τής (σταθεράς) ΓΓ' άγόμενον έπίπεδον (Π) καί 
κάθετον έπί τήν (σταθερόν) ΓΓ' είναι παράλληλον πρός πάσας 
τάς εύθείας ΓΧ. 

Έστω ΓΒ παράλληλος τής ΓΧ έν τφ έπιπέδω τούτω καί ΔΥ 
εύθεΐα αύτοΟ σχηματίζουσα μετά τής Γ'Β γωνίαν φ. Επειδή ή 
ίλαχίστη άπόστασις τών εύθειών ΓΧ καί ΔΥ είναι προφανώς 
ΑΒ = 2ΐί καί ΔΓ = α, τό σχήμα ΑΒΓΔ είναι τό τής προτάσεως 
(§ 1945 α). 

"Οταν ή ευθεία ΑΓΧ στρέφεται περί τό Β διατηρουμένη κά¬ 
θετος πάντοτε έπί τήν ΓΓ', τό σημεϊον Β γράφει κ. τόξον διά τών 
Δ καί Γ' δεχόμενον γωνίαν φ, τό δέ κάθετον τμήμα ΑΒ=21ι 
έπί τό (Π) γράφει τήν παράπλευρον έπιφάνειαν τμήματος κυλιν¬ 
δρικής έπιφανείας. 

3) Μολονότι, είς τάς τρεις προγουμένας προτάσεις, ή εύθεΐα 
ΓΔ γράφει έκάστοτε διαφόρους έπιφανείας, ή άπόδειξις αύτών 
παραμένει πάντοτε ή Ιδία. 

Θεώρημα 775 


1946. Δίδονται σφαίρα (Γ) καί επίπεδον (Π). Δείξατε δτι αί σφαίραν 
μέ κέντρα τά σημεία Α τοϋ επιπέδου καί ακτίνας ίσας πρός τάς έκ 
τών σημείων τούτων έφαπτομένας τής σφαίρας διέρχονται διά σταθερού 
σημείου. (IV. Α., 1868, σ. 42, ΥϊΙίΟΓίο 8αηηι1ϊ). 

Αρκεί νά Θεωρήσωμεν μεσημβρινήν τομήν του οχήματος διά 

έπιπέδου διερχομένου διά τής 
καθέτου ΓΡ έκ τοΰ κέντρου Γ 
τής σφαίρας έπί τό έπίπεδον (Π). 
Επειδή, έάν τό θεώρημα είναι 
άληθές, τό κοινόν σημεϊον τών 
σφαιρών (Α) θά εΟρίσκεται, λόγω 
συμμετρίας, έπί τής καθέτου 
ταύτης. 

"Ας λάβωμεν λοιπόν ΡΜ=ΡΒ 
καί .ας δείζωμεν δτι διά τυχοΰ- 
σαν έφαπτομένην ΑΔ θά είναι 

ΑΜ — ΑΔ. 



"Ας θέσωμεν ΓΡ = α, ΓΒ = ρ· θά Ιχωμεν 
ΡΜ* -- ΡΒ 2 = α 5 - ρ» καί ΡΜ 2 + ΡΑ» = α 5 + ΡΑ» — ρ’, 
ή ΜΑ»= ΓΑ 2 — ρ 2 = ΑΔ 2 . 

Είναι έπομένως ΜΑ = ΔΑ καί ή σφαίρα (Α) μέ άκτίνα ΑΔ 
διέρχεται διά τοΰ σταθερού σημείου Μ. 

Παρατηρήσεις. 1) Ή εύθεΐα ΑΡ είναι ό ριζικός άξων τής περι¬ 
φέρειας ΓΔΒ καί τοϋ σημείου - περιφερείας (Μ, ρ = 0), τό δέ 
έπίπεδον (Π) τό ριζικόν έπίπεδον τής σφαίρας (Γ) καί τοϋ ση¬ 
μείου Μ. 
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2) Α1 σφαϊραι (Α) διέρχονται φυσικά καί διά τοΰ συμμετρικού 
Μ' τοΰ σημείου Μ πρός τό επίπεδον (Π). 

Θεώρημα 776 

1947. "Εν έξάεδρον είναι έγγράφιμον εις σφαίραν «'ίιαν αϊ ίδραι 
του είναι έγγράφιμα τετράπλευρα. 

θεωρήσωμεν δύο τών περιφερειών τών έδρών, τάς ΑΒΓΔ καί 
ΕΒΓΖ μέ κέντρα Μ, Ν άντιστοίχως. Α1 κά¬ 
θετοι εις τά Μ, Ν έπί τά έπίπεδα ΑΒΓΔ 
καί ΒΓΖΕ κεΐνται έπί τοΰ εις τό μέσον τής 
ΓΔ καί καθέτως έπ' αυτήν άγομένου έπιπέ- 
δου καί τέμνονται προφανώς είς τό κέντρον 
Ο σφαίρας (Σ), διερχομένης διά τών δυο θεω¬ 
ρουμένων περιφερειών (§ 1941). 

Ή τομή τής σφαίρας ταύτης καί τής έδρας 
ΔΓΖ, θά πρέπει νά περιέχη άναγκαίως καί 
τήν κορυφήν θ έπί τής έδρας ταύτης, ώς Τε¬ 
τάρτην κορυφήν έγγραψίμου τετράπλευρου, 
του όποιου τρεις κορυφαί κεΐνται ήδη έπί τής 
τομής ταύτης. Άναλόγως, καί ή κορυφή Η 
θά πρέπει όμοίως νά κεΐται έπί τής τομής τής σφαίρας (Σ) καί 
τής έδρας ΑΒΕ. 

"Ήτοι, ή σφαίρα (Σ) διέρχεται καί διά τών όκτώ κορυφών τοΰ 
έξαέδρου καί τούτο είναι έγγεγραμμένον είς αύτήν. 

Θεώρημα 776—I 

1947 α. "Εάν έκ τεσσάρων σφαιρών έκαστη έφάπιεται τών τριών 
άλλων, τά ες σημεία έ.ταφής κεΐνται έπί τής αυτής σφαίρας. 

(.4. ά. Οβτυοηιιρ, 1814-15, σ. 32 καί 301, }. - Β. Πιιττεητίε). 

Τό θεώρημα τοΟτο δέν διαφέρει τοΰ τής § 1943 α. 

Θεώρημα 777 

1948. Έάν έκίπεδον πολύγωνον είναι έγγεγραμμένον είς σφαίραν Ο. 
τά είς τάς χορυφάς τοΰ πολυγώνου έφαπτόμενα 
έπίπεδα τής σφαίρας τέμνονται είς τό αότό 
σημείον. 

"Εστω ΑΒΓΖ τό πολύγωνον καί Λ τό κέν-. 
τρον τής τομής τής σφαίρας (Ο) διά τοΟ έπι- 
πέδου του. Έάν Τ είναι ή τομή τής εύθείας 
ΟΛ καί τοΰ είς τό Α έφαπτομένου αυτής 
έπιπέδου, τά σημεία Ο, Τ, Α κεΐνται έπί τοΰ 
αύτοΰ διά τής ΟΤ μεσημβρινού έπιπέδου. 

Έκ τορ δρθογωνίου τριγώνου ΟΑΤ λαμ- 
βάνομεν 

ΟΤ. ΟΛ = ΟΑ·* - Κ 5 

*» °Τ=-θΧ = θτ αθ· 

Είναι *6ηλ. ή άπόστασις ΟΤ σταθερά, 
οίασδήποτε οΟσης τής κορυφής τοΟ έγγεγραμμένον έπιπέδου. 
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Διέρχονται έπομένως τά είς τά σημεία ταΟτα έφαπτόμενα τής 
σφαίρας έπίπεδα διά τοΟ σημείου Τ. 

θεώρημα 777—1 

1949. Έάν έπιπεδον πολύγωνον είναι περιγεγραμμένον είς σφαίραν, 
τά διά των πλευρών αυτού ίφαπιόμενα έπίπεδα τής σφαίρας διέρχον¬ 
ται διά τόΰ αυτού σημείου. 

Επειδή ταΟτα είναι τά είς τάς κορυφάς Α, Β, Γ.... τοΟ πο¬ 
λυγώνου τών σημείων έπαφής καί έγγεγραμμένου είς τήν σφαί¬ 
ραν, άγόμενα έφαπτόμενα έπίπεδα (§ 1948). 

θεώρημα 778 

1960. Έάν αΐ απέναντι άχμαί ενός έγγεγραμμένου είς σφαίραν 
οχταέδρου χεϊνται έπϊ τού αυτού έπιπέδου, αΐ τρεις διαγώνιοι τού στε¬ 
ρεού διέρχονται διά τού αυτού σημείου. 

Τά εις τάς κορυφάς τού οχταέδρου τούτου έφαπτόμενα τής σφαίρας 
έπίπεδα σχηματίζουν έξάεδρον περιγεγραμμένον είς αυτήν καί τού όποιου 
αΐ έβραι, άνά τέσσαρες, διέρχονται διά τού αυτού σημείου. 

(Βλ. Μέ&οδοι, § 32). 

θεώρημα 778—I 

1961. Τά έχ σημείου Τ άγόμενα έφαπτόμενα έπίπεδα σφαίρας έφά- 
πτονται αύτής χατά τάς κορυφάς έγγεγραμμένου είς αυτήν έπιπέδου πο¬ 
λυγώνου. 

θεώρημα 778—11 

1952. Ή καμπύλη έπαφής σφαίρας καί περιγεγραμμένον είς αυτήν 
κώνου είναι περιφέρεια. 


θεώρημα 778—III 

1962 α. 1) Έάν αί διαγώνιοι ένός οκταέδρου είναι κάθετοι έπ’ άλ- 
λήλας καί διέρχωνται διά τού αυτού σημείου (Ο), τά όρθόκεντρα τών 
έδρών του χεϊνται έπϊ μιας σφαίρας (Σ). (8. δίοίηετ). 

' (Βλ. 7ην ίκδ. τών Θεωρημάτων καί Προβλημάτων τής Στοιχ. 
Γεωμετρίας χοΟ ΟαίαΙαη, ΤΜοτέτην ΧΙ,'ΐν, σ. 406 ή Λ/αίλεεί», 1904, 
σ. 258, λύσις τοΟ ΑδΓ&σιεεςα). 

2) Έάν ιό έν λόγψ όχτάεδρον είναι έγγεγραμμένον είς σφαίραν 
κέντρου ω, ή σφαίρα (Σ) διέρχεται καί διά τών κέντρων βάρους τών 

έδρών, τό δέ χέντρον της διαιρεί τήν άπόστασιν Οω εις λόγον -ξ- · 

ΝβαδβΓ^, ΜαΙΗβήβ, 1904, σ. 258, ζήτ. 1479). Διά τάς λύσεις, 
(βλ. § 2068 λ, μ, ν). 

θεώρημα 779 

1963. Εάν είς κύλινδρος εισέρχεται έντός σφαίρας διά κύκλου, έζέρ- 
χεται ταύιης έπίσης διά χόχλου. 

ΘεωροΟντες τήν τομήν τοΟ σχήματος δΓ έπιπέδου διερχομένου 
8|ά τοΟ κέντρου τής σφαίρας, τοΟ κέντρου τοΟ κύκλου εισόδου καί 



1017 


παραλλήλου πρός τάς γενετείρας τοΰ κυλίνδρου, παρατηροΰμεν 
δτι αϊ καμπύλοι εισόδου καί έξόδου είναι 
Προφανώς συμμετρικαί πρός τό έπίπεδον 
του μεγίστου κύκλου, τό κάθετον πρός τό 
άχθέν καί τάς γενετείρας τοΰ κυλίνδρου. 

Είναι δηλ. ή καμπύλη έξόδου έπίσης 
περιφέρεια. 

Θεώρημα 780 

1954. Ή άνι (παράλληλος πρός την βάσιν 
πλαγίου κυκλικού κώνου τομή αΰτοΰ είναι 
περιφέρεια. 

"Εστω ΣΑΒΓ ό κώνος καί ΔΕΖ ή έν 
λόγω τομή· ή γωνία ΣΔΖ = Γ, ΣΖΔ = Α, 
τό τετράπλευρον έπομένως ΑΓΖΔ έγγρά- 
ψιμον καί 

ΣΑ ΣΖ 
ΣΓ " 1 ΣΔ ’ 



Έπί τής δευτέρας χώνης τοΰ κώνου άς λάβωμεν τμήματα 
Σ Ζ'— ΣΖ, ΣΔ'— ΣΔ. θά Εχωμεν 


ΣΑ ΣΖ' 
ΣΙ- ΣΔ'· 


καί ή τομή Δ'Ε'Ζ' θά είναι παράλληλος πρός τήν 
μένως κυκλική. Επειδή δέ αί τομαί ΔΕΖ, Δ'Ε'Ζ' 
είναι συ; __^(ρικαϊ πρός τό διά τής κορυφής Σ 
έπίπεδον, "τό κάθει~ £···! τΛ · διχοτόμον τής γω¬ 
νίας ΑΣΓ, είναι φανερόν οτι ή ΔΕΖ θά 

είναι έπίσης κυκλική. 

Παρατηρήσεις. 1) Ή βάσις ΑΒΓ μετά τυχού- 
σης άντιπαραλλήλου πρός αύτήν τομής άνήκόυν 
είς τήν αυτήν σφαίραν. 

2) Τό θεώρημα άποδεικνύεται κατά πολλούς 
τρόπους, λ. χ. καί ώς συνέπεια-τοΟ Επομένου 
θεωρήματος. Κρίνομεν ,δμως άπλουστάτην τήν 
άνωτέρω έκτεθεΐσαν. 

Σημείτοαις. Βλέπε καί ΓοδίπορΓαρ/ιίί, Οπό 
Κ. 3- η· 70. 


ΑΒΓ καί έπο- 



θεώρημα 781 

1955. Έάν είς κυκλικός κώνος εισέρχεται είς σφαίραν διά περιφέ¬ 
ρειας, Εξέρχεται ταύτης έπίσης διά περιφέρειας. 

"Εστω ΑΒΓ ό κώνος μέ βάσιν τήν περιφέρειαν ΑΜΒ· θά δεί- 
ξωμεν 8τι ή καμπύλη· έξόδου ΔΝΕ είναι περιφέρεια. 

Έκ τής κορυφής Γ φέρομεν κάθετον ΓΡ έπί τό έπίπεδον τής 
βάσεως, ώς καί διά τοΟ Ρ διάμετρον τής βάσεως ΑΒΡ, είς δέ τό 
έπίπεδον ΑΓΡ φέρομεν τήν Εθ κάθετον έπί τήν ΓΕ. 

Έστω τέλος ΓΜ τυχοΟσα γενέτειρα τοΟ κώνου καί Ν τό δεύ¬ 
τερον σημεΐον τομής τηςι μετά τής σφαίρας. 
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' 1) θά έχωμεν: 

ΓΜ . ΓΝ=ΓΑ . ΓΕ--ΓΡ . Γθ, 

ϊκ τών όμοιων τριγώνων ΓΑΡ, ΓΘΕ. Είναι έπομένως τά τρίγωνα 

ΓΜΡ, ΓΘΝ ομοια, ώς έ'χοντα μίαν γω¬ 
νίαν κοινήν καί τάς περιεχούσας αύ- 
’γ · τήν πλευράς άναλόγους· άλλ’ είναι 
! ΓΡΜ = 90°, άρα καί ΓΝΘ — 90». 

2) Ανήκουν κατά ταΰτα τά σημεία 
Ε, Ν, Δ εις σφαίραν (Σ) διαμέτρου Γθ 
καί κατά συνέπειαν εϋρίσκονται έπΐ 
τής περιφέρειας, καθ’ ήν τέμνονται ή 
δοθεΐσα σφαίρα καί ή σφαίρα αυτή (Σ). 

_ . ΙΙαρατήοηοις. Επειδή είναι έπίσης: 

ΓΕ.ΓΑ = ΓΒ.ΓΔ, ή περιφέρεια ΕΝΔ εί¬ 
ναι άντιπαράλληλος τομή κώνου, τοΰ 
ΓΑΜΒ. "Ωστε καί πάλιν: 

Ι 7 . 1Μ*. Αί αντιπαράλλψ.οι πρνζ τήν βύοιν χνκλι- 

κοΰ κώνον ιομαΐ αίιτοΰ είναι περιφέρεια/. 

Θεώρημα 782 

1966. Διά δύο περιφερειών (ΑΒ), (ΓΔ) οφαίρας διέρχονται δύο κοι¬ 
νοί, εχοντες τάς περιφέρειας ταύτας ώς παραλλήλους ή άντιπαραλλή- 
λου; τομάς. 

Διά τών κέντρων τής σφαίρας καί τών δύο περιφερειών φέρο- 
μεν έπίπεδον, κάθετον, ώς γνωστόν, έπί 
τά έπίπεδα τών δύο περιφερειών. "Εστω 
ΑΒΓΔ τό έπίπεδον τοΟτο· αί ΑΒ, ΓΔ εί¬ 
ναι διάμετροι τών περιφερειών. 

Φέρομεν τάς ευθείας ΑΔΣ, ΒΓΣ καί 
ΑΡΓ, ΒΡΔ. Τά σημεία Σ καί Ρ είναι αί 
κορυφαί τών έν τή έκφωνήσει κώνων. 

Πράγματι, ό κώνος ΣΑΒ λ. χ., ό εισερ¬ 
χόμενος εις τήν σφαίραν διά τής περιφέ¬ 
ρειας ΑΜΒ, θά έξέρχεται αύτής κατά πε¬ 
ριφέρειαν (§ 1955), εχουσαν διάμετρον ΓΔ 
καί τής όποιας τό έπίπεδον θά είναι κά¬ 
θετον έπί τό ΣΑΒ. Συμπίπτει έπομένως ή 
περιφέρεια αΰτη έξόδου πρός τήν δοθεϊ- 
σαν περιφέρειαν (ΓΔ). 

1957. Παραχήρηαις. Πάσα γενέτειρα 
ΣΝΜ, τέμνει τήν σφαίραν εις σημεία άν- 
τιομόλογα, έπειδή αί χορδαί ΑΜ, ΔΝ εί¬ 
ναι άντιπαράλληλοι. Καί άπ' ευθείας άλ¬ 
λωστε άποδεικνύεται τοΟτο, άφοΟ ΣΜ . ΣΝ = ΣΑ . ΣΔ = δύναμις 
τοΰ Σ πρός τήν σφαίραν. 

Δυνάμεθα άκόμη νά είπωμεν: τό έπίπεδον ΑΣΜ τέμνει τήν 
σφαίραν κατά περιφέρειαν, είς ήν είναι έγγεγραμμένον τό τετρά¬ 
πλευρου ΑΜΝΔ· είναι άρα αί πλευραί ΑΜ, ΔΝ αύτοΟ άντιπα- 
ράλληλοι. 

Λαμβάνομεν, οϋτω, σημεία άντιομόλογα Μ, Ν, θεωροΰντες τά 
σημεία τομής τής σφαίρας καί τυχοόσης γενετείρας ΣΝΜ. Διά 






1019 


τήν σπουδήν τών περιφερειών τών γραψομένων έπΐ τής σφαίρας. 
χρησιμοποιοΟμεν τά χίντρα όμοιότητος Γ, Γ' καί 1. Ι'. (Βλ. έπμ., 
§ 1962). 

Θίώρπμα 783 

1958. *£άν ή βάσις πυραμίδος είναι έγγράψιμον πολύγωνον, πάσα 
σφαίρα (X) διερχομένη διά τής βάσεως τέμνει τά; άχμάς τής πυραμίδος 
χατά τάς χορυφάς έγγραψίμου επίσης πολυγώνου. 

"Εστωσαν Α, Β, Γ... αΐ κορυφαί τοΟ πολυγώνου τής βάσεως, 
ν', Β', Γ'... σημεία τομής τής σφαίρας (Σ) καί τών άκμών ΣΑ, 
ΣΒ, ΣΓ... Τά σημεία ταϋτα άνήκουν εις τήν καμπύλην έξώδου 
του κώνου (Σ — Α. Β, Γ...), μέ βάσιν τήν περιφέρειαν (ΑΒΓ...), 
καί κεΐνται Επομένως έπί περιφέρειας (§ 1955). 

θεώρημα 784 

1969. θεωρήοωμεν τάς περιφέρειας σφαίρας, τάς διερχομένας διά 
δυο δοδέντων σημείων Α χαΐ Β αυτής χαϊ τεμνουσών δοθεϊσαν άλλην 
περιφέρειαν τής σφαίρας. Δείξατε ότι οΐ μέγιστοι χόχλοι τής σφαίρας. 



οι διερχόμενοι διά τών σημείων τομής τής σταθεράς περιφερείας μετά 
τών μεταβλητών περιφερειών, τέμνονται χατά τήν αυτήν διάμετρον. 

"Εστω ΓΔΘΗ ή δοθεΐσα περιφέρεια, ΓΔ ή χορδή—τομή αώτής 
μετά μιας τών μεταβλητών περιφερειών. 

Α1 εύθεϊαι ΑΒ. Γ Δ, ώς κείμενοι εις τά έπίπεδον τής δευτέρας 
διά περιφερείας, τέμνονται εις σημεϊον Σ. 

1) θά άποδείξωμεν δτι πάσα άλλη κοινή χορδή ΘΗ διέρχεται 
του σημείου Σ. 

"Ενεκα τής σφαίρας, ή τής περιφερείας ΑΒΓΔ, θά ίδωμεν 
ΣΑ . ΣΒ = ΣΓ . ΣΔ. 

Φέρομεν τήν εύθεϊαν Σθ καί καλέσωμεν Η τό σημεϊον, καθ* β 
αΟτη συναντά τήν περιφέρειαν ΒΑΘ καί Η'τό σήμεϊον κφθ’ & 
(Εστω δτι) συναντά τήν περιφέρειαν ΔΓΘ. θά δχωμεν: 

Σθ . ΖΗ = ΣΑ .ΣΒ = ΣΓ.ΣΔ = Σθ . ΣΗ; 

Δηλ. τά σημεία Η καί Η' συμπίπτουν. 

2) Συνβέομεν τό σημεϊον Σ μετά τοΟ κέντρου τής σφαίρας διά 
τής εύθείας ΣΕΟΕ'. Τά Επίπεδα, τά άγόμενα διά τής αΕΕ' καί 
έκάστής.κοινής χορδής, δίδουν ^περιφερείας ΕΑΒΕ', ΕΔΓΕ', ΕΗΘΕ Γ 
διερχομένας φυσικά διά τής διαμέτρου ΕΕ' τής σφαίρας- 
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1960· Πόρισμα. “Εάν είς σφαίραν δύο περιφέρεια» αυτής ΑΤΒ, 
ΗΤΘ εφάπτονται, ή κοινέ] εφαπτομένη ανιών διέρχεται διά τον σημείου 
τομής Σ τών κοινών χορδών ΑΒ, ΓΔ* ό δε μέγιστος κύκλος ΕΤΕ' εφά¬ 
πτεται τών περιφερειών ΑΤΒ καί ΓΤΔ. 

θεώρημα 784—1 

1961. Τό αυτό θεώρημα (§ 1959), όταν τά αημβία Α, Β δέν ανή¬ 
κουν είς τήν σφαιρικήν έπιφάνειαν. 

Έστω Σ τό σημεϊσν καθ’ δ ή εύθεΐα ΑΒ τέμνει τό έπίπεδον 
τοΟ δοθέντος κύκλου (Κ). Πάν έπίπεδον (Π) διό τής εύθείας ΑΣΒ 
τέμνει τήν σφαίραν κατά περιφέρειαν (Λ), ή δέ τομή του (Π) καί 
τοΟ έπιπέδου τοΟ δοθέντος κύκλου διέρχεται διά του Σ καί είναι 
ή κοινή χορδή τών-κύκλων (Κ) καί (Λ). ”Αρα... 

θεώρημα 785 

1962. Δοθειοών δύο περιφερειών μιας σφαίρας (Ο) όρίζονται δύο 

κέντρα όμοιότητος αΰτών. Οϊ 
μέγιστοι κύχλοι, οί διερχόμε- 
νοι διά τών τοΰ ενός ή τοϋ 
άλλου τών κέντρων τούτων, 
τέμνουν τάς δοθβίσας περιφέ¬ 
ρειας κατά ζεύγη όμολόγων 
σημείων, τοιαϋτα, ώστε αί 
εΰβείαι, αί συνδέουσαι αυτά 
άνά δύο, διέρχονται διά τοϋ 
αύτοϋ σημείου. 

Έστω Σ ή έξωτερικώς 
τής σφαίρας κορυφή τοΟ 
κώνου τοΟ διερχομένου διά 
τών δοθειοών περιφερειών. Τά σημεία τομής Ε, Ε’ τής σφαίρας 
(Ο) καί τής εύθείας ΣΟ είναι, έζ όρισμοϋ, τά έξωτερικά κέντρα 
όμοιότητος τών δύο περιφερειών. 

Έπί παντός μεγίστου κύκλου διερχομένου διά τής εύθείας ΕΕ' 
όρίζονται σημεία όμόλογα. Πράγματι, ή τυχοΰσα γενέτειρα ΣΜΝ 
τοΟ κώνου τέμνει τήν σφαίραν είς τά σημεία Μ, Ν, διά τά όποια 

ΣΜ . ΣΝ = ΣΕ .ΣΕ', 

καί έπομένως τά σημεία Ε, Μ, Ν, Ε' άνήκουν είς μέγιστον τής 
σφαίρας κύκλον. 

Άντιοτρόφαις. 1) Πδς μέγιστος κύκλος ΕΜΕ' όρίζει δύο σημεία 
Μ, Ν, διά τά όποια ή εύθεΐα ΜΝ διέρχεται διά τοΟ σημείου Σ. 
ν 2) ΑΙ χορδαί ΑΜ, ΔΝ είναι άντιπαράλληλοι (§ 1957). 

Έάν αΐ γενέτειραι ΣΑ, ΣΜ πλησιάζουν συνεχώς πρός άλλή- 
λας, αί άντιπαράλληλοι χορδαί ΑΜ, ΔΝ θά έχουν ώς βρια τάς 
έφαπτομένας τών δοθειοών περιφερειών είς τά Μ καί Ν. Είναι, 
έπομένως, καί αί έφαπτόμεναι αύται άντιπαράλληλοι πρός τήν 
εύθεϊαν ΣΝΜ. "Ομοίως άποδεικνύομεν, βτι καί αί έφαπτόμεναι είς 
τά Μ, Ν τοΟ μεγίστου κύκλου ΕΜΝΕ' είναι άντιπαράλληλοι* 
τοΟτο άλλωστε συμβαίνει πάντοτε διά χορδήν περιφερείας καί τάς 
έφαπτομένας είς τά άκρα αύτής. 

3) Ή γωνία τών είς τό σημεΐον Μ έφαπτομένων είναι ΐση μέ 
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τήν τών είς τό Ν έφαπτομένων (§ 241). Τίμηι, άρα, Α μέγιστος χν- 
κίος τάς ίοϋιΙοας ταριφτριίας χατα την αντην γαιτιάν. 

Παρατήρηαις. Ή διάμετρος ΙΟΡΓ όρίζει μετά τής σφαίρας τά 
ίσωτβριχά χί+χρα I. Ι' όμοιότητος τών δύο περιφερειών. 

1962 α. Σημοίαοτς. Τό 1853 είς τά Ν. Α., σ. 113, ό Α. ΜαοηΗείπι 
έδημοσίευσβν ώραϊον άρθρον: £ίβκ άβί οβηΐτβ» άβ» είτεοη/έτβηα» 
οοηραηί $οη» άβί αηςίεβ έςανχ Ινοίβ οίταοηίέηηοββ άοηηέεβ. 

θεωρεί κατά πρώτον δύο μικοούς κύκλους τής σφαίρας, διατυ¬ 
πώνει τά θεωρήματα τών §§ 1956, 1959, 1962 καί μεταβαίνει άκο- 
Χούθως έκ τών κύκλων τής σφαίρας είς τούς κύκλους έπιπέδου, τή 
βοηθείςι τής στερΐογραφικής προβολής (§ 244). 

θτώρημα 785—1 

1962β. ΑΙ τομαί κώνου καί κυλίνδρου, άμφοτέρων έχ περιστροφής, 
ανήκουν είς μίαν καί τήν αυτήν σφαίραν, όταν 6 άξων τού κώνου είναι 
γενέτειρα τού κυλίνδρου. 

(ΒνΙΙβΗη άββ δοίεηοεβ ΜαίΙ ». βΐ ΡΛμ βίηιιεβ έΐέχηβπίαίτεβ τοΟ I,. 
ατατά, 1898 - 99, η· 4, σ. 60, η" 464). 


θτώρημα 785—11 


1962 γ. Σημεΐον Μ, ευρισκόμενον άρχιχώς εις σημεϊον Α τοΰ Ιση¬ 
μερινού έπιπέδου σφαίρας 

(Ο), άρχεται χινούμενον, Ρ 

μετά σταθερός γωνιώδους 
ταχύτητος, κατά μήκος με¬ 
σημβρινού ΑΡ τής έπίφα- 
νείας, ενώ ταυτοχρόνως 
τό Ιπίπεδον ΑΡ στρέςρε- 
ται περί τόν άξονα ΟΡ 
μετά τής Ιδίας σταθερός 
γωνιώδους ταχύτητος. 

Δείξατε ότι ή προβολή 
τής τροχιάς τού σημείου 
Μ έπϊ τό έπίπεδον τού 
Ισημερινού είναι περιφέ¬ 
ρεια Ιχουσα διάμετρον 
τήν ΑΟ. 



"Εστω μ ή όριζόν- 

τιος προβολή τοΟ κινητοΟ σημείου εις τήν θέσιν Μ, ΡΟΑ, ή Αντί¬ 
στοιχος τοΟ Μ θέσις τοΟ μεσημβρινού έπιπέδου. Επειδή α( γω-< 
νιώδεις ταχύτητες είναι αΐ άόταί, τό (σημερινόν τόξον ΑΑ, είναι 
Τσον μέ τό τοξον Α,Μ = ΑΝ καί κατά συνέπειαν τά τρίγωνα 
ΜμΟ, ΑμΟ είναι Τσα, ώς ίχοντα τήν πλευράν μΟ κοινήν, τήν 
πλευράν ΜΟ = ΟΑ καί τήν γωνίαν ΑΟΑ, = Α,ΟΜ = ΑΟΝ. 

..·' επειδή τό πρώτον τρίγωνον είναι όρθογώνιον είς μ καί τό 
δεύτερον θά είναι όρθογώνιον εις τό ίδιον ,οημείον καί ό τόπος 
ΤΟΟ σημείου μ θά είναι ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΟΑ. 


■ 1962 9. Σημτίτοσις.λ) ΈπανευρΙσκομεν τό γνωστόν θέμα τοΟ 
σχεδίου τών Εχβτοχ&β άβ Οέαηέίηβ άβββτίρίχνβ, η* 1153, έπϊ το0 
προβλήματος τοΰ νΐυτβηϊ. 
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Ή προβολή τής τροχιάς—τής όποιας τό τμήμα ΑΘΡΗΑ είναι 
τό ήμισυ—έπϊ τοΰ έπιπέδοο κατατομής ΑΝΡ είναι παραβολικόν 
τόξον, έπϊ δέ τοΟ έπιπέδου τοΟ μεσημβρινού ΒΔΡΕΓ (καθέτου έπΐ 
τό πρώτον) είναι καμπύλη, γνωστή 6πό τό όνομα Λημνϊσκος τον 
(ίένοιιο· 


Σφαιρικά τρίγωνα 


Θεώρημα 786 

1963. Είς παν σφαιρικόν τρίγωνον, απέναντι μεγαλυτέρας πλευράς 

εύρίσκεται μεγαλύτερα γωνία - καί άντιστρόφως. 

Α Υ θεωρήσωμεν τό κεντρικόν τρίεδρον (Ο τό κέν- 

τρον τής σφαίρας) ΟΑΒΓ. Έάν α > γ ( θά έχω- 

θϋΡ®·- \ μεν έπίσης έδρα ΒΟΓ> έδρας ΒΟΑ καί έπομέ- 

ΟΓ νως (§ 1781) 

***--_λ 0 -'ν 

I,. 1249 . δίεδρος ΟΑ > δίεδρου ΟΓ ή Α > Γ. 

Άντιστρόφως, έάν Α>Γ, έπεται δίεδρος ΟΑ>διέδρου ΟΓ, 
«ρα έδρα ΒΟΓ< έδρας ΒΟΑ ή τοξ. ΒΓ > τοξ. ΒΑ. 

1963 α. Σημείωσες. Τό θεώρημα τό σχετικόν πρός τό έμβαδόν 
τοΟ σφαιρικοό τριγώνου (Ο. π 0 607), διετυπώθη ύπό τοΰ ΑΙδβτΙ 
ΟίτεΓά είς Άμστερνταμ, τό 1629, άλλά ή άπόδειξίς του δέν είναι 
αύστηρά. Κατά τόν Ι,β£Γ»η§ε, τό θεώρημα θά πρέπει νά άποδοθή 
είς τόν ΟαναΙΙΐβΓΪ, δστις τό έδημοσίευσεν καί τό άπέδειξεν τό 1627. 

Ή θεώρησις τοΟ πολικού ή παραπληρωματικόν τριγώνου ένός σφαι¬ 
ρικού τριγώνου όφείλεται είς τόν ΒηβίΚυε, 1627. Προηγουμένως 
αύτοΟ, ό Οΐτατά τό 1626 καί άκόμη καί ό νϊέΐβ (άποθ. 1603) είχον 
θεωρήσει τρίγωνον σχετιζόμβνον καθ’ ώρισμένον τρόπον πρός δο- 
θέν σφαιρικόν τρίγωνον· έν τούτοις τό αντίστροφον τοΟτο τρίγωνον 
τοΟ νΐέίε δέν παρουσιάζει τά πλεονεκτήματα τοΰ γνωστοΟ πολι¬ 
κού τριγώνου. (Αρενςν ΛΐίίοΓϊρκβ, σ. 54 καί 546 καί IV. Α., 1855, σ. 
152, βιογραφικόν σημείωμα τοΟ Ρτοοδεΐ). 

θεώρημα 786—1 

1964. ΕΙς παν σφαιρικόν τετράπλευρον περιγεγραμμένον είς περιφέ¬ 
ρειαν, τό άθροισμα δύο απέναντι πλευρών είναι ίσον πρός τό άθροισμα 
τών δύο άλλων. 

Α1 πλευραί τοΰ τετραπλεύρου είναι τόξα μεγίστων κύκλων. 

Ή έπίδειξις είναι άνάλογος έκείνης διά τό έπίπεδον τετρά¬ 
πλευρον (§ 744)· έπειδή τόξα μεγίστων κύκλων, άγόμενα έκ τοΰ 
αύτοΟ σημείου καί έφαπτόμενα τοΰ αύτοϋ μικροΟ κύκλου τής 
σφαίρας, είναι ίσα. 

θεώρημα τον Οενροπηε 787 

1966. "Εν σφαιρικόν τετράπλευρον είναι περιγράψιμον, έάν τό 
άθροισμα δύο αντικειμένων πλευρών του είναι ίσον πρός τό άθροισμα 
τών δύο άλλων. 

(ΑηηαΙββ άε ΜαΙΗέτηαήηηεί, τόμ. V, 1814 · 15, σ. 384 καί τόμ. 
"VI, σ. 49, λύσις ύπό Ι.-Β. Οιπτεπάε). 
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Ή πρότασις άποδεικνύεται διά τής είς άτοπον άπαγωγής, ώς 
καί εις τήν Επιπεδομετρίαν (§ 745). 

Παρατήρησα. Τό θεώρημα τοϋ Οετροηηβ είναι τό έναλλαχτόν έκεί- 
νου τοΟ 6 'μ έηβαιι ά’ΑητηοηΙ (η° 1967). Μεταβαίνομεν άπά τοΟ ένός 
«ίς τό άλλο τή βοήθεια τής έννοιας τοΟ παραπληρωματικοΟ πολι¬ 
κού τριγώνου. 

Ύποθέσωμεν λ. χ. ότι α, β, γ, δ είναι πλευραί ένός σφαιρικού 
τετραπλεύρου, δι’ άς α -)- γ = β -{- δ. Διά τό παραπληρωματικόν 
τετράπλευρον θά είναι 

α·+γ = β· + δ·. 

Πράγματι, 

Α' = 180» — α, Β' = 180° — β, Γ’=180«-γ, Δ'=180· —δ 
καί ή σχέσις α -}- γ = β 

άνάγεται είς τήν Α' + Γ' = Β' -{- Δ'. 

Θεώρημα τον Ρυεε 788 

1968. Ό τόπος τής κορυφής Γ σφαιρικού τριγώνου, μέ σταθερόν 
τήν πλευράν ΒΓ και άθροισμα ιών άλλων πλευρών Ισον πρός ημιπερι¬ 
φέρειαν, είναι μέγιστος χόχλος. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 149). 

1966 α. Σημείωσες. Ό τόπος τής κορυφής Γ σφαιρικού τριγώ¬ 
νου, μέ σταθεράν τήν πλευράν ΑΒ καί άθροισμα τών άλλων πλευ¬ 
ρών έπίσης σταθερόν άλλά διάφορον ήμιπεριφερείας, έξητάσθη 
ύπό τοΰ Κάδε καί ώνομάσθη σφαιρική ίΐΐιιψις. (Διά τήν καμπύλην 
ταύτην βλ. έπμ. § 2243. Κατά τόν Μ&κπαε, Α. ά. 6ετ<)., τόμ. XVI, 
1825 - 26. σ. 38). 

Θεώρημα τον Οσεηεαιι ά’Αυπιοηί — 789 

1967. ΕΙς πάν σφαιρικόν τετράπλευρον έγγεγραμμένον είς περιφέ¬ 
ρειαν, τό άθροισμα δύο απέναντι γωνιών αυτού είναι Ισον πρός τό 
άθροισμα τών δύο άλλων. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 160). 

Θεώρημα 790 

1968. Έάν σφαιρικόν τρίγωνον ΑΒΓ είναι έγγεγραμμένον είς περι¬ 
φέρειαν καί διατηρή σταθεράν τήν βάσιν του 
ΑΒ, ένφ ή κορυφή Γ γράφει τήν περιφέρειαν, 
τό άθροισμα τών παρά τήν βάσιν γωνιών, ήλατ- 
τωμένον κατά τήν γωνίαν είς τήν κορυφήν, πα¬ 
ραμένει σταθερά ποσότης. 

"Ας φέρωμεν διά του κέντρου Ρ τής περι- 
Υ ε γραμμένης περιφέρειας τρία τόζα ΡΑ, ΡΒ, 

ΡΓ μεγίστων κύκλων. Τό τρίγωνον διαιρείται 
οϋτω εις τρία ισοσκελή σφαιρικά τρίγωνα, 
έπειδή 

ΡΑ = ΡΒ = ΡΓ. 

Επομένως: 

/ν α ^ 

Α + Β — 1 Γ = α-|-β-{-α-{-γ — β — γ = 2α = σταθερά ποσότης. 
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Αντίστροφον &εώρημα 790—1 


Α 

1968 α. "Εάν εις σφαιρ. τρίγωνον Α + Β— Γ είναι σταθερά ποαι>- 
ιης, ή 8έ βάσις ΑΒ παραμένη σταθερά, ό τόπος τής κορυφής Γ είναι 
τοξον περιφερείας ΑΒΓ. 


Θεώρημα τον Ι.εχεΙΙ 791 

1969. Σφαιρικού τριγιόνου ΑΒΓ, ή βάσις ΑΒ είναι σταθερά καθώς 
καί τό εμβαδόν αυτού. Δείξατε ότι ό τόπος 
τής κορυφής Γ είναι μικρός κύκλος, διερ- 
χόμενος διά των διαμετρικών τών Α καί 
Β σημείων Α', Β'. 

Άπόδειξα τοϋ 5 Ιείικτ. "Εστω 


Α -(- Β + Γ — 2 όρθαί Τ. 
ποσότης σταθερά. "Αρκεί νά δειχθή 

Αν -Α -Ά 

δτι Α'-}-Β'--Γ είναι σταθερά ιτοσό- 
της, έπειδή (§ 1968) ό τόπος τής κορυ¬ 
φής Γ θά είναι τότε μικρός κύκλοσ 
Α'Β'Γ. 

"Επειδή αΐ γωνίαι Α, Α' ώς καί αΙ Β, Β' είναι παραπληρωμα¬ 
τικοί, έκ τής δοθείσης σχέσεως έπεται 



2 όρθαί 


Α Α Α 

Α' + 2 όρθαί - Β'4-Γ 


-2 όοθ. Τ, 


ή Α’ Β' — Γ = 2 όρθαί — Τ = σταθ. 

Ό τόπος έπομένως τής κορυφής Γ είναι πράγματι μικρός κύ¬ 
κλος Α'Β'Γ. 

θεώρημα 792 


1970. Μέ πόλους τάς κορυφάς Α, Β, Γ, Δ ενός σφαιρικού τετρά¬ 
πλευρου, γράφομεν τόξα μεγίστων χύκλων περατούμενα είς τάς πλευράς 
τού τετράπλευρου, προεχτεινομένας κατά τήν αυτήν πάντοτε φοράν. Δεί¬ 
ξατε ότι τό έμβαδόν τού λαμβανομένου σχήματος είναι τό ήμισυ τής 
έπιφανείας τής σφαίρας. 

Έστωσαν Α', Β", Γ’, Δ’ αΐ έξωτερικαί γωνίαι καί παραπληρω¬ 
ματικοί τών Α, Β, Γ, Δ. "Ας παραστήσωμεν διά Ε τό έμβαδόν 
τοΟ δοθέντος τετράπλευρου καί διά Ε' τό έμβαδόν τών τεσσάρων 
τριγώνων, τών λαμβανομένων διά τής ώς άνω κατασκευής 

"Εάν λάβωμεν ώς μονάδα έπιφανείας τό τρισορθογώνιον σφαι¬ 
ρικόν τρίγωνον καί τήν όρθήν γωνίαν διά μονάδα τών γωνιών, τό 
έμβαδόν τοΟ τετραπλεύρου είναι 

Ε = Α + Β + Γ + Δ- 4 6ρθαί> (0-> π0 607 , 3 ο) (1) 

"Αλλά τό τρίγωνον τό σχηματιζόμενον διά τοϋ τόξου τού γρα- 
φομένου μέ πόλον τό Α, ύπό μιάς πλευράς του τετραπλεύρου καί 
ύπό τής προεκτάσεως μιάς άλλης προσκειμένης είς τήν πρώτην, 
είναι δισορθογώνιον, άφοΟ τό Α είναι ό πόλος τής άπέναντι αύ- 
τοΟ πλευράς. 
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Έάν Α' είναι ή γωνία αώτου εις τήν κορυφήν, αΟτη θά είναι 
παραπληρωματική τής Α καί τό έμβαδόν τοΟ τριγώνου θά είναι 
(ώπό τάς άνωτέρω προϋποθέσεις έπί τών μέτρων έπιφανειών καί 
γωνιών) άπλώς Α'. 

Επομένως: 

Ε' = Α' + Β' + Γ' + Δ'. (2) 

Διά προσθέσεως τών (1) καί (2) σχέσεων λαμβάνομεν: 

Ε + Ε' = Α+Α' + Β + Β , + Γ + Γ' + Δ + Δ·-4 όρθαί. 

Άλλ’ είναι Α'= 2 όρθαί — Α, Β' 2 όρθαί—Β κλπ. 

"Αρα Ε + Ε' = 4 όρθαί, 

ίσον δηλαδή πρός τέσσαρα τρισορθογώνια τρίγωνα ή πρός τό 
ήμισυ τής σφαιρικής έπιφανείας. 

Θεώρημα 792—1 

1971. Τό αύτύ ζήτημα διά τό τυχόν σφαιρικόν πολύγωνον. 

Τό έμβαδόν Ε + Ε' έκφράζεται πάλιν διά 4· ίσοΰται δηλ. πρός 
2 πΚ’ καί είναι άνεξάρτητον έπομένως του πλήθους τών πλευρών 
του θεωρουμένου πολυγώνου. (Ιίιτοιιυ, Λ'. 1864, σ. 455). 


"Αντιστροφή είς τόν χώρον 

Θεώρημα 793 

1972. Τό αντίστροφον σχήμα σφαίρας, πρός πόλον αντιστροφής έπ’ 
ιύτής κείμενον, είναι επίπεδον κάθετον έπϊ τήν διά του πόλου διάμετρον. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 240· όμοίως καί διά πολλάς τών έπομένων 
άσκήσεων). 

Θεώρημα 794 

1973. Τό αντίστροφον σχήμα έπιπέδου, πρός πόλον αντιστροφής μή 
κείμενον έπ’ αϋτοΰ, είναι σφαίρα διερχομένη διά τοΰ πόλου καί τής 
οποίας ή διά τοΰ πόλου διάμετρος είναι κάθετος έπϊ τό επίπεδον. 

Θεώρημα 795 

1974. Τό αντίστροφον σχήμα σφαίρας, πρός πόλον μή κείμενον έπ’ 
αΰτής, είναι σφαίρα. 'Ο πόλος αντιστροφής είναι κέντρον όμοιότητος των 
δυο σχημάτων. 

Θεώρημα 796 

1975. Είς αντίστροφα σχήματα, αί αντίστοιχοι γωνίαι είναι ίσαι. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 241). 

Θεώρημα 797 

1976. Τό άντίστροφον σχήμα περιφέρειας, πρός πΙόλον μή κείμενον 
έπϊ τοΰ έπιπέδου της, είναι περιφέρεια. 

(Βλ. Μέθοδο., § 242). 

Γεωμετρία 65 
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Θεώρημα τον ί'/κι.»/ <·.ν— 708 

1977 · ϊό κέντρον τής περιφέρειας τής λαμβανομένη; ίΐιά οειοεο 
γραφική; προβολή; περιφερεία; (Κ) ιιιιϊς σφαίρα;, είναι ή στερεό- 
γραφική προβολή χή; κορυφή; τού κώνου, τού περιγεγραμμένου εις ιήν 
αφαΐραν καί έφαπχομένου αυτής κατά τήν περιφέρειαν (Κ). 

(ΒΧ. Μ>&οΛοι . § 245). 

Θεώρημα 799 

1978. ΙΙά; κύκλος σφαίρα; διερ/όαενο; διό τοϋ πόλου αντιστροφή; 
εχει ευθείαν ιό; αντίστροφον σχήμα. ΙΙά; δέ άλλο; κύκλο; αύτή;. κύκλον. 

Θεωρήματα τον Ριι/ηπλ —800 

1979 Έάν σφαίρα μεταβλητή; «κτίνο; εφάπτεται τριών σταθερών 
σφαιρών, ό τόπο; τών σημείων επαφή; ε’φ'εκάστη; σφαίρα; είναι κύκλο;. 

"Εστωσαν (Α), (Β), (Γ) τρεις σφαϊραι, ΑΒΓ--έ(Π) τό διακεν- 
τρικόν αύτών έπίπεδον καί τέμνον αύτάς κατά τρεις ιιενίστους 
κύκλους. 

Διά τήν καλλιτέραν έποπτείαν τοϋ τόπου, άς μετασχηματΐσω- 
μεν δι' άντιστροφής τάς τρεις όοθεσας σφαίρας ε(ς τρεις άλλας. 



έχούσας τά κέντρα των έπ’ εύθείας γραμμής. Π,ιός τοϋτο, όρίζο- 
μεν χό ριζικόν κέντρον Ο τών τριών περιφερειών (Α), (Β), (Γ) έπί 
τοϋ (Π) (§ 1481) καί γράφομεν τήν περιφέρειαν (Ο), τήν τέμνου- 
σαν όρθογωνίως τάς τρεις ταύτας περιφέρειας. 

Έκλέγοντες ώς πόλον άντιστροφής τυχόν σημεΐον Δ τής περι¬ 
φέρειας (Ο) καί ώς δόναμιν άντιστροφής τυχοϋσαν λ-, λαμβάνο- 
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μεν, ώς άντίστροφον σχήμα τής περιψερείας (Ο), εύθεϊαν «ν, κά¬ 
θετον επί τήν ΔΟ ε(ς σημεΐον αυτής β τοιούτον ώστε 

Δβ . 2 ΔΟ — λ- 3 . (“ 3 ) 

ΑΙ δέ περιφέρεται (Α), (β). (Γ) θά έχουν ώς αντίστροφα σ.ύτών 
οχήματα περιφέρειας (α), (β), (γ), των όποιων τά κέντρα θο μ ιν- 
ται έπϊ τής χν· επειδή, άφοϋ ή περιφέρεια (Ο) τέμνει ορθογώνιος 
τάς (Α), (Β), (Γ), τό αύτό θά συμβαίνη καί διά τά αντίστροφα 
τών τεσσάρων περιφερειών σ-χήματα καί επομένως κατ' άνάγκην 
τά κέντρα α, β, γ θά πρέπει νά εύρίσκωνται έπί τής χν. 

Πάσα σφαίραν έφαπτομένη τών τριών δοθεισών έχει ώς άντί¬ 
στροφον σφαίραν έφαπτομένην τών (α). (β), (γ) καί άντιστρόψως· 
πάσαι δέ αί σφαϊραι (Σ) αί έφαπτόμεναι τών τριών τελευταίων 
είναι προφανώς ϊσαι πρός άλλήλας. 

Δι’έκάστην σφαίραν (Σ), τά τρία σημεία έπαφής καί ή εύθεϊα χ ν 
κεϊνται έπί τοϋ αύτοϋ έπιπέδου. Εις τό έπίπεδον (Π), Σ είναι τό 
κέντρον του μεγίστου κύκλου εθι μιας τώ>ν σφαιρών αυτών. Ή πε- 
ριβάλλουσα δέ τών σφαιρών (Σ) είναι σπείρα με άξονα τήν ευ¬ 
θείαν χν. 

Ή καμπύλη έπαφής τής σπείρας ταύτης καί τής σφαίρας (α) 
λ. χ., δηλ. ό τόπος έπί τής (α) τών σημείων έπαφής τών σφαιρών, 
αϊτινες εφάπτονται τών (α), (β) καί (γ) σφαιρών, είναι κύκλος 
τής (α) μέ διάμετρον εζ κάθετον έπί τήν χ ν. Όμοίως καί διά τάς 
σφαίρας (β) καί (γ). 

Τό άντίστροφον σχήμα τού κύκλου εζ είναι κύκλος φυσικά 
(§ 1976) καί κείμενος έπϊ τοΰ άντιστρόφου τής σφαίρας (α), δηλ. 
έπί τής σφαίρας (Α). Άναλόγως, τά άντιστροφα τών κύκλων θη 
καί ικ έπί τών σφαιρών (β) καί (γ) είναι κύκλοι ΘΗ καί ΙΚ τών 
(Β) καί (Π. Ό.ϊ. δ. 

1979 α. ΙΙαοαιήηηοις. Έφ’ ίκαοτης σφαίοας. ό τόπος εις τήν γενι¬ 
κήν περίπτωσιν, «ποτελεϊται εκ τεσσάρων κύκλων. 

Πράγματι, έπί τούς έζωτερικώς άλλήλων κειμένους τρεις κύ¬ 
κλους (α), (β) καί (γ) δυνά ιεθα νά φέρωμεν τέσσαρα ζεύγη περι¬ 
φερειών έφαπτομένων αυτών καί επομένως όρίζονται τέσσαρες 
σπείραι ώς περιβάλλουσαι τών έφαπτομένων σφαιρών τών (α), 
(,Ρ). (γ). (σφαιρών). 

Τό ζεύγος λ. χ. τών περιφερειών εθι καί ζηκ εφάπτονται τών 
κύκλων (α), (β). (γ) έζωτερικώς, υπάρχει δέ έπίσης καί ζεύγος 
ίσων περιφερειών έφαπτομένων έζωτερικώς τών (β), (ν) καί έσω- 
τερικώς τής (α), κλπ. 

"Εκαστον τών τεσσάρων ζευγών περιφερειών ορίζει έφ' τ.κά- 
στης τών σφαιρών (α), (β), (γ) καί άνά ενα κύκλον άντιστρεφόμε- 
νον, κατά τά προηγούμενα, εις κύκλον έπί τής άντιστρόφου τής 
θεωρουμένης σφαίρας. 

Οϋτω, διά τρεις σφαίρας (Α), (Β), (Γ) έζωτερικώς άλλήλων 
κειμένας, ό ιιί.τοί τών οι/μείων ε.Ίαη'ηζ <■'</'' εκάσ π;,- σψαίριτ*· ά.τοιιλείται 
εκ τεσσάρων κάκίων. Ί'σντων τά έ.τί.τεάα είναι κάθετα έ.τί τά (Π), επειδή 
τά άντιστροφα αύτών, δηλ. οί κύκλοι εζ κλπ., κεϊνται έπί επικέ- 
δων καθέτων έπί τήν χν. 


110. Στ, μ. μ ι τ. ΚΙ; τό ιχήιιι ν, ίύνχμις άντιτιτομής ϊλήμϋν, άο- 
νφκχή. 
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1θ7θβ. Σημείωαις. Ή άπόδειξις τοΟ άνωτέρω θεωρήματος οιά 
τής Αντιστροφής όφείλεται είς τόν Μεηηδβϊπι (Λλ Α., 1860, σ. 67). 

Διά νά καταστή τις Ενήμερος τής Ισχύος τής μεθόδου Αντιστρο¬ 
φής <2>ς όργΑνου έρεύνης, Αρκεί νΑ άναγνώση μερικά σχετικά Αρ¬ 
θρα ε(ς ΝοιινβΙΙεβ ΑηηαΙεα άε ΜαΐΗέτηαίΐηιιε» καί ιδιαιτέρως τό 
προαναφερθέν. Ό συγγραφεύς τής Κινητικής Γεωμετρίας (Μεηηδβΐηι), 
Επεξεργάζεται διά τής μεθόδου ταύτης τήν χνχΐί&α ή περιβάλλου- 
σαν Επιφάνειαν τών έφαπτομένων σφαιρών τριών Αλλων δοθεισών. 

Έκάστη Ιδιότης τής σπείρας—Αντιστρόφου τής έπιφανείας ταύ¬ 
της—όδηγεΐ είς Αντίστοιχον Ιδιότητα τής κυκλίδος. Ή Αξιόλογος 
αότη σπουδή κατανοεϊται εύκόλως καί συγκροτείται ε(ς τήν μνή¬ 
μην, Ενεκα δχι μόνον τοΟ εύτυχοΰς τρόπου έκθέσεώς της Αλλά καί 
διά τΑ,'σρμφυή πρός τήν μέθοδον τής Αντιστροφής, πλεονεκτή¬ 
ματα Ατινα παρουσιάζει. 

Ή κυκλίς έμελετήθη καί ώνομάσθη ύπό του ϋιιρΐη κατά πρώ¬ 
τον, αΐ δέ τομαί τής σπείρας έσπουδάσθησαν ύπό τών νϊ11»ι·οεειι 
καί Οβ,Γδοιιχ. 


θεωρήματα τον Άρχιμήίονς 800—1 


197θ γ. 1) Όρθός κυκλικός κύλινδρος είναι εγγεγραμμένος είς όρ- 
θόν πρίσμα μέ βασιν τετράγωνον, Ισοϋψές πρός τόν κύλινδρον καί έφα- 
πτέμενον αΰτοϋ κατά τέσσαρας ευθείας παραλλήλους τών ακμών. 

Διά μιας τών πλευρών τής άνω βάσεως τοϋ πρίσματος χαΐ διά τής 
παραλλήλου πρός αυτήν διαμέτρου τής κάτω βάσεως ψέρομεν Επίπεδον, 
Δείξατε ότι δ όγκος τοΰ στερεού — κυλινδρικού όνυχος — ιού περιεχομέ¬ 
νου μεταξύ τοΰ επιπέδου τούτου, τής κάτω βάσεως τού κυλίνδρου καί 
τής κυρτής έπιφανείας αυτού είναι τό έκτον τού όγκου τού πρίσματος. 

2) Ό όγκος τοΰ στερεού τοΰ περιεχομένου μεταξύ δύο ορδών κυκλι¬ 
κών κυλίνδρων, έχόντων άξονας καθέτους Ιπ’ άλλήλους καί Εγγεγραμ¬ 
μένων είς κύβον, είναι ίσος πρός τά δύο τρία τού όγκου τού κύβου. 

Νά ΑποδείχΘοΟν αΐ προτάσεις αδται Ανευ τής χρήσεως τοΰ 
ΌλοκληρωτιΚοΟ ΛογισμοΟ. {ΜαΙΗβίίε, 1907, σ. 232, ζητήματα 1636 
καί 1637). 

Διάφοροι λύσεις έδόθησαν ύπό τών νβΓδειικεη, λ» 6 *· Βαϊάβί 
καί Η. Ο.-Μ. (ΜαΐΗεβνι, 1908, σ. 25-31). 

Πάραθέτομεν Κατωτέρω τάς ήμετέρας λύσεις. 


Πρώτον θεώρημα. 1) Έστω Ιι τό Οφος καί Κ ή άκτίς τοΟ κυλίνδρου·, 
Ο τό κέντρον βάρους τής βάσεως - ήμικυκλίου του Ανυχος. 

Ό Λγκος ένός κολοβοΟ κυλινδρικού τμήματος είναι Τσος 
πρός τό γινόμενον τής καθέτου αατοΟ. τομής καί τής διά τοΰ 
κέντρου βάρους Ο άγομένης παραλλήλου ΟΜ πρός τάς γενε- 
τείρας αύΤοΟ. (Επειδή είναι Αθροισμα στοιχειωδών κολοβών 
όρθών παραλληλεπιπέδων, δι’ Α Ισχύει ή πρότασις κλπ.). Ή άπό- 
στασις του Ο Από τοΟ κέντρου Ο τοΟ κύκλου τής βάσεως είναι 
ξΐί.; β«>» 898 καί 901) 


Οδέ Ικ 

βάσεως 


τοΟ Ο παράλληλος πρός τάς γενετείρας μέχρι τής Ανω» 

4 δ 


ΟΜ = 


3 π 
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"Επομένως : 


πΚ-' 41ι 
2 ■ 3 π 


_ι_ 

6 


. 4 [<_ -11. 


2) θά ήδυνάμεθα νά άποδείξωμεν τήν πρότασιν καί διά τής 
ηε&ϋΛον τής αυγκρϊαεως χυμών (Ο., η* 971), τήν όποιαν θά έφαρμόσω- 
μεν διά τό δεύτερον θεώρημα. 

3) "// μέ&αδος τής ά&ροίαεως (Ο., η° 943) ευκόλως έφαρμόζετσι 
έπίσης έπί τής άνωτέρω προτάσεως καί άποδεικνύει αύτήν. 


1979 δ. Δει'τερον ίΐεώρημα. 1) Τό έπίπεδον, τό άγόμενον διά τών 
αξόνων τών δύο κυλίνδρων τέμνει τό κοινόν αυτών στερεόν (Σ) κατά 
τετράγωνον (Τ), τά δέ δύο έπίπεδα, τά άγόμενα δι" έκάστης τών 
διαγώνιων του τετραγώνου .τούτου καί δύο Απέναντι άκμών τοΰ 
κύβου, διαιρούν τό στερεόν είς τέσσαρας κυλινδρικούς όνυχας—ώς 
ιούς έν τω πρώτω θεωρήματι θεωρηθέντας. 

"Επομένως: 

δ 1 2' 

~ 4 " ~6 " Τ δ *· 


δ οϋσης τής διαμέτρου τής περιφερείας, τής έγγεγραμμένης είς τό 
τετράγωνον (Τ). 

2) "Εάν παν έπίπεδον, παράλληλον πρός δοθέν, τέμνη δύο στε¬ 
ρεά κατά τομάς, τών όποίων αΐ έπιφάνειαι έχουν λόγον σταθερόν, 
οί Λγκοι τών δύο στερεών είναι πρός άλλήλους ώς καί αΐ έπιφά- 
νειαι τών τομών. (Πρβλ. θεώρ. 767, I καί ό., η° 914). 

"Επί τοΰ προκειμένου, ή είς τό στερεόν (Σ) έγγεγραμμένη σφαίρα 
καί τό στερεόν τοΟτο τέμνονται διά παντός έπιπέδου. παραλλήλου 
πρός τό τετράγωνον (Τ). κατά περιφέρειαν άκτΐνος ρ καί κατά 
τό περιγεγραμμένον είς αύτήν τετράγωνον. "Επειδή δέ ό λόγος 
τών έπιφανειών τούτων είναι 

πρί _π_ 

4ρ* 4 ’ 

έπεται δτι καί·ό λόγος τών Αντιστοίχων όγκων είναι 

λ (οφαίοαςΐ 11 
ΥΣ _ 4 

V 4 4 , 16 . 26* ..... 

Αρα V: = — · — πρ* = -γ ρ’ . (■“) 

1979ε. Παρατηρήσεις. 1) "Υπό τοΟ τετραγώνου (Τ) τό στερεόν 
<Σ) διαιρείται είς δύο Ισα μέρη. Ή κυρτή έπιφάνεια, είς ήν ιτερα- 
τοΰται έκαστον τούτων, είναι μοναστηριακός νόίος μέ βάσιν τετρά¬ 
γωνον· ό όγκος του είναι 



ή V* = Βάσις (= τετρ. (Τ) ) χ Οψος. 


1X1. 2 η μ. μιτ. Λιά την λβπτομ*ριοτέραν άπόβειξιν τής προτΑσεβς, 
€λ. Συμπληρωματικός παραγράφους, βΐς τό τέλος τοΰ VII ΒίδλΙ#*/ 
§§ 2063 λ καί βπομένας. 
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Τόν αύτόν τύπον τού όγκου λαιιβάνοιιεν καί διά πάντα μονα¬ 
στηριακόν θόλον, οίουδήποτε όντος τού πολυγώνου τής βάσεως 
καί τού ϋψους τοΰ θόλου, ύποτιθεμένης έλλείψεως τής όδηγοΟ 
καμπύλης. ιι· 1 904). 

2) Τό Λειτκιιιι- \>·,.'ι,,ι/ιιιι έτιιδέχεται καί μίαν άλλην γενίκευοιν. 
“Εστω τυχόν παραλληλεπίπεδον (Π) καί θεωρήσωμεν τάς έξ ελ¬ 
λείψεις αΐτινες έγγράψοντσι εις τάς έδρας αύτοΰ Καί έφάπτονται 
τών πλευρών έκάστης εις τά ιιέσα αύτών. Αί έλλείψεις αΰται, ϊσαι 
άνά δύο, δύνανται νά θεωρηθούν ώς βάσεις εγγεγραμμένων πλα¬ 
γίων κυλίνδρων εις τό παραλληλεπίπεδον (Π) καί μέ γενετείρας 
παραλλήλους πρός τάς τέσσαρας άλλας άκμάς τού (Π). 

Άνά δύο τών κυλίνδρων τούτων όρίζουν εν κοινόν αύτών στε¬ 
ρεόν. 7α τρία ταϋτα κοινά ηζερείι είπα Ιαηί)ι·νοηα ποίις άλληλ,ιι καί .ταά: 
ζίι Λι·ι* τρίτα ζην κοοολλη/ν.π ι δ.Ο'. 

3) θεωροΰντες είς κανονικόν τετράεδρον τούς τέσσαρας έκ πε¬ 
ριστροφής κώνους, μέ κορυφάς τάς κορυφάς τού τετραέδρου και 
έγγεγραμμένους είς αύτό καί γενικεύοντες, άγόμεθα είς τό έπόμε- 
νον θεώρημα : 

Ο! κώνοι, /(.' κορνφίι; ζίι; κορνφίι; ινχηνζο; τετράεδρον κιιΐ βίιαη; ί/.~ 
λ.εΐφει; εγγεγηαιιμίνη; εκ* τι'κ ά :ιίνάνι I έδρα; καί ίγοαζημίνη; τιϋ ι· ιί.ενρώ I 
εχάατηζ εκ τά μίαιι ανιιοι’ ( 1 *-), είναι ίαοδνναμοι. 

Διάφορα προβλήματα 800—11 

1979 η. Νά ύπολογισΟή ό όγκος τυχόντος κυλινδρικού Γινυχος. 

1) Ό κι'λινδρος είναι όρΙλός κνκλικό; ά/.λά τίι νάνον έ.τίπεδι >>’ όρί.'ε. 
ιοί τής βιίοειο; χορδήν διάφορον τής διιιμίιοον. 

θεωροΰντες τό στερεόν, ώς καί έν § 1979 γ, ώς άθροισμα άπει- 
ροστών όρθών πρισμάτων κλπ., καταλήγομεν είς τόν αύτόν τύπον 

V = Βάσις χ 0(1, 
άλλ’ δπου τώρα π° 898): 

6 (ρτ — δ) 

(χ ή χορδή τοΰ τό,ξου τής βάσεως, τ τό τόζον, ρ ή άκτίζ' καί δ 
τά Απόστημα τής χορδής άπό τοΰ κέντρου). 

2) Ό κύλινδρος είναι ορδός έ/,λει.ττικός. Ή περίπτωσις αϋτη Ανά¬ 
γεται είς τήν προηγουμένην, έάν θεωρήσωμεν τό Αντίστοιχον κυ¬ 
κλικόν τμήμα τοΰ πρωτεύοντος τής έλλείψεως κύκλου (" , ). 

3) "Ο κύλινδρος είναι πλάγιο;. Ή εύθεϊα Ο.Ι'.ή παράλληλος πάν¬ 
τοτε πρός τάς γενετείρας, πρέπει νά πολλαπλασιασθή έπί τό συνη- 
μίτονον τής κλίσεώς της πρός τό έπίπεδον τής βάσεως. 

4) Μοναστηριακός {λάλος 'άυοδή.τοζε. θεωροΟμεν αύτόν άποτελού- 
μενον έκ κυλινδρικών όνύχων, ώς οί προηγουμένως θεωρηθέντες. 


112. Σ η μ. μ ϊ τ. Δι' έκάστην ϊδραν. ή Ιλλειψις αΰτη είναι προβολή 
ΙπΙ τό επίπεδόν της τής εγγεγραμμένης εις τό ισόπλευρον τρίγωνον. ο>5- 
τινος προβολή είναι ή έδρα αϋτη (§ 1844 α, Σημ. 1). περιψερείας. 

113. 2 η μ. μ ε τ. Ιΐρός υπολογισμόν τού έμβαδοΰ τοΰ ελλειπτικού 
(τής βάσεως) τμήματος αλλά καί πρός εϋρεσιν τοΰ κ. βάρους Ο αυτής. 
(Ο., 902, Κε-ιπ.). 
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5) —τανοοϋΰλιον ( 11 *). Τό σταυροθόλιον είναι συμπλήρωμα τοΰ μο¬ 
ναστηριακού βόλου. Έκ τών προηγουμένων, εύρίσκομεν εύκόλως 
τόν βγκον ενός ώρισμένου τμήματος τοΰ σταυροθολίου, του περιε¬ 
χομένου μεταξύ τής έσωτερικής καί έξωτερικής έπιφανείας αύτοΟ · 
ίντνγος ή έοωρραχίον καί ν,τεριιντνγος ή ίςωρραχίον, άντιστοίχως, είς 
τήν Αρχιτεκτονικήν. 

Κώνοι. — Κωνοειδή. — Δ ομοειδή 

1979&. Κώνοι. Κώνος όνομάζεται τό στερεόν, τό έχον βάοιν τυ- 
χοΟσαν έπίπεδον κλειστήν Επιφάνειαν καί περατούμενον πλευρι¬ 
κός ΰπό τών εύθυγράμμων τμημάτων, τών ένούντων τά διάφορα 
σημεία τής περιμέτρου τής βάσεως μετά σημείου — κορυφής τοΟ 
κώνου — έκτός τοΰ έπιπέδου τής βάσεως κειμένου. 

"Ο ιίγχος παντός χο'ινον είναι γινόμενον τής βάσεως καί χοι* τρίτον τον 
Ρφονς αν τοΰ. 

Γνωρίζομεν νά όπολογίσωμεν διά στοιχειωδών μεθόδων τήν 
παράπλευρον έπιφάνειαν τοΰ όρθσϋ κυκλικού κώνου ή μιας πυρα- 
ιιίδος. Διά τά γενικώτερα δμως στερεά τοΰ είδους τούτου, ώς λ.χ. 
διά τόν όρθόν έλλειπτικόν κώνον ή τόν πλάγιον κυκλικόν, εΤμεθα 
υποχρεωμένοι νά καταφεύγωμεν εις κατά προσέγγισιν ύπολο· 
γισμούς. 

ΚωνοειΟ). Έκ τών στερεών τούτων θά θεωρήσωμεν έκεΐνα μό¬ 
νον διά τά όποια ή εόθύγραμμος όδηγός — κορυφογραμμή κατά 
I. Χατζιδάκην (Όλ. Λογισμός, σ. 347) — είναι παράλληλος πρός 
τήν βάοιν αύτών. 

Κωνοειδές είναι τό στερεόν μέ βάοιν τυχοΰσαν έπίπεδον κλει¬ 
στήν επιφάνειαν καί τό όποιον περατοϋται πλευρικώς ύπό εύθυ¬ 
γράμμων τμημάτων ΑΒ, παραλλήλων πρός έπίπεδον — όδηγονν *'*/. 
ςτεδον — καί τών όποιων τά άκρα Α καί Β εύρίσκονται έπί τής πε¬ 
ριμέτρου τής βάσεως καί έπί εύθείας - ύίηνοΓ» 1} χοονγογραμμής. 

Ό ιίγχος .τανιος χωνοειδούς — μ'ε χορνφογραμμήν παράλληλον τής βάοτως 
αντον — είναι γινόμενον τής βάσεως ε.τ! τό η μιαν τον ΰι/'ους (άποστάσεως 
τής κορυφογραμμής άπό τής βάσεως) ανιόν. 

Καί ένταΰθα δέν Εχομεν στοιχειώδεις μεθόδους διά τόν ύπολο- 
γισμόν τής παραπλεύρου έπιφανείας τών κωνοειδών εις τήν γε¬ 
νικήν περίπτωσιν — έκτός, φυσικά, τής περιπτώσεως τοΰ κατακε- 
κλιμένου έπί μιας τών παραπλεύρων αύτοϋ έδρών τριγ. πρίσματος. 

Δομοειδή. Αοιιοειδίς καλείται τό στερεόν τό παραγόμενον ύπό 
κλειστής έπιπέδου έπιφανείας, κινουμένης παραλλήλως έαυτής, 
παραμενούσης όμοιας πάντοτε πρός έαυτήν καί τής όποίας Εν ώρι- 
σμένον σημεΐον γράφει μίαν εύθεΐαν (ε), ένω Εκαστον σημεΐον τής 
περιμέτρου αύτής γράφει καμπύλην κειμένην εις τό αύτό έπίπε¬ 
δον μετά τής εύθείας (ε). 

Παράδειγμα. Ή σφαίρα είναι δομοειδές, παραγόμενον ύπό τοΰ 
έπιπέδου τοΰ Ισημερινού, τοΰ όποιου τό κέντρον γράφει τήν διά¬ 
μετρον τών πόλων ένώ Εκαστον σημεΐον τής περιφέρειας γράφει 
τό ήμισυ ένός μεσημβρινοΰ. 

Έάν άντικατασταθή ό (σημερινός κύκλος διά τοΰ περιγεγραμ- 


114. ϊημ. μετ. θόλος οχηματιζόμενος έχ τής τομής δύο ήμιχο- 
λίνίραν. 
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μένου εις αύτόν τετραγώνου, έκαστον σημεϊον Επαφής θά δια- 
γράψη ένα ήμιμεσημβρινόν, τά 6έ άλλα σημεία τής περιμέτρου θά 
γράψουν ήμιελλείψεις, έχούσας διά μικρόν άξονα τήν διάμετρον 
τών πόλων. Λαμβάνομεν οΟτω τό δομοειδες μέ βάσιν τετράγωνον 
καί οδηγόν τό ήμισυ ένός μεσημβρινού. 

"Ο όγκος παντός δομοειδοΰς, εχοντος ώς όόηγον ημιπεριφέρειαν η ήμιέλ- 
λειψιν, είναι γινόμενον τής βάσεως καί τών δυο τρίτων τον νψους ανιόν. 

Έάν ή βάσις τοΟ δομοειδοΟς είναι κανονικόν πολύγωνον, τό 
στερεόν όνομάζεται καί Ισοδομοειδές, 

Ή Εσωτερική έπιψάνεια ένός μοναστηριακού θόλου. άπο της 
κορυφής μέχρι του έπιπέδου τής βάσεως αύτοΰ, είναι έπιφάνεια 
δομοειδοΟς. 

Παρατήρησις. Τούς όγκους τών κώνων, κωνοειδών καί δομοει- 
δών ύπολογίζομεν άρκετά εύκόλως, είτε διά τής μεδόδου τής άδροί- 
οεως, είτε διά τής τών ανγκρινομένων τομών. 


Δομοειδίς ττεριγεγραμμένον εις σφαίραν. Δυνάμεθα νά περιορι- 
σθώμεν εις τό ήμιδομοειδές — ήμισυ τοΟ στερεού — τό περιγεγραμ- 
μένον είς τό ήμισφαίριον- είναι ή συχνά άπαντώσα είς τήν Αρ¬ 
χιτεκτονικήν περίπτωσις τοΰ μοναστηριακοΟ θόλου. Σχετικώς Ιχο- 
μεν τό άκόλουθον (καί εύκολου άποδείξεως) θεώρημα: 


Οίονδήποτε όντος τοΰ ηεριγεγραμμένον είς τόν Ισημερινόν πολυγώνου (Π), 
ή επιφάνεια τοΰ δομοειδοϋς ίχει λόγον προς τήν επιφάνειαν τής σφαίρας, 
ον ή περίμετρος τον πολυγώνου (Π) προς τό μήκος τής τιεριφερείας τον 
ίοημερινοΰ. 

Διά τό δομοειδές λ. χ. μέ βάσιν τετράγωνον, ό λόγος οδτος 

8ρ. 4 


είναι 


2 πρ 
στερεών. 

Τό προηγούμενον θεώρημα δέν 
τά περιγεγραμμένα δομοειδή (““). 


τόν αύτόν λόγον Εχουν καί οΐ όγκοι τών δύο 


Εφαρμόζεται παρά μόνον είς 


1979 1 . Παρατηρηθείς. 1) Διά όδηγόν καμπύλην τοΟ δομοειδοΟς 
δυνάμεθα νά λάβωμεν υπερβολήν ή παραβολήν, όπως προηγουμέ¬ 
νως είχομεν Εκλέξει περιφέρειαν ή Ελλειψιν. Διά τόν ύπολογισμόν 
τών παραγομένων Επιφανειών, δέν έχομεν είς τήν διάθεσίν μας 
στοιχειώδεις ιιεθόδους* όσον διά τούς Ογκους, θά πρέπει νά γνω- 
ρίζωμεν τόν υπολογισμόν αύτών διά τμήματα μονοχώνων ή διχώ- 
νων ύπερβολοειδών ή Ελλειπτικών παραρολοειδών. 

2) Διά τά (σοδομοειδή, ό άξων τής σφαίρας ή ή όδηγός εύθεϊα 
εύρίσκεται πρός τά κοίλα τής περιφερείς ή τής έλλείψεως όδη- 
γο0· καλοΟνται Ιοοτρημοειδή (έηιιϋνέτηοϊάβ») τά στερεό, άτινα πα- 
ράγονται κατ’ άνάλογον πρός τά δομοειδή τρόπον άλλά διά τά 
όποια ό άξων εύρίσκεται πρός τά κυρτά τής όοηγοΟ περιφέρειας. 

Τό άπλούστερον καί πλέον Ενδιαφέρον Εκ τών στερεών τούτων 
είναι τό άντιστοιχοΟν είς τήν σφαίραν. Ή παράπλευρος αύτοΟ 
Επιφάνεια είναι ή παραγομένη ύπό ήμιπεριφερείας στρεφομένης 
περί τήν έφαπτομένην, τήν παράλληλον πρός τήν διάμετρον τών 
περάτων αύτής. 

Διά τόν ύπολογι&μον τής Επιφάνειας καί τοΟ όγκου τοΟ στε- 


'15. Σ ημ. μ ε τ. Σχετικώς πρός τά οχερεέ τ*5τ*, βλ.Ο., η°· ΘΒΛ-βΤέ. 
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ρεοΰ αύτοΰ, πρέπει νά θεωρήσωμεν τήν ήμίσειαν π.πΤ.,η ι·. τήν πασ;-- 
ή·ομένην έκ τής περιστροφής τοΰ ημικυκλίου περί τήν έφαπτομένη.. 

1979 χ. Σημείωσες. ΟΙ δροι ι/οιίΙΟα/··, ι : '/'ΐίι1,ιιιΙί)α/ι·, έ'/κί!Ι’έιιΐοίιΐ . 
είσήχθησαν ύπό τοΰ κόμητος Ι,ο»|κιΙιΙ Πτιιςο, συγγραφέως διαφό¬ 
ρων έργασιών έπί τών γεωμετρικών κρυσταλλογραφιών μορφών. 
(.V. Λ., 1867, σ. 144 καί 526.- - 1373, σ. 35, ευμενείς σχετικαί κρίσεις 
τοΰ Ηοιίίεΐ.— 1875, σ. 233, σημείωσις τής Συντάξεως, διατυποΰσα 
επιφυλάξεις έπ’ αυτών. Σχετικά εις : /. </. .1/., 1901, σ. 276 η° 2223. 
Ι’αιιΐ Τιπιιετν έπί τής (ιϊ·ο)ΐιι : ΐη<· /ηιιι ■ ϊηιιιιιίιΐ"ίι··· του ίδιου συν- 
γραφέως. — ('.κνίοΛίΙά* </ι·οιιιβίι·ίι/ιΐι·« τοϋ 1.. Ι-οιιτεον (1907), οποί 
άφιερώνεται όλόκληρος παράγραφος έπί τής ιάωιιιυίτώ Αιο/ράοΐ/ιο· - 
.(ο'ο (σ. 319-326). 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


Τόπος 801 

1980. Ιΐοϊος 6 τόπος τών σημείων των ίσον φωτιζόμενων Οπό δύο 
φωτεινών πηγών Α, Β, τών όποιων αί εντάσεις είναι I καί Ι'; 

Γνωρίζομεν ότι ή ποσότης τον φοιτά; τοϋ προσπίπτοντο; έπϊ ενός 
σημείου είναι αντίστροφος ανάλογος τοϋ τετραγώνου τής άποστάσεώς 
του άπό τής Φωτεινής (σημειακής) πηγής. 



Επειδή αί έντάσεις 1, Γ είναι άριθμοί, δυνάμεθα νά θεωρήσω- 
μεν έπί τής εύθείας ΑΒ τμήματα ΑΒ, ΒΓ άνάλογα τών ποσοτή 
των αύτών: 

_ΑΒ_ _1_ 

ΒΓ Γ 

Διά τό τυχόν σημεϊον Λ τοϋ τόπου θά ϊχωμεν: 

ΛΑ» _1_ ΛΑ_ νΤ 

ΛΒ» Γ ’ ΛΒ _ ΥΓ ’ 
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ΕΙς τό έπίπεδον, Επομένως, ό τόπος τών σημείων Λ είναι ή 
περιφέρεια ΜΛΝ—τόπος τών σημείων, τών όποιων ό λόγος τών 
άποστάσεων άπό τών σημείων Α καί Β είναι ϊσος πρός τόν 

ι· ι ΥΤ 
λονον λ -- ——- · 

Υγ 

ΕΙς τόν χώρον, ό Τδιος τόπος είναι ή σφαίρα, ή παραγομένη 
διά περιστροφής τής ήμιπεριφερείας ΜΛΝ περί τήν ΑΒ. 

Καταοχενή. Διά τήν κατασκευήν τών συζυγών σημείων Μ, Ν 
τών τοιούτων, ώστε : 

ΜΑ^ _ ^Α_ _ ΥΤ _ Υ~ΑΒ~ 

"ΜΒ — ΝΒ ~~ ΥΤ” ' _ Υ“ΒΓ"’ 


κατασκευάζομεν πρώτον δύο τετράγωνα, Ιχοντα λόγον πρός άλ- 

ληλα"^!- . Γράφομε ν πρός τούτο τήν ήμιπεριφέρειαν ΑΔΒ καί 
ΒΓ 

ύψούμεν κάθετον ΓΔ. θά έχωμεν : 


ΑΒ _ ΑΒ- „ Ϋ ΑΒ _ ΑΒ 
Β1 ΒΔ’ η ί'ΒΤ - ” ΒΔ 


Μεταφέρομεν άκολούθως τά τμήματα ΑΒ καί ΒΔ έπϊ τών ΑΕ 
καί Βθ, ΒΖ καί φέρσμεν τάς ευθείας ΕΖ καί Εθ. ΑΙ τομαί τού¬ 
των μετά τής ΑΒ είναι τά ζητούμενα σημεία Μ, Ν. 


Τόηος 802 


1981. Πυραμίς έχει ώς βάσιν κυρτόν ιετράπλευρον ιοΰ οποίου αί 

διαγώνιοι τέμνονται είς Ο. Ποιος ό 
τόπος τής κορυφής Κ τής πυραμί- 
δος, έάν πάσα κάθετος επί τήν ΚΟ 
τομή αυτής είναι παραλληλόγραμ¬ 
μον ; 

Έστω Α’, Β', Γ’, Δ’, αί τομαί 
τών άκμών ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ΚΔ ύπό 
τού τυχόντος καθέτου έπί τήν 
ΚΟ έπιπέδου. Επειδή τό τετρά- 
πλευρον Α'Β'Γ'Δ' θά είναι πα¬ 
ραλληλόγραμμον, αί διαγώνιοι 
αύτοΰ θά τέμνωνται, είς τό Ιχνος 
Ο' τής τομής καί τής ΚΟ, είς 
Ισα μέρη καί αί γωνίαι Α'ΚΟ', 
Γ’ΚΟ' θά είναι Ισαι, ώς καί αί 
γωνίαι Β’ΚΟ' καί Δ'ΚΟ'. 

-*· 1254 · Έκ τού σημείου Κ, κατά άκο- 

λουθίαν, τά τμήματά ΑΟ, ΟΓ 
καί ΒΟ, ΟΔ τών δύο διαγώνιων θά φαίνονται ύπό Ισας γωνίας φ 
καί ω άντιστοίχως. 

Άλλ’ ό τόπος τών σημείων είς τό έπίπεδον του τετραπλεύ- 
ρου, $ζ ών τά τμήματα ΑΟ, ΟΓ φαίνονται 6πό Ισας γωνίας, 
είναι περιφέρεια (§ 1366), ΟΜΣ, Άναλόγως, ό τόπος τών ση¬ 
μείων, 6Γ ά τά τμήματα ΟΒ, ΟΔ φαίνονται 6πό Ισας γωνίας. 
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είναι άλλη περιφέρεια ΟΣΝ. Επομένως, ό τόπος τών σημείων Κ 

Α Α Α Α 

τοΰ χώρου, δι* ά ΑΚΟ = ΓΟΚ καί ΒΚΟ — ΔΚΟ, θά εΤναι τά 
κοινά σημεία τών σφαιρών μέ διαμέτρους ΟΜ, ΟΝ, δηλαδή, ή πε¬ 
ριφέρεια μέ διάμετρον ΟΣ (Σχ. 1254) καί τής όποιας τό έπίπεδον 
εΤναι κάθετον έπί τό έπίπεδον τοΰ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 

ΙΙαρατήρηαις. Διά πάσαν τετραγωνικήν πυραμίδα μέ βάσιν κυρ¬ 
τόν τετράπλευρον, όρίζεται διεύθυνσις παραλλήλων έπιπέδων 
τεμνόντων αΰτήν κατά παραλληλόγραμμα (§ 1842), Άλλ’ έπί τοΰ 
προκειμένου ζητείται δπως τά έπίπεδα τών παραλληλογράμμων 
είναι κάθετα έπί τήν εύθεΐαν ΚΟ. 


1982. Άλλη άπύδειξις. Γνωρίζομεν δτι παν έπίπεδον παράλληλον 
πρός τό έπίπεδον ΚΕΖ, τό όριζόμενον ύπό τών ευθειών τών συν- 
δεουσών τήν κορυφήν Κ τής 
πυραμίδος μετά τών Ε καί Ζ, 
τομών τών άπέναντι τοΰ τετρα¬ 
πλεύρου πλευρών,τέμνειτήνπυ- 
ραμίδα κατά παραλληλόγραμ¬ 
μον, καί άντιστρόφως (§ 1842). 

' Ωστε,έάνέν έπίπεδον κάθετον 
έπί τήν ΚΟ τέμνη τήν πυραμίδα 
κατά παραλληλόγραμμον, θά 
πρέπει ή ΚΟ νά είναι κάθε¬ 
τος έπί τό έπίπεδον ΚΕΖ. 

Άλλ’ έάν τοϋτο συμβαίνη, ή 
εύθεία ΚΟ θά είναι κάθετος 
έπί τάς ευθείας ΚΕ καί ΚΖ 
τοΟ, έφ'οδ εΤναι κάθετος, έπι- 
πέδου ΚΕΖ. θά εΤναι έπομέ- 
νως αΐ γωνίαι ΟΚΕ καί ΟΚΖ όρθαί καί τά σημεία Σ κοινά τών 
σφαιρών μέ διαμέτρους ΟΕ καί ΟΖ. 

Ό τόπος κατ' άκολουθίαν θά άποτελεΓται έκ τών σημείων τής 
περιφερείας μέ διάμετρον ΟΣ τοΟ σχήματος 1255 καί τής όποίας 
τό έπίπεδον είναι κάθετον έπί τήν βάσιν τής πυραμίδος. 



1983. Παρατηρήσεις, 1) Αί περιφέρειαι μέ διαμέτρους ΟΕ, ΟΖ 
τέμνονται είς τόν πόδα τής έκ του Ο κάθετου έπί τήν τρίτην δια- 
γώνιον ΕΖ τοΟ τετραπλεύρου. Ή διάμετρος, έπομένως, τοΰ ζητούμε¬ 
νου χοΛου είναι ή χά&ετος αΰ τη. 

Έκ τών άνωτέρω δύο τρόπων άποδείξεως, ποριζόμεθα τό άκό- 
λουθον θεώρημα : 

Εις παν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, αί περιφέρεται με διαμέτρους ΟΕ, ΟΖ 
χαϊ α! περιφέρεται (ΟΜ), (ΟΝ) — τόποι των σημείων, τών όποιων α! 
αποστάσεις από δύο απέναντι κορυφών τον τετράπλευρου έχουν λόγον ατα&ερΰν 


ΓΟΑ . ΟΓ] 

ΙθΒ ΟΔ] 

γωνίον τον πλήρους τετράπλευρου κείμενον. 


— τέμνονται εις τό αύτό σημεΐον καί έπί τής τρίτης δια- 


Τόπος 803 

1984. Ποιος ό τόπος ιών κορυφών Σ τών τετραγωνικών πυραμίδων 
μέ δοθεΐσαν βάσιν καί δυναμένων νά τμηθονν κατά όρθογώνια; 

ΕΤναι ή σφαίρα μέ διάμετρον τήν τρίτην διαγώνιον ΕΖ τού τε- 
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τραπλεϋρου τής βάσεως· επειδή τότε α'ι εύθεϊαι ΣΕ, ΣΖ, πρός 
τάς όποιας αΐ πλευραί τών τομών θά είναι παράλληλοι, θά είναι 
κάθετοι έπ’ άλλήλας. 

Παρατήρησι;. Τό κοινόν σημείο γ τών σφαιρών μέ διαμίτρον; τάς αλευ¬ 
ράς τοΰ τρίγωνον ΟΕΖ, τώι· τοιώι· ΛιαγωνιΊον σημείων τον τετράπλευροι· 
ΑΒΓΔ, είναι ή κορυφή ανραμίδο; δνναμενη; νά τμη&ή κατά τετράγωνον. 

Τόπος 303—1 

1986 . Όμοίως: Τόπος τής κορυφής Σ, ι'να ή ιομή είναι ρόμβος ή 
χειράγωνον. 

1) "Ας προεκτείνωμεν τάς διαγώνιους ΑΓ, ΒΔ μέχρι τών τομών 

των μετά τής τρίτης διαγώνιου ΕΖ 
(σχ. 1256). Διά νά είναι ή τομή ρόμ¬ 
βος, θά πρέπει αΙ διαγώνιοι του πα¬ 
ραλληλογράμμου νά είναι κάθετοι 
έπ' άλλήλας, δηλ. θά πρέπει αΐ εΰ- 
θεϊαι ΣΗ, Σθ νά σχηματίζουν όρ- 
θήν γωνίαν. 

Επομένως, παν σημεΐον Σ τής 
σφαίρας μέ διάμετρον Ηθ θά άνήκη 
ε!ς τόν ζητούμενον τόπον, άφοΰ παν 
έπΐπεδον παράλληλον πρός τό ΣΕΖ 
θά τέμνη τήν πυραμίδα κατά ρόμ¬ 
βον· έπειδή, τό σχήμα θά είναι πάν¬ 
τως παραλληλόγραμμον καί αί δια¬ 
γώνιοι του όρθογώνιοι, ώς παράλ¬ 
ληλοι πρός τάς ΣΗ καί Σθ ευθείας. 

2) "Ινα ή τομή είναι τετράγωνον, 
ή κορυφή Σ θά πρέπει νά κεϊται έπί 
τής κοινής περιφερείας τών σφαιρών 
μέ διαμέτρους τάς ΕΖ καί ΘΗ. 



Τόπος 804 


1986. Δοθείσης σφαίρας (Ο) άχχίνος ρ, νά εύρεθή σ τόπος τής. κο¬ 
ρυφής Σ τριέδρου γωνίας, τής όποιας αί άχμαϊ έφά- 

^-\ πτονιαι τής σφαίρας χαί εδραι αυτής είναι Ισαι 

/ \ πρός 60° έχάστη. (Ν. Α., 1Θ68, σ. 215). 

0 ] Έστωσαν ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ αί τρεις άκμαί· έπειδή 

ι / τό τετράεδρον ΣΑΒΓ θά είναι κανονικόν, θά 

ΣΑ = ΣΒ = ΣΓ = ΑΒ = ΒΓ — ΓΑ. 

Σ Ή εύθεϊα ΣΟ είναι κάθετος έπί τό ΑΒΓ 

έπΐπεδον καί διέρχεται διά τοΰ κέντρου Μ τοΰ 
**· ’ Ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ· άρα 

.... . „ ΑΒ ΣΑ 

άκτις ΜΛ= — ^ — , 


Σ*. 1257. 
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έκ δέ τού όρθογωνίου τριγώνου ΟΑΣ λαμβάνομεν : 

ΑΟ.ΑΣ : ΑΜ . ΟΣ. 

Δ V _ 

ή ρ . ΑΣ = — . ΟΣ καί ΟΣ - ρ V 3 . 

ΐ 3 

Είναι δηλ. ό ζητούμενος τόπος σφαίρα ομόκεντρος τής δοθειοης 
καί άκτϊνος ρ V 3 . 


Τόπος 804—1 


1987. Τόπος τής κορυφής τού τριέδρου — όταν ιιί τρεις έδραι πο¬ 
τού έφιίπτωνται τής σφαίρας (Ο). 

Τό τρίγωνον τών σημείων επαφής θά είναι πάλιν ισόπλευρον. 
Έάν λάβωμεν έπί τών άκμών τρία ίσα 
μήκη 

ΣΔ .= ΣΕ ΣΖ. 

τά μέσα Α, Β, Γ τών πλευρών τοΰ ισο¬ 
πλεύρου τριγώνου ΔΕΖ δύνανται νά θεω¬ 
ρηθούν ώς τά σημεία έπαφής. Έστω ΣΗ 
τό ύψος τού κανονικού τετραέδρου ΣΔΕΖ. 
διερχόμενον διά τού κοινού κέντρου Η 
τών ισοπλεύρων τριγώνων ΑΒΓ καί ΔΕΖ. 

ΕΙς τό έπίπεδον ΣΑΗ, φέρομεν τήν κά¬ 
θετον ΑΟ έπί τήν ΣΑ καί μέχρι τοΰ 
ύψους ΣΗ. Ή ΟΑ παριστά προφανώς τήν 
ακτίνα τής έγγεγραμμένης είς τήν τρίε¬ 
δρον σφαίρας. 

Αρκεί ήδη νά έκφράσωμεν τήν άπό- 
στασιν ΣΟ συναρτήσει τής άκτϊνος ΟΑ 
τής σφαίρας ταύτης. 

Έκ τών όμοιων όρθογωνίων τριγώνων Σ ΑΟ. ΣΑΗ. λαμβάνομεν : 



ΣΟ ΣΑ ΑΕ 3 
ΑΟ ΗΑ — ΑΗ ~ 1 


άφοΰ τό τρίγωνον ΔΕΖ είναι ισόπλευρον. Είναι δηλ. ή άπόστα- 
σις ΣΟ τριπλάσια τής άκτϊνος ΟΑ = ρ τής σφαίρας καί ό ζητού¬ 
μενος τόπος όμόκεντρος τής δοθείσης σφαίρα καί τριπλάσιας 
άκτϊνος. 

1988. Ανάλογα ζητήματα διά ερισορθογόινιον τρίγωνον. 

Τόπος 806 

1989. Ποιος ό τόπος τών κέντρων τών σφαιρών, τών τεμνουσών όρ- 
θογωνίως τρεις δοθείσας σφαίρας ; 

ΕΤναι ή κάθετος έπί τό διακεντρικόν έπίπεδον τών τριών σφαι¬ 
ρών εις τό ριζικόν κέντρον τών τριών έπ’ αύτοΟ μεγίστων κύκλων - 
τομών τών σφαιρών. 
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Τόηος 806 


1990. Ποιος δ τόπος τών κέντρων των σφαιρών, τών τεμνουσών 
τρεις άλλας δοθείσας κατά μεγίστους αύτών κύκλους ; 

Είναι ή κάθετος έττί τό διακέντρικόν πάλιν έπίπεδον καί εις τό 
σημεϊον αύτοΰ - κέντρον περιφέρειας τεμνούσης κατά διαμέτρους 
τούς τρεις μεγίστους, έπί τοΟ έπιπέδου, κύκλους τών τριών σφαι¬ 
ρών (§ 1482). 

Τόπος 807 


1991. Δίδονται δύο σταθεροί κύκλοι έν τφ χώρφ καί ζητείται ό τό¬ 
πος τών σημεΐωγ Μ, δι' ά οί κώνοι μέ βάσεις τούς δοθέντας κύκλους 
καί κοινάς κορυφάς τά σημεία ταϋτα έχουν άθροισμα όγκων δοθέντα 


αριθμόν 


πίτ» 

ο 


"Εστωσαν α, β αί άκτϊνες τών κύκλων καί χ, ν τά υψη δύο έκ 
τών κώνων τούτων. Θά έχωμεν 


πα’χ _ πβ’ν πλ* 
3 “ 3 = 3 


Π 


α’χ β ! ν — 1ι 3 



Τό πρόβλημα άνάγεται οΰτω είς τό γνωστόν: Νά εϋρεθ/) ό τό¬ 
πος τών σημείων ές ίχάστον ιών όποιων αί κάθετοι χ, γ επί τάς πλευ¬ 
ρά: όο&είοης γωνίας ΛΟΝ (σχ. 1259), πολλαπϊΙαοιαζόμεναι επί σταθερά: 
ποαότητος α* καί β’ αντιστοίχων, νά έχουν άθροισμα σταθερόν λ 5 . 

Γνωρίζομεν (§ 271) δτι ό τόπος οδτος είναι εύθεΐα ΑΜΝ ευκό¬ 
λως προσδιοριζομένη· ό δέ ζητούμενος άρχικώς τόπος είναι έπί¬ 
πεδον (Π) διά τής ΛΜΝ καί παράλληλον πρός τήν τομήν ΟΡ τών 
έπιπέδων τών δυο δοθέντων κύκλων. 


Παρατηρηθείς. 1) Ό πλήρης τόπος άποτελεϊται καί 'έκ του συμ¬ 
μετρικού (Γι') τού έπιπέδου (Π) πρός τό σημεϊον Ο. 

2) Τά σημεία τών έπιπέδων (Π), (Π’), τά κείμενα έπί τών πα¬ 
ραπληρωματικών διέδρων γωνιών τής διέδρου ΡΟΛΝ άντιστοιχοΰν 
είς κορυφάς κώνων, διά τούς όποίους ή διαφορά τών Ογκων των 


είναι 


πίτ· 

~ 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 


ΚατασκευαΙ 


Πρόβλημα 808 

1992. Νά γραφή επί σφαίρας τόξον μεγίστου 
5ιά δύο σημείων Α, Β αυτής. 

Τγ) βοηθείφ του σφαιρικού διαβήτου καί μέ 
άνοιγμά αύτοΰ Ισον πρός τήν χορδήν ρΥ 2 του 
τετάρτου μεγίστου κύκλου τής σφαίρας, γρά- 
φσμεν τόξα Εχοντα ιτόλους τά σημεία Α καί 
Β. Ή τομή αύτών Ρ είναι ό κόλος του ζη· 
τουμένου τόξου. 

Πρόβλημα 809 

1993. Διά δοθέντος σημείου Α σφαίρας νά γραφή τόξον μεγίστου 
κύκλου κάθετον έπί δοθέν άλλο τόξον μεγίστου χύχλου ΒΓ. 

Μέ πόλον τό σημεϊον Α καί άνοιγμα του διαβήτου Ισον πρός 
ρ V 2 , γράφομεν τόξον τέμνον τό δοθέν εις Γ. Μέ κέντρον εΐτα 
τό Γ καί τό αΰτό άνοιγμα γράφομεν τό ζητούμενον τόξον ΑΒΡ. 

Πρόβλημα 810 

1994. Διά δοθείοης ε [θείας ΑΒ νά άχθη έπίπεδον έφαπτόμενον 
δοθείσης σφαίρας χέντρου Ο. 

Διά τού σημείου Ο φέρομεν Επίπεδον κάθετον έπί τήν ΑΒ καί 
τέμνον αυτήν μέν εις Δ τήν δέ σφαίραν κατά μέγιστον κύ¬ 
κλον ΕΖΘ. 

Έάν τώρα διά του σημείου Δ φέρωμεν έφαπτομένην ΔΕ πρός 
τόν μέγιστον τούτον κύκλον, τό Επίπεδον τό άγόμενον διά τών 
ευθειών ΑΔΒ καί ΔΕ άπαντά εις τό πρόβλημα. 

Επειδή είναι τούτο κάθετον έπί τήν άκτϊνα ΟΕ εις τό σημεϊον 
έπαφής, άφοΰ περιέχει τήν έφαπτομένην ΕΔ καί τήν ΑΒ, κάθετον 
έπί τό έπίπεδον ΕΖΟ άρα καί έπί τήν εύθεϊαν αύτοΰ ΟΕ, 

Παραιήρηοις. Έάν ή εύθε,ϊα ΑΒ είναι Εξωτερική τής σφαίρας 
ή Εφαπτομένη ή τέμνουσα αύτής, αί άντΐστοιχοι λύσεις τού προ¬ 
βλήματος είναι δύο, μία ή καμμία. 

Πρόβλημα 811 

1995. Διά δοθέντος σημείου Α νά άχθή έπίπεδον έφαπιόμενον δύο 
δοθεισών σφαιρών (Β) χαί (Γ). 

Επειδή ή εύθεϊα τών Επαφών θά είναι κοινή Εφαπτομένη τών 
δύο σφαιρών, θά διέρχεται άναγκαίως διά τού Ενός ή τού άλλου 
τών κέντρων όμοιότητος τών δύο σφαιρών, καί τό αύτό θά συμ- 
βαίνη καί διά τό έφαπτόμενον διά τού Α Επίπεδον. 

'Εστω Ε Εν τών κέντρων τούτων. Τό πρόβλημα άνάγεται είς 
τό προηγούμενον: 


κύκλου διερχόμενον 


ΪΤ. 1200. 



. Iί * ?ϊ'ι)ίιΐί~ ΑΕ γμ (ΐ γΟΓ /.τ/.-τίύοΓ Ι.μαπινμι ι·<*γ θ'/ α/ρπ. (Β). 

Υπάρχουν έν γένει χέσσσρες λύσεις, άνά 6ύο 6Γ έκαστον τών 
δύο κέντρων όμοιότητος των σφαιρών. 

Πρόβλημα 812 

1996. Να άχθή επίπεδον έφαπτόμενον τριών σφαιρών (Α), (Β). (Γ). 

ΈλαττοΟντες τάς άκτϊνας έκάστης σφαίρας κατά τήν άκτϊνα 
ρ τής μικροτέρας, θά ήδυνάμεθα νά άναχθώμεν εις τό προηγού- 
μενον πρόβλημα (§ 1995) ("■). 

Εργαζόμεθα 6υως άπλούστερον ώς έξης : 

Κατά τό θεώρημα τοΰ ] ι'ΛΙοιιιΙχτ; (§ 176)). τά έξ κέντρα όμοιό¬ 
τητος τών τριών σφαιρών- ευρισκόμενα έπΐ τού διακεντρικοϋ τών 
σφαιρών έπιπέδου— κεϊνται άνά τρία έπ' ευθείας γραμμής καί 
ορίζουν τέσσαρες ευθείας. Έάν δέ διά μιδς τών ευθειών αύτών 
φέρωμεν έπίπεδον έφαπτόμενον μιας τών σφαιρών, τούτο θά έφά- 
πτεται καί τών δύο άλλων. 

Υπάρχουν όκτώ έν γένει λύσεις. 

Πρόβλημα 813 

1997. Διά σημείου Λ σφαίρας νά άχθη τόξον μεγίστου κύκλου ίφα- 
πτόμενον δοθέντο; μικρού κύκλου (Β). 

Ή λύοις είναι άνάλογος τού προ¬ 
βλήματος τής § 673, ^παρατήρησις) εις 
τήν Επιπεδομετρίαν. 

"Εστω ρ ή χορδή μεγίστου κύκλου, 
ή ύποτείνουσα τό τόξον σ μεγίστου κύ¬ 
κλου καί άκτϊνα καμπυλόγραμμον τού 
μικρού κύκλου. Μέ κέντρον Β καί 
καμπυλόγραμμον άκτϊνα 2 σ νράψομεν 
κύκλον έπΐ τής σφαίρας καί τέμνομεν 
αυτόν εις Δ διά τού κύκλου μέ κέντρον 
Α καί άκτϊνα ΑΒ. 

Έάν φέρωμεν τώρα τόξον μεγίστου 
κύκλου κάθετον είς τό μέσον τού τόξου 
ΒΔ, τό τόξον τούτο θά διαιρή είς δύο ίσα. μέρη τό τόξον μεγί¬ 
στου κύκλου τό διερχόμενον διά τών Β καί Δ καί θά είναι έφα¬ 
πτόμενον τού μικρού κύκλου. 

ΙΙαρατήοηοις. Τό σημεϊον έπαφής Γ όρίζεται διά τής τομής τού 
κύκλου (Β) καί τού τόξου τού μεγίστου κύκλου τού διερχομένου 
διά τών Β καί Δ. 

Πρόβλημα 814 

1998. Νά γραφή τόξον μεγίστου κύκλου έφαπτόμενον δύο δοθέντων 
μικρών κύκλων. 

Όρίζομεν κατά πρώτον ϊν τών κέντρων όμοιότητος τών δύο 
περιφερειών (§ 1962). Ακολούθως, φέρομεν δι’ αύτοΰ τόξον μεγί¬ 
στου κύκλου.έφαπτόμενον ένός τών δοθέντων κύκλων. 


116. 2 η μ. μ 3ΐ. "Οπότε θά ήρχιι ή αγωγή έπιπέδου παραλλήλου 
πρός ιό 4χθέν έν ιή παραγρ. ιαϋι^ καί άπέχονιος ιού κέντρου τής μι- 
χροτέρας σφαίρας άπόστασιν ρ. 
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ΙΙαραι ι/ρηοις. Επειδή υπάρχουν δύο κέντρα όμοιότητος καί έξ 
έκκάστου τούτον άγονται δύο έφαπτόμενοι μέγιστοι κύκλοι, θά 
έχχωμεν τέσσαρες λύσεις τού προβλήματος, δταν οΐ δοθέντες κύ- 
κλλοι είναι έξωτερικοί άλλήλων. 

Πρόβλημα 81Β 

1999, Διά δύο δοθέντων σημείων Λ καί Β σφαίρας νά γραφή χό· 
πίλος τής σφαίρας έφαπτόμενος δοθέντος χόχλου (Γ) αυτής. 

Έργαζόμεθα καί πάλιν άναλόγως,ώς καί έν τη Έπιπεδομετρίςι. 

Διά τών Α καί Β γράφομεν κύκλον (Δ), τέμνοντα τόν δοθέντα 
(Π") είς τά σημεία Ε καί Ζ. Όρίζομεν άκολούθως τό σημεϊον καθ’ 
ϊ> τέμνονται οΐ μέγιστοι κύκλοι ΑΒ καί ΕΖ καί δΓ αύτοΟ γράφο- 
μ<εν τόν μέγιστον κύκλον, τόν έφαπτόμενον τού κύκλου (Γ). 

Έάν Η είναι τό σημεϊον έπαφής, 6 διά τών τριών σημείων 
Αι, Β, Η διερχόμενος κύκλος είναι ό ζητούμενος. 

Πρόβλημα 816 

2000, Διά δοθέντος σημείου Α σφαίρας νά γραφή χόχλος αυτής 
(•{ραπτόμενος Λύα άλλων (Β) χαί (Γ). 

Έργαζόμεθα ώς καί είς τήν Επιπεδομετρίαν. 

Εύρίσκομεν εν τών κέντρων όμοιότητος Σ τών δύο κύκλων καί 
δκά τοΟ Σ φέραμεν μέγιστον κύκλον τέμνοντα είς Ε, Ζ τούς δύο 
κιΰκλους. Διά τών σημείων Ε, Ζ (άντιομολόγων σημείων) καί Α 
Υΐράφομεν περιφέρειαν, τέμνουσαν είς Δ τόν μέγιστον κύκλον ΣΑ. 

Ό διά τών Α καί Δ κύκλος, ό έφαπτόμενος τού ένός τών δο- 
θΐέντων (Β) ή (Γ), εΤναι -ό ζητούμενος. 

Πρόβλημα 817 

2001, Νά γραφή χόχλος σφαίρας έφαπτόμενος τριών άλλων δοθέν 
τιων χόχλων αυτής. 

Ώς καί είς τήν Επιπεδομετρίαν, άναγόμεθα εις τό προηγού¬ 
μενου πρόβλημα. 

Πρόβλημα 817—I 

2001 α. Κώνος έχ περιστροφής έχει αχτίνα βάσειος ρ χαί μήκος γε¬ 
νέτειρας λ. Ζητείται νά εύρεθή ό συντομώτερος δρόμος δ επί τής έπι- 
Φκτνείας τοϋ χώνου τούτου, δ έχων αρχήν σημεϊον Α τής περιφέρειας 
τής βάσεως χαί τέρμα πάλιν τό Α αλλά διατέμνων πάσας τάς γενετείρας 
τ«>ΰ στερεού. 

Υποθέσατε τήν αχτίνα ρ ίσην πρός τό έχτον, τέταρτον ή τρίτον τής 
Υένετείρας λ. 

Έστωσαν ΣΑ, ΣΒ αί δύο γενέτειραι ε[ς τά άκρα Α, Β τής 
δ»ά τοΟ Α διαμέτρου τής βάσεως. 

Έάν άναπτΰξωμεν τόν κώνον έπί έπιπέδου, λαμβάνομεν κυκλι- 
κ Δν τομέα ΣΑ'ΒΆ", έχοντα άκτϊνα λ καί μήκος τοϋ τόξου Α'ΒΆ'' 
Τοον πρός 2πρ. 

Είς τό έπίπεδον τοΟ τομέως τούτου ή βραχυτέρα όδός μεταξύ 
τών Α' καί Α” είναι φυσικά ή εΰθεϊα ΑΆ". Διά ρ = —, ή ΑΆ" 

αα 


Γΐωμπρία 
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είναι ίση πρός λ, διά ρ = Α- Τση πρός λ Ϋ 2 καί διά ρ Γση 

πρός λ ^ 3. ΑΙ εύθεϊαι αίται είναι αΐ Απεικονίσεις (ή Αποτυπώ¬ 
ματα) τών ζητουμένων δρόμων δ έπΐ τοϋ Αναπτύγματος. 

Πηυατηοήαει;. 1) Διά ρ = ~ , θά ήδυνάμεθα νά ζητήσωμεν τήν 
ο 

βραχυτέραν όδόν. τήν Αναχωρούσαν Από τού Α, έπανερχομένην 
είς αύτό καί συναντώσαν δύο φοράς έκάστην γενέτειραν. 

Άναπτύσσομεν πρός τούτο τόν κώνον δύο φοράς (κυλίοντες 
δηλ. αύτόν δύο φοράς έπΐ τού έπιπέδου), λαμβΑνοντες κ. τομέα 
ΣΆ'ΒΆ"Β"Α'". Ή εύθεϊα ΑΆ"’= λ Ϋ 3 είναι ή Απεικόνισις τού 
ζητουμένου δρόμου έπΐ του Αναπτύγματος. 

2) Εύκολος είναι ή εϋρεσις Ασκήσεων άναλόγων πρός τήν προ- 
ηγουμένην. Δυνάμεθα λ. χ. νά ζητήσωμεν Εν τών τριών μηκών ρ, 
λ καί δ, δ.ταν δίδωνται τά δύο έξ αύτών. (Βλ. Κ.κ. άβ ΟέοηχέίΓΪβ 
ΌββΟΓΪρίίνβ, η° 1013). 


Αριθμητικά προβλήματα — Σχέσεις 


Πρόβλημα 818 

2002. Ε(ς ποιαν άπόστασιν από τής κορυφής - κώνου πρέπει -νά 
άχθή τομή (Τ) παράλληλος πρός τήν βάοιν Β αυτού, ΐνα τό έμβαδόν της 
είναι τό ήμισυ τοΰ έμβαδοΰ τής βάσεως ; 

"Εστω υ τό ύψος καί χ ή Απόστασις. θά πρέπει νά Εχωμεν 

Ξΐ-Χ 

υ* _ Β : 2 

ή χ = —= υ . 0,707... 


Πρόβλημα 819 

2003. Έστω (Τ), (Τ') δύο τομαί κώνου παράλληλοι πρός τήν βάσιν 
Β αυτού καί τοιαύται ώστε 

Τ_ Β_ 

1 _ 2 3 


Νά εΰρεΟούν οί λόγοι τών άντιστοίχων τμημάτων επί τοϋ ύψους τοΰ 
κώνου. 

"Εστωσαν χ, γ, υ αΐ Αποστάσεις τών τριών έπιπέδων Από τής 
κορυφής, θά Εχωμεν : 

υΥΤ 


= υ.0,577. 


κ 3 . Τ I „ 

υ’ Β ~ 3 ηχ 

ν» Τ' 2 „ υΥΤ ηΒ1 - 

^^-Β = Τ ή ν = - 3 -=υ.0,81 6 ... 
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Πρόβλημα 820 

2004. Εις ποιαν άπόστασιν άπό τής κορυφής πρέπει νά άχθη τομή 
(Τ) παράλληλο; πρός τήν βάσιν Β κώνου, ΐνα ό λόγος τής τομής τσέ¬ 
πης πρός τήν βάσιν νά είναι δοθείς λ- ; 

V = ΤΓ ^ Καί X = υ /ΪΠ 
υ 3 Β 


Πρόβλημα 821 

2005. Νά τμηθή κώνος 'ύπό επιπέδου παραλλήλου πρός τήν βάσιν. 
*1ς τρόπον, ώστε ή τομή αΰτη νά είναι Ισο¬ 
δύναμος πρός τήν κυρτήν επιφάνειαν του όρι- 
ζομένου κολούρου κώνου. 

Έστω ΑΒ — λ, ΒΗ — υ, ΑΗ = β καί 
ΒΔ = κ. Θά πρέπει νά Ιχωμεν : 

π.ΜΔ> = π(ΑΗ + ΜΔ)ΑΜ. (1) 

Αλλά μδ = 5ξ, ΜΒ..-, ς >· ι:ί - 

υ υ 

ΑΜ = λ— — = — (υ- κ), 
υ υ 

ΑΗ -+■ ΜΔ = β + — — (υ + χ). 

, υ υ 

καί ή σχέσις (1) γίνεται 



β 5 -χ’ β , , , λ , , 

- — — (υ + χ). — (υ — χ), 
υ 8 υ υ 


η 

έζ ής εύρίσκεται τό χ. 


- *}>*_ 

Χ '* ' β+λ ’ 

Πρόβλημα 821—I 


2006. Εις κώνον έγγράφομεν κύλινδρον τοιούτον, αίσιε τό ύψος αυ¬ 
τού νά Ισοϋται πρός τήν γενέτειραν τοϋ κώνου 
τοϋ έδραζομένου έπί τοϋ κυλίνδρου. Νά εύ- 
ρεθή ή ολική επιφάνεια καί ό όγκος τοϋ κυ¬ 
λίνδρου τούτου, συναρτήσει τής άκτίνος ρ τής 
βάσεως καί τοϋ ύψους υ τοϋ άρχικοϋ κώνου. 

Έστωσαν ΑΒΓ καί ΡΜΝΠ αΐ τομαί 
του κώνου καί τοΰ κυλίνδρου δι’ έπιπέδου 
διά τοΰ κοινού άξονος τών δύο σωμάτων 
άγομένου. | / 

Διά τόν όρισμόν τοϋ σημείου Ρ, χρη- ! ' 
σιμοποιοΰμεν τά δμοια σχήματα· λαμβάνο- \; 
μεν τήν κάθετον ΑΛ = ΑΒ, φέρομεν τήν . ',' 

ΒΡΛ κλπ. 

Ό ϋπολοχισμός τών ΡΗ---άκτίς τοΰ Σ *' Κ03 ' 

κυλίνδρου καί τοϋ ϋψους αϋτοϋ ΜΡ δέν 
παρουσιάζει δυσκολίας. ΕΟρίσκομεν 



λρ^υ 
(λ + υ)’ · 


(λ = ΑΒ) 






1044 


Πρόβλημα 822 


2007. Νά υπολογιστούν ί) επιφάνεια καί ό όγκος τής περιγεγραμ- 
ένη; σφαίρας εις κανονικόν τετράεδρον ακμής α. 

Έστω ΑΔ τό ϋψος έπί τήν πλευράν ΒΓ τής βάσεως ΑΒΓ χοΰ 
τετραέδρου· ή ευθεία αυτή είναι έπίσης 
διάμεσος καί διχοτόμοφ του ισοπλεύρου 
τριγώνου ΑΒΓ. 

Τό ύπό τής ΑΔ καί τής κορυφής Σ 
όριζόμενον έπίπεδον — καί τό όποιον ύπο- 
θέτομεν κατακεκλιμένον έπί του έπιπέδου 
τής βάσεως — είναι έπίσης διάμεσον, διχο¬ 
τομούν καί διά τοϋ έκ τού Σ ύψους τού 
τετραέδρου άγόμενον. Γνωρίζομεν δέ δτι 
τούτο καί τά πέντε άλλα άνάλογα πρός 
αύτό άγόμενα έπίπεδα διέρχονται διά τού 

αότοΰ σημείου (§ 1833). 

Έκ τούτων, τά τρία κάθετα έπί τήν έδραν ΑΒΓ τέμνονται 
κατά τήν αύτήν ευθείαν—τό ύψος ΣΕ τού τετραέδρου—διαιρεί δέ 

2 

ή ευθεία αϋτη τήν διάμεσον ΑΔ ιίς τμήματα έχοντα λόγον —. Τό 

αυτό συμβαίνει καί διά τό έκ τού Α ύψος καί διά τά τμήματα είς 
ά διαιρεί τούτο τήν διάμεσον ΣΔ τής έδρας ΣΒΓ. 

Διά τόν ύπολογισμόν τής άκτϊνος τής περιγεγραμμένης είς τό 
τετράεδρον σφαίρας, δηλ. τού μήκους ΟΑ = ΟΣ — ΟΒ = ΟΓ, θά 
πρέπει νά εϋρωμεν τήν θέσιν τού Ο έπί τής ΣΕ. 

Έστω ΑΒ —α. θά είναι: 



ΒΔ^~, 


Α Λ α ^ 2 

ΑΔ=- 2 _ 


ΑΕ = -|·Ϋ3 


ΣΕ = ΑΖ = α 

V 3 


Εκ τών όμοιων 

ΑΟ _ΑΔ 
ΑΖ 


ιίων τριγώνων ΑΕΟ καί ΑΖΔ λαμβάνομεν: 


ΑΕ 

Επομένως : 


α ~ ΑΕ . ΑΔ α ν -£- 
ΛΟ =,.*=—ΑΪΤ- = Τ ν6 · 


3 

Επιφάνεια σφ. (Ο) = — πα*. 

ι ντ 

“Ογκος σφ, (0) = — πα’ - · 


Πρόβλημα 823 

2008. Νά ύπολογισΦοϋν ή έπιφάνεια καί ό όγκος τής έγγεγραμμέ- 
νης σφαίρας εις κανονικόν τετράεδρον, ώς καί τά ίδια στοιχεία διά 
τήν έφαχτομένην τών ακμών τού τετραέδρου σφαίραν. 
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Έπαναλαμβάνοντες τούς ίδιους, ώς καί 
γισμούς, εύρίσκομεν 6τι άμφότεραι αΐ 
ζητούμενοι σφαΐραι έχουν κοινόν κέν- 
τρον τό σημεϊον Ο. Επειδή τούτο ίσον 
άπέχει τών κορυφών τών εδρών καί 
άκμών του τετραέδρου. Ή άκτίς ρ τής 
έγγεγραμμένης σφαίρας έχει μήκος ίσον 
πρός τό ΟΕ, ή δέ άκτίς ρ' τής ίφα-ττο- 
μένης τών άκυών εΓναι ίση προ, ΟΔ. 16- 
ρίσκομεν 


προηγουμένως, συλΛο· 

Α 



ρ ΟΕ V ΟΑ· ! ΑΕ- ]/κ ? -(-γΐ 3 ) 

Κτ^)'-( α Γ) 7 -^· 

ρ’ ΟΔ : V ΟΕ^+ΕΔ^ - Ϋ Ρ = + ( ^ 

··- , . ττ α * . ,, πα- 

Επιφ. σφαίρας (ρ) : --~. Επιφ. σφαίρας (ρ ) — —— . 

„„ . . πα 3 V 6 . πα’Υ 2 

Ογκος σφαίρας (ρ) = 2]6 - , Ογκος σφαίρας (ρ )“ - -~ · · 

2008 α. ΙΙαρατήρησις. 'II ί-.Ίΐφάνηα τής σφαίρας Ιί/ς νφαπίομννι/ς τών 
ακμών γογ κανονικοί· τντρανόρον είναι ιιι'αι) άνάΙ.ηγος ιών επιφανειών τής 
ΐγγεγραμιιίηις καί τής .περιγεγραμμένης σφαίρας. Τό αυτό ονμβαίνει καί Λ'ά 
ΤΟί·ς ηγχονς τών στερνών τοί-ιων. 


Πρόβλημα 824 

2009. Ισόπλευρον τρίγωνον πλευράς α στρέφεται περί μίαν πλευ¬ 
ράν του κατά ολόκληρον περιφοράν. Ποιος ό άγχος τού παραγομένου 
στερεού : 

(α ή πλευρά τοΰ τριγώνου). 


πυ Λ '-'α 
3 ' 

2010. Εφαρμογή τών θεωρημάτων τοΰ (ΐιιΜϊιι. 

Ε(ς τό άνωτέρω ζήτημα καί εις τά όμοια αύτοΰ, δυνάμεθα νά 
έφαρμόζωμεν καί τά θεωρήματα τοΰ ΟιιΐιΙίπ (Ο., η"* 903 καί 904). 


Εύρίσκομεν : V — —— 


Διά τό τυχόν τρίγωνον. 
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Πρόβλημα 826 

2011. Νά ύπολογισθή ό άγχος τού στερεού τού παραγομένου διά πε· 
ριστροφής ισοπλεύρου τριγώνου περί άξονα διά μιας κορυφής του άγο¬ 
με νον καί παράλληλον πρός τήν απέναντι αυτής πλευράν. 

γ-. . ,. Ία 1 

Ευρισκομεν : \ — —— . 

Παρατήρησα. Έΐιν ό ίΐξων είναι τνχονσα είιΟεΐα ύιά τής κοονφης (μ>ϊ 
Αιατέμνοναα τΰ τρίγωνον), ύ .ιαραγιηιενυς όγκος μεταβάλλεται μειαςΐ· των 
ίΐ οι ίλαιον 

πα 3 . ηα ! 

— Καΐ — ' 

Τό έλάχιστον λαμβάνεται, δταν ό άζων. διέρχεται διά μιας 
πλευράς· τό μέγιστον, δταν οΰτος είναι παράλληλος πρός πλευ¬ 
ράν του τριγώνου. 

Πρόβλημα 826 

2012. Εϋρετε συναρτήσει τής πλευράς α κανονικού εξαγώνου, τον 
όγκον τού παραγομένου στερεού διά περιστροφής τού σχήματος περί 
μίαν τών πλευρών του. 

9 

Ευρισκομεν : V = — πα*. 

Ιίαραιτμιήοεις. 1) Έάν ό άζων διέρχεται διά κορυφής Α καί είναι 
κάθετος έπί τήν διά τού σημείου αύτοΰ διάμετρον, 

λ' -= 3 πα 3 V 3. 

ΐ) Έάν ό άζων είναι τυχοΰσα εύθεϊα διά τοϋ Α καί μή δια- 
τέμνουσα τό σχήμα, ό παραγάμενος δγκος μεταβάλλεται μεταξύ 
9 πα* . — 

τών ορίων —^— (ιπίπ.) καί 3πα 3 Υ 3 (ιιιαχ.). 

Πρόβλημα 827 

2013. Τρίγωνον περιστρέφεται περί ιήν συν· 
δέουσαν ευθείαν τά μέσα δυο πλευρών τον. 
Ποιος ό λόγο; τών όγκων τών παραγομένων στε¬ 
ρεών ύπό τών δυο τμημάτων τού τριγώνου: 

"Εστω ΕΖΔ τό μέσον τρίγωνον τοΟ δο- 
θέντος. Τά τέσσαρα μικρότερα τρίγωνα το& 
σχήματος είναι ίσα καί 

λ' = "Ογκος (ΑΕΖ)—Όγκος (ΕΔΖ) = 

= ’/·ϋ Όγκου (ΕΒΔ)( ,,! ). 



X». 


117. 2 η μ. μ ε τ. Τούτο καί απ' τύθείας άποΒεικνϋεται αλλά καί ίιά 
τού θεωρήματος τού Οιιΐάΐη. Επειδή τά έμβαδά τών τριγώνων τούτων 
είναι ίσα, αί ϊέ άποοτάοεις τών κ. βάρους αύτών άπό τού άξονος περι¬ 
στροφής είναι ώς οί αριθμοί 1, 1. καί Ί. 
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Επειδή δε προφανώς: 

"Ογκος (ΕΒΔ) 

ϊπεται 

"Ογκος (ΕΒΓΖ) — 5 V 


"Ογκος (ΖΔΓ), 

= 5 "Ογκου (ΑΕΖ). 


Πρόβλημα 827—1 


2013 α. Συναρτήσει τής ακμής « κύβου, νά νπο/,ογισΟοϋν ή επιφάνεια 
καί ό όγκος τής περιγεγραμμένης εις τόν κύβον σφαίρας, τής Εγγεγραμ- 
μ ένης εις αυτόν καί τής εφαπτομένης τών ακμών αύτυϋ. 

1) Τής Εγγεγραμμένης σφαίρας ή διάμετρος είναι α, ή έπιφά- 
νεια πα 2 καί ό δγκος -τ- πα’. 

Ο 

2) Τής Εφαπτομένης τών άκμών, διάμετρος είναι ή διαγώνιος 
μιας Εδρας = α V 2, ή Επιφάνεια 2 πα- καί ό δγκος — πα :ι V 2. 

3) Τής περιγεγραμμένης σφαίρας, διάμετρος είναι ή διαγώνιος 
του κύβου = α V 3, ή Επιφάνεια 3πα 2 καί ό δγκος — πα 2 ν3. 

Πρόβλημα 828 


2014. Δίδονται δύο οημεϊα Α καί Ο. Ζητείται όπως γραφή περιφέ 
ρεια μέ χέντρον Ο καί τοιαύχη, ώστε, εάν έχ 
τοΰ Α φέρωμεν τήν έφαπτομένην αυτής ΑΒ 
καί περιστρέψωμεν τ6 όλον σχήμα περί τήν 
ΑΟ, ή Επιφάνεια ή παραγομένη ΰπό τής ΑΒ 
να είναι Ισοδύναμος πρός τήν τής σφαίρας (Ο). 

Έστω ΟΑ:-α, ΟΒ = ρ, ΑΒ·--β. 

Ή κυρτή Επιφάνεια τοΰ παραγομΕνου 
κώνου είναι π . ΒΔ . ΑΒ. θά Εχωμεν : 



ΔΟ = 


ΒΟ 2 

ΟΑ 


Ρ1. ΑΔ 


£1 

α 


ΒΔ’ = ΑΔ.ΔΟ 

ΑΒ- = ΑΟ- 


α- - ρ3 
α 


£ΐ 

α 


α * — ρ 2 
α 

(α 2 - ρ·)ρ 2 


καί Επομένως 


ΟΒ 2 = α* — ρ’ 


Κυρ. 'Επιφ. κώνου = π . ΒΔ . ΑΒ = (α 2 — ρ 2 ). 


(I) 


Ή Επιφάνεια τής σφαίρας είναι 4 πρ’. Άρα 

π_ρ_(α 2 -ρ 2 ) =4 

α Γ 

ΆπλοποιοΟντες Βιά ρ κλπ., εύρίσκσμβν 

Ρ = α (V Τ - 2). 
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Πρόβλημα 829 

2015. Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ στρέφεται περί άξονα κείμενον έν 
τψ επίπεδοι του, κάθετον έπί τήν πλευράν ΒΓ — α καί εις άπόστασιν 

άπό τοΰ έπ’ αυτήν ύφους ίσην πρός Εΰρετε τόν όγκον τού παραγο- 

μένου στερεού. 

Εύρίσκομεν V - - πα’ V 3. 

Ή όλική έπιφάνεια τοΟ στερεού είναι 9 πα’, έννεαπλασϊα τής 
τού κύκλου μέ άκτίνα α. 


Πρόβλημα 830 


2016. Τρίγωνον ΑΒΓ περιστρέφεται περί άξονα παράλληλον πρός 
τήν πλευράν του ΒΓ - α καί διερχόμενον διά τοΰ κέντρου βάρους αΰ- 

τοΰ. ΙΤοϊοι οί όγκοι των παραγομένων 
στερεών ύπό τών δύο τμημάτων τοΰ 
τριγώνου ; 

“Εστω ΔΕ ό άζων περιστροφής 
καί υ τό έπί τήν ΒΓ ύψος τοΰ τρι¬ 
γώνου. Θά Εχωμεν : 

. Α 2υ υ ,ε 2α 

ΑΛ = Τ> ΛΗ ύ . ΔΕ — — - 

Φέρομεν τάς παραλλήλους ΕΖ 
καί ΓΘ. Τά τρίγωνον ΔΑΕ παράγει 
στερεόν άποτελούμενον έκ δυο κώ¬ 
νων, έχόντων άκτινα ΑΛ βάσεως κοινήν καί άθροισμα υψών τήν 
ΔΕ. Επομένως : 

,. ν/ΛΑΕί π.ΑΛ-.ΔΕ π 4υ 5 2α 8 παυ 5 ... 

1) V (ΑΔΕ) - -^— -ο-— “-5Ϊ-Ο 



2) 'Ο δγκος τοΰ στερεού τού παραγομένου ύπό τοΰ παραλλη¬ 
λογράμμου ΔΒΖΕ είναι ίσος πρός τόν Λγκον τόν παραγόμενον 
ύπό τού όρθογωνίου, τό όποιον θά είχεν ΔΕ διά βάσιν καί ΛΗ 
διά ύψος (ΟιιΙιΙίη): 

2 παυ 5 


Υ(ΔΒΖΕ) = π ΛΗ 5 . ΔΕ 


υ 5 2 α 


27 


( 2 ) 


'Ο δέ όγκος ό παραγόμενος ύπό τού τριγώνου ΕΖΓ είναι δι¬ 
πλάσιος (§ 2013) τού παραγομένου ύπό τού ΕΓΘ : 


ν(ΕΖΓ) 
"Ωστε ·. 


2 -γ. ΛΗ*. ΖΓ = 2 . ·γ 


α 

Τ 


2 παυ 5 
ίΠ ■ 


Υ(ΒΔΕΓ) -=(2)+<3) = ?—Ι. 


(3) 


(4) 


Κ*ναι Αηλ. ·>· -ινκ»..* τ(7ι ι* οχεοτίΐιν ι ι· .Ίαοαγοιιε γοιγ τον τοιγν·νον 
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ΑΔΕ χαϊ τοΰ τραπεζίον ΒΔΕΓ Γοοι, μολονότι αΐ άντίστοιχοι έπιφά- 
νειαι είναι άνισοι. Πράγματι 

(ΑΔΕ) = αυ, ένω (ΔΒΓΕ) = αυ.. 

Παοατήρηαις. Έάν ό άξων περιστροφής συμπίπτη πρός μίαν 
βιάμεσον τοΰ τριγώνου, τό τρίγωνον διαιρείται είς δύο μέρη ισο¬ 
δύναμα. Διά πάσαν άλλην θέσιν τοΰ άξονος, διά τοΰ κ. βάρους 
πάντοτε τοΰ τριγώνου, τά μέρη Εχουν άνίσους έπιψανείας καί ή 
διαφορά αύτών γίνεται μεγίστη, δταν ό άξων είναι παράλληλος 
πρός μίαν τών πλευρών. Είναι δέ τότε αϋτη ίση πρός τό Ενατον 
τοΰ έμβαδοΰ τοΰ τριγώνου. 

Είς οίανδήποτε όμως &ίοιν τοΰ άξονος, τά στερεά τά παραγόμενα ί.ιό 
τών όνο τμημάτων τον τριγώνου είναι πάντοτε Ισοδύναμα . 

Πρόβλημα 831 

2017 . Νά έγγραφή είς κώνον κύλινδρος τοιοϋτος. ώστε ή κυρτή αν- 
τοΰ Επιφάνεια νά είναι Ισοδύναμος πρός 
τήν κυρτήν επιφάνειαν τοΰ έπϊ τοΰ κυλίν¬ 
δρου έδραζομένου μικρότερου κώνου. 

θά πρέπει νά Εχωμεν (σχ. 1269) : 
π.ΜΔ.ΜΒ=2π. ΜΔ . ΜΡ, 
ή ΜΒ = 2ΜΡ. 

Τό σημεϊον Μ όρίζεται ώς καί είς 
τήν § 2006, άλλ’ δπου θά ληψθή 

ΑΑ = 1 - ΑΒ. 

Υπολογισμός. "Εστω ΒΗ = υ, ΑΗ = β, ΑΒ = λ καί ΒΔ = χ. 
θά είναι 

*!=Λ, ΜΒ = — 
χ υ υ 



Σ* ΐΜί». 


καί 


ΜΡ = υ — χ. 


Άρα 


καί 



υ 


χ 


2 υ* 

Χ “ λ + 2υ ' 


Πρόβλημα 831—I 


2018. “Ομοιον πρόβλημα: Ό λόγος τών δυο επιφανειών νά είναι 
δοθείς (σχ. 1269). 


2 μυ» 

λν 2 υμ 


Ευρίσκομεν 


χ 
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Πρόβλημα 832 


2019. Άνάλογον πρόβλημα : Οί όγκοι τών 
ναι ΐοοι. 


θά πρέπει: 


π.ΜΔ’.ΒΔ 

3 


π ΜΔ*. ΜΡ, 



δύο σωμάτων να εΐ- 


Επομένως : 


καί 



3υ» 

X = -:—5- 

Λ. + 3υ 

Πρόβλημα 832—1 


2020. Νά έγγραφή είς κώνον κύλινδρος τοιοϋτος, ώστε ή κυρτή 
επιφάνεια τοΰ έπί τον κυλίνδρου έδραζομένου κώνου νά είναι Ισοδύνα¬ 
μος προς ιόν κυκλικόν δακτύλιον, τόν ύπό τών περιφερειών τών βά¬ 
σεων τοΰ αρχικού κώνου καί τοΰ κυλίνδρου όριζόμενον. 

θά Εχωμεν: 



Τό πρόβλημα άνάγεται είς τήν εϋρεσιν τής πλευράς χ τετρα¬ 
γώνου, Εχοντος λόγον πρός άλλο τετράγωνον Τσον πρός τόν λό¬ 
γον δύο μηκών. 

Πρόβλημα 832—II 



2021. Άνάλογον πρόβλημα: Ή 
δλική Επιφάνεια τοΰ μικρότερου κώνου 
νά εχη λόγον πρός τήν ολικήν Επιφά¬ 
νειαν τοΰ κυλίνδρου δοθέντα -^· 


πΜΔ . ΜΒ-{-πΜΔ’ _ μ 
2πΜΔ . ΜΡ + 2πΜΔ > — Τ 
Επειδή, ώς εΤδομεν, 


ΜΒ = — , 
υ 


ΜΔ = — καί ΜΡ = —--- 
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ή Ανωτέρω σχέσις γράφεται 

βχ.λχ-Ι-βλχ 8 _ 2μ 

βχ (υ 5 — υχ)-4-β*χ 8 ν 

έξ ής, μετά Απλοποιήσεις καί άναγωγάς, 

___2μυ*__ 

' λ — 2 μυ 4- νλ + (ν - 2μ) β ’ 

Δύναται δηλαδή νά θεωρηθή τά μήκος χ ώς τετάρτη Ανάλογος 
γνωστών μηκών. 

Πρόβλημα 833 

2022. Έπί τής πλευράς τετραγώνου καί έξωτερικώς αύτοϋ κατα- 
σκευάζομεν ισόπλευρον τρίγωνον καί περιστρέφομεν τό σχηματισθέν 
πεντάγωνον περί μίαν των έξωιερικών πλευρών τοΰ τριγοινου. ΠοΙος 6 
όγκος τοϋ παραγομένου στερεού; 

Εΰρίσκομεν : 

V = —(3+2 ~Ϋ3). 


Πρόβλημα 834 

2023. Τετράγωνον πλευράς α περιστρέφεται περί άξονα διά μιας 
κορυφής άγόμενον καί κάθετον έπί τήν διά τής κορυφής τούτης διάγω· 
νιον. Ζητούνται δ όγκος καί ή έπιφάνεια τοΰ παραγομένου στερεού. 

V - πα’ ΥΤ, Ε = 4 πα» ΥΤ 


Πρόβλημα 836 


2024. Κανονικού έξαγώνου πλευράς α, προεκτείνομεν τήν πλευράν 
ΑΒ αυτού εις μήκος ΑΘ = α καί είς τό σημεΐον θ φέρομεν κάθετον 
ΜΝ έπί τήν ΑΒΘ. Ζητούνται ό όγκος καί ή επιφάνεια τού παραγομέ¬ 
νου στερεού διά περιστροφής τοΰ έξαγώνου περί τόν άξονα ΜΝ. 


9 πα’ Τ/Ύ 
2 


Ε = 18 πα’. 


Πρόβλημα 836 

2026. Όμοίως: Τό έξάγωνον περιστρέφεται περί άξονα διερχόμε- 
νον διά μιας κορυφής του Α καί κάθετον έπί τήν είς τό σημεΐον αύτό 
ακτίνα ΟΑ. _ 

ν=3πα· Υ3, Ε = 12πα’. 

Πρόβλημα 837 

2026. Νά εύρεθή ό όγκος τού στερεού τοΰ παραγομένου διά περι¬ 
στροφής κανονικού ήμιδεχαγώνου περί τήν διάμετρον αυτού. 

Α'. Τρόπος. Ό δγκος ό παραγόμενος όττό κανονικοΟ πολυγωνι- 
κοΟ τομέως περιστρεφομένου περί άξονα τοΟ έπιπέδου του καί 
διά τοΟ κέντρου Τής περιγεγραμμένης περιφέρειας διερχομένου, 
είναι Ισος πρός τό τρίτον τοΟ γινομένου τής έπιφανείας, ήν γρά¬ 
φει ή πολυγωνική γραμμή, καί τοΟ Αποστήματος αύτής. 
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Έπίοης: Ό ΐΒιος όγκος είναι ίσος πρός τά-^-τοΰ δγκου τοΰ 

κυλίνδρου, τοΰ έχοντος ώς άκτΐνα βάσεως τό άπόστημα τής κα¬ 
νονικής γραμμής καί ώς Οψος τήν προβολήν θύτης έπί τοΟ άζονος 
περιστροφής. 

Β'. Τρόπος. Διά προβολής έπί τοΰ άξονος τών κορυφών τής πο¬ 
λυγωνικής γραμμής, ή γενέτειρα έπιφάνεια εύρίσκεται άποτελου- 
μένη έκ δύο ίσων τριγώνων είς τά άκρα τής διαμέτρου—άξονος, 
έκ δύο Ισων τραπεζίων καί έξ ένός όρθογωνίου. Τό παραγόμενον 
έπομένως στερεόν άποτελεΐται έκ δύο ίσων κώνων, δύο Τσων κο- 
λούρων κώνων καί έξ ένός κυλίνδρου. 

Πρόβλημα 838 

2027. Νά έγγραφή είς δοθεΐσαν σφαίραν ορθός κυκλικό; κύλινδρος, 
Ισοδύναμος πρός τό άθροισμα τών σφαιρικών τμη- 
—_ μάτων τών έχόντων ώς βάσεις τάς βάσεις τοΰ κυ- 

Ζ' ψ ν, λίνδρον. 

' \ Νά υποδειχθούν καί αί γεωμετρικά! κατασχευαί 

,.'ο I 6ιά τήν λύσιν τοΰ προβλήματος. 

, Ζ 2 ί .ι - ■/ "Ας παραστήσωμεν διά χ τήν άκτΐνα τοΰ 

\ κυλίνδρου, ν τό Οψος έκάστου τμήματος καί 

διά ρ τήν άκτΐνα τής σφαίρας. 

*’ Ό δγκος τών δύο τμημάτων είναι 


V = 2^-1-πγ' -4--^-·Ίνχ*) · 


καί ό όγκος τοΰ κυλίνδρου Ισος πρός 2π*’(ρ — ν). Επομένως: 
-ξ- Τ’ + -γ *’>' = ** (Ρ — >·). 




Τό όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΟ δίδει: 

χ» = ρ* — (ρ - γ)> = 2 ρν — 

καί ή έξίσωσις (1) άνάγεται είς τήν δευτεροβάθμιον πρός γ: 


μέ ρίζας 


ν’ —3ργ +— ρ» = 0. 


. 3 - ι Ρ νΤ 

Τ - Ύ Ρ+-2~ 


τ = ύ ρ — 


έκ^τών όποίων ή πρώτη είναι άπαράδεκτος, έπειδή είναι μεγάλο· 
τέροβ'τής άκτϊνος ρ. 




1053 


Καχααχινή τής ρίζης ν". Αϋτη είναι άμεσος, άφοϋ —είναι 

τό άπόστημα κανονικοΟ έξαγώνου καί 4ρ· τό ΰψος τού Εγγεγραμ¬ 
μένου ε(ς μέγιστον κύκλον τής σφαίρας Ισοπλεύρου τριγώνου. 


Πρόβλημα 839 

2028. Μέ χένιρα τάς χορυφάς κύβου καί κοινήν αχτίνα τό ήμισυ 
τής ακμής αυτού γράφομεν σφαίρας. Ποιος ό όγκος τού μεταξύ τών 
σφαιρών τούτων στερεού Σ καί ποια ή άχτ'ις τής Ισοδυνάμου πρός αύτό 
σφαίρας ; 

Είναι φανερών ότι Εκαστον τών έντός του κύβου τμημάτων τών 
όκτώ σφαιρών είναι τό όγδοον τής άντιστοίχου σφαίρας. Επομένως 

V (ϊ) = κύβος — όκτώ όγδοημόρια σφαίρας άκτΐνος — = 

= α, -4 π (τ) , = α ’( , -τ)· 

"Αν χ είναι ή άκτϊς τής Ισοδυνάμου πρός τό στςρεόν Σ σφαί¬ 
ρας, θά Εχωμεν 



3 



Πρόβλημα 839—I 

\ 

2029. Δύο ΐσαι καί έξωτεριχώς άλλήλων χείμεναι* σφαίραν Εχουν 
έλαχίστην άπόστασιν τών επιφανειών των (διαφοράν αθροίσματος Αχτί¬ 
νων άπό τής διαχέντρου) α. Ποιος ό όγκος τού μεταξύ τών σφαιρών 
καϊ τού περιγεγραμμένου είς αύτά κυλίνδρου περιεχομένου στερεού; 

Έστω ρ ή κοινή άκτίς καί α-(-2ρ τό ϋψος τοΟ κυλίνδρου. 
Τό έν λόγω στερεόν είναι ή διαφορά άπό τοΟ κυλίνδρου δύο Τσων 
ήμισφαιρίων. Άρα : 


V =πρ> (α + 2ρ)- -1πρ> = πρ» (-|-ρ + α). 

Πρόβλημα 840 

2030. Έπΐ οριζοντίου Επιπέδου στηρίζεται κώνος διά τής βάσεώς 
του, ώς χαί σφαίρα εχουσα διάμετρον τό ύψος τού κώνου. ΕΙς ποίαν 
άπόστασιν άπό τής χορυφής τού κώνου πρέπει νά άχθή όριζόντιον Επί¬ 
πεδον, ώστε αί τομαί ύπ’ αυτού τών δύο στερεών νά Εχουν λόγον 6ο- 

θέντα —! 
ν 

Έστω α ή άκτίς τής σφαίρας, β ή τής βάσεως τοΟ κώνου,ήρΐ 
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χ ή ζητουμένη άπόστασις. Τό ϋψος τοΟ κώνου είναι 2 α. Διά τήν 
άκτϊνα β' τής τομής του κώνου θά Εχωμεν 


β'_βχ 

β 2α ’ " 2α 


καί 


πβ'* 


πβ»χ» 
4 α* 


Ή άκτίς α' τής τομής τής σφαίρας είναι μέση Ανάλογος τών 
τμημάτων χ καί 2α —χ τής διαμέτρου. Επομένως: 

πα' 1 = πχ (2 α — χ). 


Κατά τό 
σωσιν: 


έπίταγμα τοΟ προβλήματος, όδηγούμεθα είς τήν έξί- 


πβ»χ» 
4 α’ 


πχ (2 α — χ) = — ι 
' ' ν 


έζ ής 


_ 8 α’μ 

Χ ~ β*7+4ά*μ 

Παραχήρηαις. Διά μ = ν, λαμβάνομεν 


8 α* 

χ = 


β»+4α> 

ΕΙς τήν ειδικήν περίπτωσιν, καθ' ήν ή βάσις τοΟ κώνου είναι 
Τση πρός μέγιστον τής σφαίρας κύκλον, δηλ. διά β=α, εύρίσκομεν : 

8α 

- χ== τ· 


Πρόβλημα 841 


2031. Λοθέντος Ισοπλεύρου κώνου Εγγεγραμμένου είς σφαίραν, νό 
άχθη Επίπεδον παράλληλον πρός τήν βά- 
σιν τοϋ κώνου καί τοιοϋτον, ώστε ή δια¬ 
φορά τών τομών τών δύο στερεών ύπ’ αύ- 
τοΰ νά είναι βοθείσα πα’. 

Διά ποίαν θέσιν τοΰ Επιπέδου ή δια¬ 
φορά αϊίτη καθίσταται μεγίστη; 

Ή άκτίς τής βάσεως τοΟ κώνου εί¬ 
ναι τά ήμισυ τής πλευράς του Εγγε¬ 
γραμμένου Ισοπλεύρου τριγώνου είς μέ¬ 
γιστον κύκλον τής σφαίρας: 


χ7 


1 /- ι 


Α- 


I/ 7 

^ \) 


3 -Λ,/ 

Βγ — " 

_-Λ 




κ 


ΛΓ ,| ΒΓ = ϋΙ1 


40 = Τ· 


Έστω ΑΕ = χ. Ή διαφορά τών δύο 
τομών είναι 

Δ = π (ΕΘ’ — ΕΖ»). 
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ή 


Έκ τών όμοίων όρθογωνίων τριγώνων ΑΕΖ, ΑΔΓ. έχομεν 

ΒΓ νΤ 

ΑΕ _ ΑΔ ϊ __2__ 

ΕΖ ~ ΔΓ η 'ΕΖ _ ΒΓ “ 



Επίσης Εθ* = ΕΑ . ΕΗ = χ (2 ρ — χ). Επομένως : 
π(χ(2ρ-χ)-^-)=πα>. 

είναι ή έξίσωσις, ή προσδιορίζουσα τήν άπόστασιν τοΟ τέμνοντος 
έπιπέδου άπό τής κορυφής του κώνου. Επειδή δέ έκ ταύτης έπεται 



Χ ) 


χ 



τό μήκος χ κατασκευάζεται κατά έν §§ 296, 297 έκτεθέντα. 

Μέγιοχον. Τό μέγιστον τής διαφοράς Δ λαμβάνεται δταν αί δυο 

ττλευραί τοΟ όρθογωνίου ^χ,^-ρ — χ^ είναι Ισαι πρός τό ήμισυ 

τοΟ σταθεροΟ Αθροίσματος -|-ρ τών πλευρών του, δηλ. διά 

3 

χ = τ ρ. 


Πρόβλημα 841—1 

2032. ΕΙς ήμισφαίριον είναι έγγεγραμμένος κώνος. Ζητείται όπως 
άχδή έπίπεδον παράλληλον πρδς 


τήν βασιν τού κώνου και τεμνον 
τά στερεά εις τρόπον, ώστε ή 
διαφορά τών τομών νά Ιχη δο- 
Φεϊσαν τιμήν πα’. 

Έκ τοΟ σχήματος 1274 λαμ- 
ν : 

Εθ’ = 2ρχ — χ*. ΕΖ ! = χ\ 
Εθ’ - ΕΖ* = 2 ρχ — 2 χ*-- α’, 
ή 2 χ (ρ — χ) = α 3 . 

Μίγιοχο ν. Τό γινόμενον 
* (Ρ — *)· 



του όποίου τό άθροισμα τών παραγόντων είναι σταθερόν = 2 ρ, 
γίνεται μέγιστον διά 

χ = ρ — χ, δηλ. διά χ = — · 
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Παραιήρηοις , Έάν ζητήται δπως & λόγος τών τομών είναι δο¬ 
θείς —-, θά Εχωμεν τήν σχέσιν 

π . Εθ’ _ μ _2 ρχ — χ* 

π . ΕΖ’ — ν χ· 

Έκ ταύτης εύρίσκεται—καί εύκόλως κατασκευάζεται—τό άγνω¬ 
στον μήκος χ. 

Πρόβλημα 841—11 


2033. Εις τό Ιδιον σχήμα (1274), να άχδή τό Επίπεδον ούτως, 
ώστε ή σφαιρική ζώνη ΘΑΚ καί ή κυρτή Επιφάνεια τοΰ κώνου ΖΑΗ 

νά Εχουν λόγον δοθέντα · 


Έμβ. ζώνης = 2 πρ. χ. 

Έμβ. κυρτής έπιφ. τοΰ κώνου = π . ΕΖ . ΑΖ = πχ , χ V 2 . 
"Ωστε: 

μ _ 2 πρχ _ 2 ρ 

ν πχ* ΥΎ χ ν"2" 


καί 


χ 


2ρ ν 

ΥΤ "μ" 


Παρατήρησα. ΘεωροΟντες τήν προέκτασιν τοΟ κώνου πέραν τής 
βάσεώς του καί τό τέμνον Επίπεδον κάτωθεν αύτής, δυνάμεθα νά 
ζητήσωμεν, δπως αί αντίστοιχοι πρός τάς προηγουμένας έπιφά- 
νειαι είνα σοδύναμοι. 

θά Εχωμεν τότε μ = ν καί χ =ρΥΤ. Τό τέμνον Επίπεδον άγε¬ 
ται εις άπόστασιν ΑΛ άπό τής κορυφής, ϊσην πρός τήν πλευράν ΑΓ 
τοΟ έγγεγραμμένου τετραγώνου εις μέγιστον κύκλον τής σφαίρας. 


Πρόβλημα 841—III 


2034. Νά τμηθή σφαίρα υπό Επιπέδου κατά τρόπον, ώστε ή δια* 
φορά τών λαμβανομένων ζωνών νά είναι Ισοδύναμος πρός τήν τομήν 
τής σφαίρας καί τοΰ Επιπέδου. 

”Εστω χ ή άπόστασις τοΰ Επιπέδου άπό τοΟ κέντρου τής 
σφαίρας. _ 

Ή άκτίς τής τομής εΤναι Ϋ ρ' — χ’ καί τά ΰψη τών δύο ζω¬ 
νών ρ-|-χ καί ρ — χ. Τά Εμβαδά Επομένως τών ζωνών Εχουν 
διαφοράν 

2 πρ (ρ + χ) — 2 πρ (ρ — χ) = 4 πρχ 

καί ή εις τήν Εκφώνησιν τοΟ προβλήματος σχέσις μάς όδηγεΐ εις 
τήν ΕξΙσωσιν 

4 πρχ = π(ρ* — χ·), 
έξ ής χ =ρ(-2±νΤ). 

Επειδή τό μήκος χ < ρ. Εκ τών δύο λύσεων παραδεκτή είναι 
μόνον ή Θετική, χ = ρ (]ί 5 — 2). 
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Πρόβλημα 842 

2035. Εις ημικύκλιον κέντρου Ο φέρομεν χορδήν ΑΒ παράλληλον 
πρός την διάμετρον ΓΟΔ καί περιστρέφομεν τό όχημα περί τήν διάμε¬ 
τρον ταύτην. 

Ζητούνται : 1) Νά ΰπολογισθή ό όγκος τού 
στερεού τού παραγομένου ύπό τού τμήματος 
ΓΑΒΔ τού ημικυκλίου. 

2) Νά συναγάγωμεν έξ αυτού τόν όγκον τού 
σφαιρικού δακτυλίου, τού παραγομένου ύπό τού 
κ. τμήματος ΑΜΒ καί νά έπαληθεύσωμεν τό 
έξαγόμενον ύπολογίζοντες άπ’ ευθείας τόν όγκον 
τούτον. 

3) Νά εΰρωμεν τήν σχέσιν ήτις πρέπει νά συν- 
δέη τά μήκη ΑΒ καί ΓΔ, ΐνα ό όγκος τού ύπό τού κ. τμήματος παρα- 
γομένου σφαιρικού δακτυλίου είναι ίσος πρός τό ήμισυ τού όγκου τής 
σφαίρας. 

Έστω: ΟΓ = ρ, ΑΒ = 2λ, ΑΑ'= μ, 

Α'Γ = υ = ρ — λ. 

1) Τό ύπό τού τμήματος ΓΑΒΔ παραγόμενον στερεόν άποτε- 
λεϊται έξ ένός κυλίνδρου καί έκ δύο ίσων σφαιρικών τμημάτων 
μέ μίαν βάσιν. Θά Εχωμεν 

"Ογκος κυλίνδρου = πμ*. 2λ 

Όγκος τών 2 σφαιρ. τμημάτων = 2 |^-ί- πυ 5 -)- - πμ’υ^ = 

= *[ ( Ρ~ λ)> +μ»(ρ-λ)]· 

ΠροσΘέτοντες καί έκτελούντες πράξεις τινάς, λαμβάνομεν 

ν(ΓΑΒΔ) = π [μ*(ρ+λ)+-^ 3 ~]· 0) 

Άλλ' είναι έκ τοΟ σχήματος : 

μ ! + λ> = Α Α'* + ΟΑ' 3 = ρ’ 
καί ό τύπος (1) γράφεται 

Υ(ΓΑΒΔ) = π [(ρ» - λ») (ρ + λ) + - (Ρ ~ λ) -] = -1 π (ρ· - λ·). 

4 

Άφ’ έτέρου, ό όγκος τής σφαίρας είναι πρ 8, άρα: 

Υ(ΑΜΒ) = -1 πρ' - ν(ΓΑΒΔ) = πλ». 

ΔΓ άπ' εύθείας ύπολογισμοϋ τοΰ όγκου τοϋ σφαιρικού τούτου 
δακτυλίου εύρίσκομεν: 

ν(ΑΜΒ) = -]- π (2 λ)*= 4- *λ*. 

ο ο 


Μ 



Σχ. «70. 


Γιωμιτρία 


67 
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3) Διά νά είναι ό δγκος τοϋ σφαιρικού δακτυλίου Ισος ηρός 
τόν ήμισυ όγκον τής σφαίρας, , θά πρέπει νά Εχωμεν: 

4 " 1ίλ " - λϊ )· 

Έκ τής σχέσεως ταύτης λαμβάνομεν: 

λ=-|-Ϋ4 ή ΑΒ = 2λ = ρΫ4 =ρ (1,587...). 

Πρόβλημα 843 

2036. Νά ΰπολογισθή ή δίεδρος γωνία δύο διαδοχικών εδρών είς 
έκαστον τών πέντε κανονικών καί κυρτών πολυέδρων. 

Κανονικόν τετράεδρον, (α) 

συν δ = -ί- , δ = 70°31', 72... 

ΓΙαρατήρηοις. Διά τά ζητήματα τών παραγράφων 2036 Εως 2041, 
βλέπε 2αν καί 3ην Εκδοσιν τοΟ παρόντος Εργου. 

Κανονικόν εξάεδρον (κύβοι) (β) 

ΑΙ διαδοχικοί Εδραι είναι κάθετοι έπ’ άλλήλας καί 6 = 90». 
Κανονικόν οκτάεδροι· (γ) 

2037. συν (-ί) = γψ . δ = 109· 28\ 24 .. . 

Κανονικόν όωόεκάεόρον (6) 

2038. ημ (-|-) = ψ ·’ * = 116 * 33 ’· 80 · ■ · 

Κανονικόν εικοοάεδρον (ε) 

2039. ημ (τ) = 4νΤ"' 6 = 138 ° Π ’· 60 ··· 


Πρόβλημα 844 

2040. Δι' έκαστον τών πέντε κανονικών χυρτών πολυέδρων, νά ΰπο- 
λογιαθοϋν συναρτήσει τής ακμής α. 

1) Ή άχτίς ρ τής Εγγεγραμμένης καί Κ τής περιγεγραμμένης σφαίρας. 

2) Ή Επιφάνεια Ε καί ό όγκος V αΰτοϋ. 

Κανονικόν τετράεδρον (α) 

ΑΙ άκτΐνες ρ καί II ύπελογίσθησαν προηγουμένως (§§ 2007, 2008). 
Εϋρομεν: 

α V 6 

ρ = = α . 0,20408 ... 

Κ = ^ = α. 0,81631 ^ 



Ε = α 1 ΥΤ = α». 1,73205 ... 
α’ ΥΤ 


V = 


12 


= α>. 0,11785... 


Κανονικόν εζάεδρον (β) 

α _ _ 

Ρ = -γ = °· 5 α 

Κ = —= σ . 0,86602 ... 

Ε = 6 α’ 

V = ο». 

Κανονικόν οχτάεδρον (γ) 

ρ = Τ = α ■ 0ι40824 · · · 

Κ. = ΥΤ = α . 0,70710. .. 

Ε = 2 α» ΥΤ = α» . 3,46410... 
α* ΥΤ 


V = · 


-= α». 0,47140.., 


Κανονικόν δωδεκάεδρον (δ) 


α ΐ/25+ 11 

2 \ 10 

τί 

15 α ·]/- 5 


V 5 


: ο, 1,1135... 


9-)-3 V 5 _ 


α . 2,8025 ... 


5+ 2ΥΤ 


= ο» . 20,646 .. 


• |/« ± ^, ο , 766Μ 


Κανονικόν είκοοάεδρον (ε) 


5 σ' 
2 


= ~ - - ο ■ 0.75576. 


= α . 0,9510 . 
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Ε — 5 α» V 3 = α*. 8,66025 . .. 




+ 3 V 5 
12 ~' 


2,182 


2041. Σημείωσις. Είς τά Αι·εΙιίι·εχ άε λίαΐΐιέιηαΐίηιιεε εί άε ΡΛ;/- 
ίί</ιιβ« (τόμ. ΕΙΧ, 1876), ό Οβοι-βεδ ΌοδίοΓ έχει δημοσιεύσει μίαν 
πολύ ένδιαφέρουσαν μελέτην έπί τών άκτίνων τών τριών σφαιρών, 
άς δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν είς έκαστον τών κανονικών πολυέ¬ 
δρων (έγγεγραμμένης (ρ)_ περιγεγραμμένης (Κ) καί έφαπτομένης 
τών άκμών του πολυέδρου (ρ’) ), ώς καί έπί τών σχέσεων τών συν- 
δεουσών αΰτάς. 

ΑΙ άκτϊνες (ρ) διά τά πολύεδρα ταΰτα είναι 

α V 2 α V 2 α 

Ρ> — ^ 1 Ρ·' — ” 2"' ’ Ρ“ ~ ~2' 


. _α (V 5 1)» 

α(Υ5+1) 

ρ >,— 8 

Ρ-'· — 4 

Α1 δέ σχέσεις, αί συνδέουσαι 
έκαστον πολύεδρον είναι 

τάς τρεις άκτΐνας ρ, Κ καί ρ' 

Έίς τό καν. τετράεδρον 

Κρ = ρ·» 

» » » έξάεδρον 

»ρ-^7 3 

» » » όκτάεδρον 

2ι, ·; ν3 - 

» α - δωδεκάεδρον 

6ρ'» 

κρ — - - - - 

V 6 (5 V 5 ) 

λ » β Είκοσάεδρον 

„ 16(5+ ^6) 
κρ —- ρ'». -— ν 6 ' ’— 


ΠΙΝΑΞ ΚΥΡΙΟΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΤΟΝ ΠΕΝΤΕ ΚΑΝΟΝΙΚΟΝ 
ΚΥΡΤΟΝ ΠΟΛΥΕΔΡΩΝ 


"Ε»<>αι 

ΔΙεΑρος 

κ 

Ρ 

ρ' 

Ε 

V 

4 τρίγωνα 

70°32' 

0,612α 

0,204α 

0,354α 

1,732α» 

1,118α* 

6 τετράγωνα 

90°00’ 

0,866α 

0,500α 

0,707α 

6,000α» 

1,000α» 

8 τρίγωνα 

109°28' 

0,707α 

0,408α 

0,500α 

3,464α· 

0,471α» 

12 πεντάγωνα 116°34' 

1,401α 

1,114α 

1,309α 

20,646α» 

7,663α* 

20 τρίγωνα 

138*11' 

0,951α 

0,756α 

0,809α 

8,660α» 

2,182α» 


Μέγιστα καί ίλάχιστα 


Πρόβλημα 846 

2042. Νά έγγραφρ είς σφαίραν τϋ μέγιστον παραλληλεπίπεδον. 
(Βλ. Μέ&οίοι, § 388). 



Πρόβλημα 846 


2043 . Νά έγγραφή εις ημισφαίριου τό μέγιστον ορθογώνιον πιχηα/ 
ληλεπίπεδον, έκ ιών έχόντων μίαν ιών εδρών του επί τής βάοεως το.· 
ημισφαιρίου. 

(Βλ. ΜίΟοδυι, §§ 390, 391). 

Τό διπλάσιου τοΟ ζητούμενου στερεού θά είναι έγγεγραμμένον 
εις όλόκληρον τήν σφαίραν καί τούτο κύβος. Είναι, έπομένως. το 
ζητούμενον μέγιστον τό ήμισυ τού έγγεγραμμένου εις τήν σφαίραν 
κύβου· τό ϋψος του είναι τό ήμισυ τής πλευράς του τετραγώνο·. 
τής βάσεως. 

Πρόβλημα 847 


2044. Έχ δοθέντος σημείου Α νά άχΟή 
δοθείσαν κατά κύκλον τοιοϋτον, ώστε ο 
κώνος μέ κορυφήν τό κέντρον τής σφαί¬ 
ρας καί βάσιν τον κύκλον τούτον νά είναι 
ό μέγιστος. 

"Εστω ΔΒΓΕ ό μέγιστος τής σφαί¬ 
ρας κύκλος, ό άγόμενος διά τού ση¬ 
μείου Α καθέτως έτιϊ τό έπίπεδον τής 
τομής. Έάν θέσωμεν ΖΓ =γΖΒ=^κ καί 
ΟΖι-ν, ό όγκος- τού κώνου είναι 
π 


επίπεδον τέμνον σφαίραν 



Επειδή δέ 
βάνεται διά 


χ’ + ν’ -- Ρ', τ ό μέγιστον τοΰ 


Χ -τ ρ; 


και 


Έπομένως 


ν π · 


γινομένου 
(§ 392) 


ηιαχ. Υ = 


2 ρ 2 π , 

’ ~ ρ ' ϊτ ~ θΤτ ρ 


:*ν λαι - 


Πρόβλημα 848 

2046. ΙΙοίος ό μέγιστος κώνος έκ τών έχόντων 
δεδομένον λ; 


χ’ -+- ν ! --λ ! 


καί Ν' 


πχ’ν 

3 


μήκος γενετείρας 


Τό πρόβλημα είναι τό ίδιον πρός τό προηγούμενου, ώς καί τό 
τής έπομένης παραγράφου 2049. 


Πρόβλημα 849 

2046. Νά έγγραφή εις κώνον ό μέγιστος κύλινδρος. 

(Βλ. Λ/ίόοδοι, § 386). 

Έκ τής ύπομνησθείσης ταότης άσκήσεως ποριζόμεθα καί τά 
Ακόλουθα συμπεράσματα: 



1062 


1) Ό μέγιστος κύλινδρος.έχει δνω βάοιν τομήν τού κώνου είς τό 
— τοΰ ύψους ή τής γένετείρας του άπό τής 
βάσεως. 

Έάν χ ή άκτίς τής τομής καί ν τό ύψος τοΰ 
κυλίνδρου : 

2 υ 

χ . .. 3 ρ, ν — 3 · 



Υ(ΠΙ£ΙΧ.) = γι~ πρ 2 υ. 


λ'κώνου = πρ 2 υ. 


Σ*. 1*77 


Είναι δηλ. ό μέγιστος κύλινδρος τά τού 


κώνου. 

2) Ό έλάχιστος κώνος, ό περιγεγραμμένος είς δοθέντα κύλιν¬ 
δρον πχ’ν, είναι ,ό Εχ<ον ύψος υ=3ν. Ό βγκος του είναι τά 

9 

- τοΰ βγκου τοΰ κυλίνδρου. 

3) Ή τομή ΕΔ, ή είς τό*-ί- τού ύψους τοΰ κώνου άπό τής 

•5 / 

βάσεώς του, όρίζει τόν μέγιστον έγγεγραμμένον κώνον ΗΕΔ. 
Πρόβλημα 84Θ—Ι 

2047. 1) Δίδεται περιφέρεια μέ διάμετρον ΟΛ = α καί ζητείται νά 

άχθή χορδή ΒΗΓ κάθετος Ιπί τήν διά¬ 
μετρον τοιαύτη, ώστε ό κώνος μέ κο¬ 
ρυφήν τό Α καί βάσιν τόν επί τό επί¬ 
πεδον τής περιφερείας κάθετον χόχλον 
μέ διάμετρον ΒΓ νά είναι μέγιστος 
2) Ποιος 6 μέγιστος διπλούς κώνος 
μέ χορνφάς Α καί Ο καί κοινήν βάσιν 
τόν κύκλον ΒΓ; 

"Ας τεθή ΑΗ =.χ, ΟΗ = α- χ, 
όπότε ΒΗ’ = χ (α — χ). Ό κώνος 
ΑΒΓ Εχει δγκον 

V — — πΒΗ 2 . ΑΗ = πχ’ (α — χ) 

καί γίνεται οδτος μέγιστος διά χ = ~ (§ 376, Τρίτη άρχή). θά 
εΤναι τότε ΑΗ = ^ , ΟΗ = ^ καί έπομένως 
, , .1 /2α\ 2 2α 4 

ν(.ι, β χ.) = ^-π.( Τ ) ·Τ = 8Γ ,Ισ 

32 

ή ν(ιηβχ.) = πρ 8 , 6:ν τεθή 2ρ=^α. 

σΐ 



118. 2! η μ. μ * τ. Έτροποποιήσαμεν τήν είς τό κείμενον έχφώνησιν τοΰ 
α' μέρους τοΰ προβλήματος, ώς καί τήν λύοιν αύτοϋ, ίπί τό άπλοιίστερον. 
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Διά τόν προσδιορισμόν του σημείου Β, λαμβάνομεν τμήμα 
ΟΔ =ιι ΟΑ — α καί φέρομεν έφαπτομένην έκ τοΰ Δ πρός τήν περι¬ 
φέρειαν μέ διάμετρον ΟΑ. Επειδή θά είναι τότε 

1 2 
ΑΗ-^^-ΑΔ =-|-α. 

2047 α. Παοατι'ιοηοις. 2) Ό διπλούς κώνος έχει δγκον 
Υ'---|-.ΒΗ». α. 

Επειδή τό μήκος ΒΗ είναι ένταΟθα ή μόνη μεταβλητή, τό μέγι- 
στον τοΰ άριθμοΰ αύτοΰ λαμβάνεται διά τήν μεγίστην τιμήν τοΰ 

μήκους τούτου, δηλ. διά ΒΗ = . Επομένως : 


,, , π α 3 

λ (Ι118Χ.)— - — 


α = 


πα 3 

~"ΠΓ ' 


Είναι δηλ. ό μέγιστος διπλούς κώνος ΑΒΟΓ τά τού με¬ 


γίστου κώνου ΑΒΓ. 


Πρόβλημα 850 


2048. Εις δοθεϊσαν σφαίραν νά έγγραφή ό μέγιστο; κύλινδρος. 

"Εστωσαν χ ή άκτϊς τής βάσεως, τό ύψος καί ρ ή άκτίς τής 
σφαίρας : 

V - πχ 2 ν = 2 πχ 5 ν, 
οπού χ ? -|-\· !, = ρ>. 


Κατά τήν § 392, τό μέγιστον τοΰ γινομένου χ’ν λαμβάνεται διά 


Άρα 


χ* 



καί ν 



ν(ηιη.χ.) = 2 π . 



4 πρ Β 

3ίΤ ' 


Παρατήρηαις. Τό έπόμενον πρόβλημα (§ 2049) είναι τό ϊδιον μέ 
τό άνωτέρω άλλά μέ διάφορον διατύπωσιν. 


Πρόβλημα 860—1 

2049. Εύθεϊα ΑΒ σταθερού μή¬ 
κους α περιστρέφεται περί άξονα 
ΜΑΝ, διερχόμενον διά τού άχρου 
της Α καί παράγει τήν κυρτήν έπι- 
φάνειαν κοινού. Διά ποιαν θέσιν 
τής ΑΒ (πρός τόν άξονα ΜΝ) δ κώ¬ 
νος οϊίτος γίνεται μέγιστος ; 

1) V =-γ^- , χ» + >·»=«» καί 



τό ζήτημα άνάγεται εις τό προ- 
ηγοΰμενον!(§ 2048) ή καί ε(ς τό τής § 2045. 


£/. ι?τβ. 
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Τό μέγιστον λαμβάνεται διά χ ! = α·, ν = ψ=. · άρα : 

2 

V (πιπχ.) = -—= πα\ 

9 V 3 

2) Ή εϋρεσις του άνωτέρου μεγίστου άνάγεται καί κατ’ άλλον 
τρόπον είς τό προηγούμενον (§ 2046). Επειδή ό έν λόγω μέγιστος 
κώνος θά είναι προφανώς τό τρίτον τού μεγίστου κυλίνδρου του 
έγγραφομένου είς τό ήμισφαίριον (Α, α) ή τό Ικτον του μεγίστου 
κυλίνδρου του έγγραφομένου είς όλόκληρον τήν σφαίραν. Επειδή 
δέ ό όγκος τοΟ τελευταίου τούτου στερεού εύρέθη δτι είναι 


Υ = 



Επεται δτι ό δγκος του μεγίστου κώνου ΒΑΒ' είναι 



Πρόβλημα 850—II 


2050. 

σταθερού 


Ισοσκελές τρίγωνον ΜΟΝ έχει τάς ίσος πλευράς ΟΜ, ΟΝ 
μήκους αλλά μεταβλητού ανοίγματος. Νά σπουδασθούν αί 
μεταβολαί τού όγκου τού στερεού τού 
παραγομενου διά περιστροφής τού τρι¬ 
γώνου : 

1) Περί τό ύφος αυτού. 

2) Περί ευθείαν ΟΥ διά τής κορυφής 
Ο και παράλληλον πρός τήν βάσιν ΜΝ 
αυτού. 



1) Είς τήν πρώτην περίπτωσιν πα- 
ράγεται κώνος. Τούτον δυνάμεθα νά 
θεωρήσωμεν παραγόμενον δι’ όλοκλή- 
ρου περιστροφής τής πλευράς ΟΜ περί 
τόν άξονα ΟΡΧ (σχ. 1280). 

Ό δγκος είναι μηδέν δταν ή ΟΜ 

εΰρίσκεται έπί τής ΟΧ. 

Άπό τής θέσεως ταύτης αύξάνει μέχρι ένός μεγίστου, λαμ- 
βανομένου, κατά τό προηγούμενον ζήτημα, διά ύψος αυτού 
ίσον πρός: 

ΟΡ = ~ . 

ί 3 


Ακολούθως άρχεται έλαττούμενος καί μηδενίζεται έκ νέου 
δταν ή ΟΜ έφαρμόση έπί τής ΟΥ. 

2) Τό στερεόν Σ, τό παραγόμενον διά περιστροφής τού τριγώ- 

2 

νου περί τήν ΟΥ, είναι τά -γ τού Εγγεγραμμένου είς τήν 


σφαίραν Ο κυλίνδρου τού Εχοντος γενέτειραν ΜΝ. Επειδή 
τό άθροισμα τών κώνων ΜΟΜ' καί ΝΟΝ' είναι ίσον πρός 

πΟΡ*. —^ - —-γ τού όγκου τού κυλίνδρου τούτου. 
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Γίνεται έπομένως μέγιστος ό δγκος τοΰ στερεού Σ όταν καί ό 
βγκος τού έγγεγραμμένου ε(ς τήν σφαίραν κυλίνδρου γίνη μέγι¬ 
στος, δηλ. δταν ΟΡ* = α’ (§ 2048). 

Κατά ταΰτα ό βγκος Σ είναι μηδέν δταν ΟΡ = α ή ΡΜ=0, 
αυξάνει δέ κατόπιν, έφ' δσον ή ΟΜ άπομακρύνεται τού άξονος 
ΟΧ καί μέχρι τής μεγίστης αύτού τιμής διά 


βπότε 


ΟΡ* = χ ? = α 5 καί ΜΡ = ν = 

3 V 3 

2 ν ο 

Υ(πιβχ.) = — π . ΟΡ 2 . 2 ΜΡ = —— πα». 

3 9 V 3 


Άπό τής θέσεως τάότης έλαττοΰται καί μηδενίζεται έκ νέου 
βταν ή ΟΜ έφαρμόση έπί τού άξονος ΟΥ. 


Πρόβλημα 861 

2051. Δίδονται σφαίρα καί έφαπτόμενον αύτής επίπεδον. Νά άχθή 
έπίπεδον παράλληλον πρός τό δοθέν 
είς τρόπον, ώστε ό κύλινδρος μέ βάσιν 
τήν τομήν τής σςραίρας καί τοΰ έπιπέ- 
δου καί ύψος τήν άπόστασιν των δύο 
έπικέδων νά είναι μέγιστος. 

Είδομεν είς τάς παραγράφους 
384 καί 386, 6τι τό άνάλογον πρό¬ 
βλημα διά τήν πυραμίδα έπιλύεται 

διά τομής γιγνομένης είς τά γ τού 

ύψους αυτής άπό τής βάσεως, Έπε- 
κτείνοντες, συμπεραίνομεν δτι ό μέ¬ 
γιστος έγγραφόμενος κύλινδρος είς 
δοθέντα κώνον έχει ώς ύψος τό τρί¬ 
τον τού ύψους τοΰ κώνου (παραβ. 

§ 2046, 3)) (■<«). 

θά πρέπει λοιπόν νά φερωμεν 
έφαπτομένην ΕΔΖ τοιαύτην, ώστε 
τό τμήμα αύτής ΔΕ νά είναι διπλά- 
σιον τού τμήματος ΖΔ (§ 315). 

2061 α. Παρατήρηαις. Επειδή τό πρόβλημα τούτο θεωρούμεν θε¬ 
μελιώδες κρίνομεν σκόπιμον δπως δώσωμεν αύτού καί μίαν άπ’ 
εύθείας λύσιν. 

"Εστω κώνος ΖΕΖ' έφαπτόαενος τής σφαίρας καί τού όποίου 
ή γενέτειρα ΕΖ διαιρείται υπό τού σημείου έπαφής είς μέρη 
ΕΔ, ΔΖ Βχοντα λόγον 2:1. θά δείξωμεν δτι ό κύλινδρος (Κ) 
μέ βάσιν τόν κύκλον έπαφής ΔΔ' είναι ό μεγαλείτερος έκ τών 


Ε 



119. Στ) μ. μ ε τ. θά ήΒυνάμεθα, έπί τό άπλούατερον, νά έπαρατη- 
ροδμεν δτι δ μέγιστος οΰτος κύλινδρος είναι τριπλάσιος τού μεγίστου 
έγγεγραμμένου κώνου ΔΓΔ’ είς τήν σφαίραν* οΰτος Βέ ορίζεται, χατά τά 
έν $ 2047, 1) διά τής άγωγής τής έφαπτομένης ΕΔΖ χλπ. 
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έχόντων κάτω βάσιν έπί τοϋ επιπέδου τής βάσεως τοΰ κώνου καί 
άνω βάσιν τομήν τής σφαίρας. 

"Εστω πράγματι ΛΚ μία άλλη τομή τής σφαίρας, ΣΛΤ παράλ¬ 
ληλος πρός τήν ΕΔΖ καί Μ ή τομή ταύτης καί τής ΓΔ. θά είναι 
πάλιν ΣΜ = 2 ΜΤ, ό 6έ κύλινδρος μέ άκτϊνα ΛΚ θά είναι μικρό¬ 
τερος τοΰ κυλίνδρου ΜΝ (§§ 384, 386). 

Κατά μείζονα, έπομένως, λόγον θά είναι μικρότερος τοΰ κυ¬ 
λίνδρου (Κ) μέ άκτϊνα ΔΗ > ΜΝ. ΕΤναι δηλ. ό κύλινδρος (Κ) ό 
μέγιστος έκ τών θεωρουμένων. 

2051 β. Τιμή με/ίοτον όγκοι·. Έκ τοΰ σχήματος Εχομεν: 

ΓΕ = 4ρ, ΖΓ = ρ )'Ύ ' (§ 316, α) 

άρα: ΗΓ = - 3 Ρ -, ΔΗ=-Η-ρ)ίΤ 

καί V (πι»\·.) - πΔΗ- . ΓΗ = πρ 3 . 


2051 γ. Έχαλή&ενοις. Ώς εϊδομεν εις § 385, εις κώνον βάσεως 
Β καί υψους υ ό μέγιστος έγγραφόμενος κύλινδρος έχει βγκον 

4 4 Βυ 4 _ . 

V — — Βυ = -ψ ■ ^ — = του βγκου του κώνου. 


Άλλα καί ό κύλινδρος (Κ) είναι τά — τοΰ κώνου ΖΕΖ'· έπειδή 


ό τελευταίος Εχει βγκον 

V = -γ πΖΓ 1 . ΓΕ = 


Τ π.2ρ 3 . 4ρ= -γπρ 3 , 


καί έπομένως : 


Υ_ 

V 


32 , 

17 πρ 




4 

7 


Πρόβλημα 852 

2052. Νά έγγραφζ εις σφαίραν ό μέγιστος κώνος. 

Ό κώνος ΓΔΔ' γίνεται μέγιστος δταν καί ό τριπλάσιός αύτοϋ 

4 

κύλινδρος (ΔΔ', ΓΗ) καταστή μέγιστος, δηλ. διά ΓΗ = ρ. 
Έπομένως (§ 2051, β): 

V (μεγ. κώνου) — ~ V (μεγ. κυλίνδρου) = ^ πρ 3 = πρ’. 

Πρόβλημα 853 

2053. Εις δοθεϊσαν σφαίραν νά περιγραφή ό έλάχισιος κώνος. 

Κατά τά έν § 387, θά πρέπει νά φέρωμεν έφαπτομένην ΑΒΓ 
τοίαύτην, ώστε 
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καί ό κώνος ΑΓΔ θά εΓναι ό έλάχιστος (σχ. 1282). 

Διότι έστω ότι ό έλάχιστος κώνος ήχο άλλος, ό μέ γενέτειραν 
Ιί' λ. χ. "Εστω Κ τό σημεϊον τό διαιρούν αϋτήν κατά λόγον 
ΓΚ 2 

— = — , ΜΒΝ παράλληλος πρός αυτήν (είς τό επίπεδον 
IΚ 1 

ΑΓΔ πάντοτε) διά τού Β άγομένη, καί Λ τό άντίστοιχον τού Κ 


σημεϊον έπ αύτής. 

Ώς εΐδομεν προηγουμένως, 
ό κύλινδρος μέ άκτΐνα ΑΡ καί 
ύψος ΛΠ είναι μεγαλύτερος 
τυχόντος άλλου κυλίνδρου, έκ 
τών έγγραφομένων είς τόν 
κώνον γενετείρας ΜΝ, άρα 
καί τού έχοντος άκτΐνα ΘΗ 
καί ύψος Βθ. Ό δέ τελευ¬ 
ταίος ούτος θά είναι, κατά 
μείζονα λόγον, μικρότερος τού 
κυλίνδρου Κ (μεγαλυτέρου 
προφανώς τού ΗΠΑΡ), τού 
μεγίστου έκ τών έγγραψομέ- 
νων εις τόν κώνον γενετεί¬ 
ρας ΙΙ'. 

Άλλ' ό κώνος ΑΓΔ εϊναι τά 
9 

— τού κυλίνδρου Β {§ 2051, γ, 
έπαλήθευσις) καί έπομένως 
μικρότερος τοΟ κώνου ΙΓ, βντος τά 

Παραιηοήαιις. 1) Είναι: 



τού κυλίνδρου Κ. 

ΑΗ’ = 2 ρ’. (§ 2051, β) 


ΓΣ = ΣΗ = 2ρ, ΓΗ = 4 ρ. 


Έπομένως, διά τόν έλάχιστον κώνον : 


V (πιίη.) 


πΑΗ*. ΓΗ 
3 



ή διπλάσιος τής έγγεγραμμένης σφαίρας. Ή όλική του έπιφάνεια 
εΤνσι 8 πρ’. 

Ό έλάχιστος κώνος είναι έπίσης καί ό έλαχίστης όλικής έπι- 
φανείας (§ 1909). 


Πρόβλημα 853—1 

2064 . Είς δοθεΐααν σφαίραν νά περιγραφή ή έλαχίσιη κανονική 
τριγωνική πυραμίς. Ποιο; δ όγκο; ταύτη; ; (Σχ. 1282). 

Ώς καί προκειμένου περί τού έλαχίστόυ περιγεγραμμένου κώ¬ 
νου, θά πρέπει τό ύψος αύτής υ νά είναι 4 ρ (§ 2051, β). 

Διά τόν ύπολογισμόν τοΟ δγκου τής πυραμίδος, θεωροΰμεν τά 
τρίγωνα: Ε τών σημείων έπαφής τών έκ τοΟ Γ έδρών, Ε' καθ' δ 
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τέμνεται ή πυραμίς ύπό τοΟ Επιπέδου χοΰ Ε καί Ε'' τής βάσεως 
τής πυραμίδος — πάντα Ισόπλευρα, θά Εχωμεν 

(Ε) = ± ρ· 1Τ, (Ε') = 4(Ε) = -§-ρ· ίΤ 
καί 



"Ωστε 

(Ε") = ±(ε')=-ϊ-.4Ε = 6ρ’.1Τ 

καί 

V (πιϊπ.) = υ = 8 ρ» 1Τ. (**<*) 

Παρατήρηοις. Οίοσδήποτε καί άν είναι 6 άριθμός τών έδρών τής 
έλαχίστης περιγεγραμμένης περιφέρειας, τό Οψος αύτής είναι 
πάντοτε 4 ρ. 

Πρόβλημα 864 


2066. Νά έγγραφή βΐς σφαιρικόν τομέα ό μέγιστος κύλινδρος. 

(Βλ. Μέ&οίοι, § 393). 

Παρατήρηοις. Διά τόν ύπολογι- 
σμόν τοΟ όγκου τοΟ κυλίνδρου 
αύτοΟ, θά πρέπει νά καταφύγω· 
μεν εις τήν Τριγωνομετρίαν. 

'Ν 

Έστω ΑΟΒ = α, όπότε 
ΟΒ = ρ συν α καί ΑΒ = ρ ημ α. 
Επειδή δέ (§ 393)|»ΕΔ=2ΔΖ 
καί ΕΔ = ρ εφ ΕΟΔ, 

ΔΖ = ρ εφ ΔΟΖ, 

Επεται εφΔΟΕ = 2εφΑΟΔ 

ή, άν τεθή ΔΟΕ = γ, ΑΟΔ=β, 

εφγ = 2εφβ, όπουγ-|-β=α. 

εφ β -}- εφ γ_3 εφ β 



Άλλ’ είναι 

εφ α = εφ (β + γ): 


1 — εφ β εφ γ 1—2 εφ’β 

Έκ τοΟ πρώτου καί τελευταίου μέλους τής τριπλής ταύτης Ισό- 
τητος λαμβάνομεν τήν έξίσωσιν πρός έφβ: 

2 εφ’β . εφ α + 3 εφ β — εφ α = 0, 

ής: _ 

Εφ ρ = ϊ 9 + β«£Ξ=1, 

Τ ^ 4 εφ α 


120. Σ<) μ. μ·τ. Έκιβραχύναμεν τους υπολογισμούς τοδ κειμένου. 
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έκλέγοντες, προφανώς, έκ τών δύο ριζών τήν θετικήν. ' Ορίζεται 
οΟτω ή γωνία β έκ τής έφαπτόμένης αότής, δρα καί ή γωνία γ. 

Τ6 μήκη ΔΗ = ρ ημ γ, 

Δθ = ΗΟ — ΟΡ = ρ συν γ — ΟΡ = ρ συν γ — ΘΡ εφ α 
όρίζονται έπίσης, άφοΟ 

ΘΡ = ΔΗ = ρ ημ γ. 

Πρόβλημα 866 

2066. ΕΙς σφαιρικόν τμήμα μέ 
μίαν βάσιν, νά έγγραφή δ μέγιστος κύ¬ 
λινδρος. 

(Βλ. Μί» οΑμ, § 393). 

Διά τό άριστερά τής ΡΖ σφαιρι¬ 
κόν τμήμα (σχ. 1284), θά πρέπει νά 
φέρωμεν έφαπτομένην ΕΔΖ τοιαύ- 
την, ώστε 

ΔΕ=2ΔΖ. 

Ό μέγιστος κύλινδρος είναι ό Εχων Οψος ΡΗ καί άκτΐνα 0*- 
σεως ΔΗ. Ό βγκος αύτοΟ εΤναι πΔΗ*. ΡΗ ή (§ 317, θ, ι): 

— 2α· + 6ρ»-2αΫα· + 3ρ' — 2 α + Υα» + 3 ρ»~ 

λ -- 9 -3- 

= -^-π{α·- 9αρ*-Ηα* + 3ρ») γα*-|-3ρ» ]. 

Διά τό άριστερά σφαιρικόν τμήμα Εχομεν όμοίως: 

-2α* + 6ρ’ + 2α ΥαΗΓ3"ρϊ· 2 α + |α· + 3 ρ· 

ν_π 9 3 — 

= [- σ· +9 αρ' + (α» + 3 ρ*) ΐα· + 3ρ* ]. 

Πρόβλημα 866—I 

2067. ΕΙς Λοόέν σφαιρικόν τμήμα νά περιγραφή δ Ελάχιστο; κώνος. 

(Βλ. ΛΤέφσλ», $ 394). 

Δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν ώς είδικήν περίπτωσιν τοΟ τμήματος 
τό ήμισφαίριον. θά είναι τότε (σχ. 1284): 

ΡΕ = ΟΕ = ρ 1Γ3'. ($ 316, α) 

ΕΤναι βηλ. τό Οψος τοΟ έλαχίστου κώνου Τσον πρός τήν πλευ¬ 
ράν τοΟ είς μέγιστον κύκλον τής σφαίρας έγγραφομενου Ισοπλεύ¬ 
ρου τριγώνου. 

Πρόβίημα 866 

2068. Νά έγγραφή ε(ς σφαίραν τό μέγιστον κανονικόν τριγωνικόν 
πρίσμα. 

(Βλ. ΜέΜο4, § 397) 
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Πρόβλημα 856—I 

2059. Νά έγγραφή είς σφαίραν τό μέγιοτον κανονικόν πρίσμα, ιού 
όποιου ή βάσις έχει δεδομένου πλήθους πλευρά:. 

(Βλ. Μί&οίοι, § 399). 


Πρόβλημα 857 


2060. Νά έγγραφή εις σφαίραν κύλινδρος εχων τήν μεγίστην κυρ¬ 
τήν έπιφάνειαν. 

Έστω χ ή άκτίς του κυλίνδρου καί 2 ν τό ύψος αυτού. Ή πα¬ 
ράπλευρος αύτοϋ έπιφάνεια είναι 4πχ\·. 


Επειδή δέ 
ϊπεται (§ 345): 


* ! + 7·’ = Ρ ? . 



Παραχηρήοιι 


Δ 



Σι. 1281. 


1) Τό πρόβλημα είναι άνάλογον έκείνου τής έγ¬ 
γραφης είς κύκλον δοθέντα τού μεγίστου όρθο- 
γωνίου· έπειδή ή μεταβολή τής κυρτής έπιφα- 
νείας έξαρτάται 4κ μόνου τού γινομένου χν. 

2) Άναλόγως έπιλύομεν τά προβλήματα είς 
τά όποια ζητείται ή έγγραφή κανονικού πρίσμα¬ 
τος μεγίστης παραπλεύρου έπιφανείας. 

Διά τό τριγωνικόν λ. χ. πρίσμα, πσραστήοω- 
μεν τό ύψος αύτοϋ διά 2ν καί τήν άκτΐνα τής 
περιγεγραμμένης περίφερέίας είς τήν βάσιν διά 
χ. Επειδή 




ΑΒ — Ϋ 3. 


ή περίμετρος τής βάσεως είναι 2τ=6ΑΒ -■ 3 χ V 3 καί ή παρά¬ 
πλευρος έπιφάνεια 

Ε = 2 τ . 2 τ = 6 χ ν νΤ. 
θά πρέπει λοιπόν νά εχωμεν καί πάλιν 



καί έπομένως 

Ε(ιπ3χ.) = 6 ντ^- = 3 ρ’ νχ 

3) Έάν ζητήται 6 μεγίστης κυρτής έπιφανείας κύλινδρος, τού 
όποίου μία τΟν βάσεων εύρίσκεται έπί δοθέντος έπιπέδου ένω ή 
άλλη είναι τομή σφαιρική παράλληλος πρός τό δοθέν έπίπεδον, 
τά ποόβλημα άνάγεται είς τήν έγγραφήν τού μεγίστου όρθογω- 
νίου είς δοθέν κυκλικόν τμήμα (§ 364, 2). θά φέρωμεν έφαπτομέ- 
νιη» ^ιαιρουμένην είς δύο Τσα μέρη διά τού σημείου έπαφής. 
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Πρόβλημα 857—I 

2061. ΕΙ; σφαιρικόν τομέα νά έγγραφή ό μεγίστη; κυρτή; επιφά¬ 
νεια; κύλινδρο;. 

1) Ώ; καί είς τήν προηγουμένην δσκησιν (§ 2060, 3). φέρομεν 
έφαπτομένην ΜΔΝ, διαιρουμένην είς τό σημεΐον έπαφής εις 60ο 
μέρη ίσα. 

2) Τό γινόμενον τών έμβαδών μεγίστων όρθογωνίων, τών έγγρα- 
φομένων είς δύο κυκλικούς τομείς τών όποιων τό άθροισμα είναι 
όλόκληρος ό κύκλος, είναι σταθερά ποσότης ρ* (§ 1716). Επειδή 
δέ μεταβαίνομεν έζ έκδοτου τών μεγίστων τούτων όρθογωνίων είς 
τόν άντίστοιχον μεγίστης κυρτής έπιφανείας κύλινδρον διά πολλα¬ 
πλασιασμού τής έπιφανείας τοΰ όρθογωνίου έπί τήν σταθερόν 2 π, 
γίνεται φανερόν ότι τό γινόμενον τών κυρτών έπιφανειών τών έν 
λόγω δύο κυλίνδρων είναι 4π 5 Κ* ή (2πΕ. ί ) ί . 

"!2στε : ή έπιφάνεια τοΰ ήμισψαιρίου είναι μέση άνάλογος τών 
κυρτών έπιφανειών τών κυλίνδρων τούτων. 

Παοατήρηαι:. Διά τήν έγγραφήν είς σφαιρικόν τμήμα τοΰ μεγί¬ 
στης κυρτής έπιφανείας κυλίνδρου, φέρομεν έφαπτομένην ΜΔΝ 
τοιαύτην ώστε 

ΜΔ - ΔΝ, 

όπότε 

ΟΝ = α ~ νσ ’ + 8ρί . 

Πρόβλημα τοΰ ΥίΓτηαι 857—11 

2061 α. Νά έγγραφή ε(ς σφαίραν 6 μεγίστη; ολική; έπιφανείας 
κύλινδρο;. 

Έστωσαν ρ ή άκτίς τής σφαίρας, χ ή άκτίς τρΰ κυλίνδρου καί 
τ τό ήμισυ του ϋψος του. 

Τοΰ ήμίσεος κυλίνδρου ή όλική έπιφάνεια είναι 

2 πχτ πχ’ = πχ (2 ν + χ). 

Έχοντες ύπ’ δψιν δτι 

χ= + ν> = ρ=, 

καί έπεξεργαζόμενοι τό ζήτημα διά τής Άλγέβρας, εύρίσκομεν 
Ο . Ε (πιεχ.) = πρ’ (1 4- V 5) 

καί χ = -£■ V 10<5Η-νΤ). 

(Βλ. Ο'οκΓί άένείορρέ ά’Λ ίρέ&Γβ έΐέιηεηίαχτε, ύπό Β. Εβίεδντβ, 
τόμ. II, ο. 269, πρόβλημα XIV. Επίσης: Εχεηχεεε ά’ΑΙ^έΙη. Οπό 
Ρ· Ο. - Μ., 5η έκδοσις, § 1383). 

Σημείωσις. 1) Τό άνωτέρω πρόβλημα έλύθη ύπό τοΰ Ρβι-ηιεΙ, 
<κατά τόν Α. Αηδτν είς τήν έργασίαν αύτοΟ ΕΙηάε έΐέηιεηίαίτέ «μγ 
ία ϋχέοτχε άεβ ηιαχϊηια εΐ ηιίηΐηια, δημοσιευθεΐσαν είς τήν σ. 49 τοΟ 
ΕΙ Ρτοονε$Βθ ΜαΙεηιάίϊεο, 1900, Σαραγόσσα). 

2) Τό προμνησθέν Ιργον τοΟ λ,εΓβδντβ είναι άπό πολλών άπό- 
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ψεων άξιόλογον καί ιδιαιτέρως ένεκα τών πολύ ένδιαφερουσών 
βιογραφικών καί βιβλιογραφικών σημειώσεων τάς όποιας περι¬ 
λαμβάνει. 

Πρόβλημα 858 


2062. Ποιος ό μέγιστος έχ των 



Γχ. 1288. 

καί ν(πΐ3χ.) = π 


κυλίνδρων τών παραγομένιον δια 
περιστροφής ορθογωνίου σταθε¬ 
ρός περιμέτρου περί μίαν τών 
πλευρών του; 

"Εστω χ ή άκτίς τής βά- 
σεως, τ τό Οψος τοΟ τυχόντος 
έζ αύτόν. Ό όγκος αύτοΟ είναι 

V = πχ»3·; 

όπου χ γ = α σταθ. 

Επομένως, διά τόν μέγι- 
στον κύλινδρον (§ 376): 

2 α α 

Χ -~Τ· 7 ~ 3 ’ 
α 4πα* 

’ 3 ~~ντ~ · 


Αρκεί νά λάβωμεν (σχ. 1266) : 

ΔΗ = καί ΔΝ = — . 


Παρατήρησα. Τό πρόβλημα τοϋτο είναι ειδική περίπτωσις τοΟ 
τής έγγραφης είς δοθέντα κώνον τοϋ μεγίστου κυλίνδρου. Ύποθέ- 
τομεν πράγματι <Λι εις τόν κώνον ΑΒΓ τό Οψος του ΒΗ είναι Τσον 
πρός τήν ακτίνα α βάσεως. Διά πάντα έγγεγραμμένον κύλινδρον 
(χ, γ) είς τόν κώνον αύτόν θά είναι προφανώς χ-|-γ = α. 'Αρα 
διά τόν μέγιστον (§§ 384, 386): 


ν 


ΒΗ 

3 



Πρόβλημα 868—1 

2083. Ποίος δ μέγιστος κώνος έχ τών έχόντων άθροισμα ύψους καί 
άκτίνος τής βάσεως σταθερόν; 

Τό πρόβλημα τοΟτο είναι τό Τδιον πρός τό προηγούμενον, άφοΟ 

V = χ*γ καί χ -)-.ν = σταθ = α. ΆλΧ’ ό όγκος τοΟ μεγίστου 

κώνου είναι τό τρίτον τοΟ μεγίστου κυλίνδρου, έκ τών έχόντων 
άθροισμα άντιστοίχων μηκών τό Ιδιον α. 

Πρόβλημα 868 

2084. Ποίος ό μέγιστος κύλινδρος έχ τών έχόντων δλικήν έπιφά· 
νειαν δεδομένην 2 πα’; 
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Έστω χ ή άκτϊς τής βάσεως καί ν τό ύψος. Ή όλική έπιφά- 
νεια είναι 2 πα· == 2 πχ’ 4 - 211 x 7 . Επομένως, 

χ*-}-χγ =α* καί ν = πχ» 7 · 

Κατά τήν άρχήν τής § 380, θά Εχωμεν διά τόν μέγιστον κύ¬ 
λινδρον 


Αρα 


και ν = 


α> 2 α 

ν(ΐη*Χ·)=1*·-3-·γ=-: 


2 α . 

ντ 

2 πα* ΥΤ 


Πρόβλημα 869—1 

2066. Δίδονται επίπεδον Π, σφαίρα καί μέγιστος κύκλος αυτής. Ζη¬ 
τείται νά άχθή τομή τής σφαίρας παράλληλος πρός τό Π τοιαύτη, ώστε 
ό κολοβός ορθός κύλινδρος, δ Ιχων τήν τομήν ταύτην ώς κάτω βάσιν 
καί άνω βάσιν επί τού έπιπέδου τοδ μεγίστου κύκλου, νά είναι δ μέ¬ 
γιστος. 

1) Έστω χ ή άκτϊς τής τομής καί γ ή'άπόστασις τοΟ κέντρου 
τής σφαίρας άπό τοΟ κέντρου τής τομής. Ό 8γκος τοΟ στερεοΟ 
είναι 

V = πχ*γ, δπου χ*γ* = ρ’. 

Επομένως, διά τό μέγιστον (§§ 376, 392) 

3 Ρ ’ > — ΥΤ ’ 

Διά τήν κατασκευήν, Θά πρέπει νά φέρωμεν έφαπτόμενον έπί- 
πεδον πρός τήν σφαίραν ^Ο, παράλληλον πρός τό δοθέν Π. 

2) Προεκτείνοντες τόν μέγιστον τούτον κολοβόν κύλινδρον πέ¬ 
ραν τής Ανω βάσεώς του καί μέχρι τής σφαίρας, λαμβάνομεν τόν 
μέγιστον Εγγεγραμμένου είς αύτήν κύλινδρον. Ή βάσις Επομένως, 

2 

τοΟ κολοβού κυλίνδρου θά Εχη έμβαδόν πρ* (§ 850). 

Πρόβλημα 860 

2066. Ποιος ό μέγιστος κύλινδρος, έκ των έγγραφομένων είς κώνον 
ανοίγματος 90° καί τοΰ όποιου ή όλι¬ 
κή έπιφάνεια είναι δεδομένη — πα*; 

Έστωσαν χ ή άκτϊς τού κυ¬ 
λίνδρου, ν τό ύψος αύτού καί 
πα' ή όλική Επιφάνεια τοΰ κώ¬ 
νου. Ή γενέτειρα ΑΓ είναι ύπο- 
τείνουσα Ισοσκελούς όρθογωνίου 
τριγώνου καί τό Αθροισμα, Επομέ¬ 
νως, χ + ν (σχ. 1286) είναι στα¬ 
θερόν καί Τσον πρός τό ύψος 
ΑΗ =ΗΓ τού κώνου. 

Επειδή δέ: 

πα» = πΗΓ» -}- πΗΓ . ΑΓ = πΗΑ’ + π . ΗΑ . ΗΑ ΥΓ= πΗΑ* (ΐ +Υ2 ), 

ΓβωμιτρΙα 68 
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Πρόβλημα 860— 1 


2066 α. Νά έγγραφή εις σφαίραν ό τήν μεγίστην ολικήν επιφάνειαν 
εχων κώνος. 

θά πρέπει νά καταφύχωμεν είς τήν μί&οδον τώι· άποοοδιορίοτοί* 
ουνιελεοιών 6ιά τήν άλγεβρικήν λύσιν του προβλήματος, ώς καί 
διά τό πρόβλημα τής § 1712 (σημ.). 

(Βλ. έπίσης : Οοίίπι ά'αΐηέΐινε ύπό Κ. Ο. - Μ., 3η έκδ., σ. 306). 

Πρόβλημα 860—11 

2067. Ισόπλευρος κώνος είναι εγγεγραμμένος είς σφαίραν. Νά άχθή 

επίπεδον παράλληλον πρός 
τήν βάσιν αυτοί) είς τρόπον, 
ώστε ή διαφορά των τομών 
τής σφαίρας καί τοϋ κώνου 
νά είναι μεγίστη ή έλαχίστη. 

Ή διά τοϋ Α ή τής βά- 
σεως ΒΒ' τομή δίδει δια¬ 
φοράν Δ τομών Τσην πρδς 
μηδέν, ένώ πάσα διάμεσος 
τομή δίδει 

Δ = π (ΜΡ 2 - ΝΡ>). 

Υπάρχει, έπομένως (§ 338, 
Σημ. Μ.), μεταξύ τών ση¬ 
μείων Α καί Γ θέσις τοΟ 
Σζ. ι<2·38 τέμνοντος έπιπέδου, δι’ ήν 

ή διαφορά Δ γίνεται με¬ 
γίστη. 

_Πρός ύπολογισμόν τοϋ κυκλικού δακτυλίου Δ, τοϋ άντιστοι- 
χοϋντος είς τήν τομήν ΜΝΓΊ', άρκεϊ νά έκφράσωμεν τά ΜΡ* καί 
ΝΡ ! συναρτήσει τής άκτΐνος α τής σφαίρας καί τής άποστάσεως 
χ τοΟ τέμνοντος έπιπέδου άπό τοϋ κέντρου. 

1) ΜΡ 2 - α-— κ-\ 



2) Έκ τοϋ ισοπλεύρου τριγώνου ΑΝΝ' λαμβάνομεν 





Αρα : 
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ΡΝ> = 


α* — 2 αχ + χ’ 
3 


( 1 ) 


κσ 

Δ.,= π(ΜΡ 3 -ΡΝ*) = -1 π (τ+Τ“ χ ’)' (2) 

ΑΙ μεταβολαί τής πασότητος τσύτης έξαρτώνται φυσικά άπό 
τάς μεταβολάς τής διαφοράς 


αχ 

Τ 



Άλλ’ ε(ς αύτήν τό άθροισμα τών δύο παραγόντων χ καί 

-χ είναι σταθερόν, ίσον πρός ~ · έπομένως, διά τό μέγι- 

στον τής τιμής της (§ 343): 


α ,. α 

χ = Τ “ χ η χ Τ · 

"Ωστε : 

α , > 4 / α 5 α 2 α 3 \ 3 

Δ (,ηεχ.) - Τ π (“Τ + Τ “16 ) = Τ πα '· 

2067. Παρατηρήσεις. 1) Διά τήν εϋρεσιν του μεγίστου δυνάμεθα 
νά έργασθώμεν καί ώς έξης : 

Ή τιμή χ = ΟΡ. ή καθιστώσα μεγίστην τήν παράστασιν 





- χ 3 . 


(3) 


είναι έκείνη ήτις καθιστά έλαχίστην τήν 


= — )=χ > 


αχ 

Ύ 


α 

Ύ ' 


(4) 


Τής έξισώσεως (3), ή τής (4), αί ρίζαι εΓναι πραγματικοί, 

= ΟΓ, σχ. 1218^ καί χ 5 = α άντι- 

στοιχοΰν αί διά τών Γ καί Α τομαί διά τάς όποιας ή διαφορά Δ 
άρα καί ή παράστασις ν ή γ' μηδενίζεται. 

Επειδή δέ, ώς γνωστόν, τό ήμιάθροισμα τών ριζών 

Χΐ + ^2 α 

ν '~ 2 4 

του τριωνύμου (3) είναι ή τιμή τοΰ χ δι’ ήν ή τιμή τής ν' γίνεται 

ϊ/.αχίστη — άρα ή τιμή τής ν μεγίστη, Επεται δτι : (ΟΡ) = -ί- . 

2) Έκέκταοις. Οίαδήκοτε και αν είναι ή δέοις τής κορυφής Α ε.τ< τοΰ 
ΐιξονος χχ' ή ή χλίαις τών γενειειρών ζοΰ κώνον :ιρός αυτόν, ή διαφορά Δ 
γίνεται /ιεγίστη διά τομήν των δύο στερεών άγομένην εις τό μέσον Ρ τον 
νψονς τοΰ κώνον. 

Ταϋτα γενικεύονται καί εις τήν περίπτωσιν καθ’ ήν αί γενέ- 
τειραι τοΰ κώνου δέν συναντούν τήν σφαίραν. Οίίτω : 


άφού διά χ, = —~ — ^ 
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3) Εάν Δ = ρχ’ -(- ςχ 4" Γ «'μι ή ίχφρααις τον ΐμβαίοΰ τοΰ Λαχτν- 
λϊου ιΐς την κιρίπτωοιν χα&' ήν αί γενΐτιιραι τον κώνον Ον συναντούν 
την σφαίραν, ό {Χάχιατος δακτύλιος άντιοτοιχτΐ τις τομήν ίι' ήν 

ΟΡ = X = . 

2ρ 

2068. Γεωμετρικοί παρατηρήσεις. Ώς εΐδομεν, ό δακτύλιος Δ Εχει 
ώς Εκφρασιν, συναρτήσει τής άποστάσεως χ τοΰ τέμνοντος Επιπέ¬ 
δου άπό τοΟ κέντρου Ο τής σφαίρας, τήν 

Δ = π (α* 4- αχ — 2 χ») 


ή τήν Δ = -5” 7Ι ( χ ’- Υ χ — ^γ) 

Διά μεταβολάς τοΟ χ άπό — οο Εως -{- <η, ή παράστασις Δ 



είναι θετική διά τιμάς τοΰ χ μεταξύ τών ριζών τοΰ τριωνύμου 
α α’ _ 

χ 2 -— χ- — ( 121 ), μηδενίζεται είς τάς τιμάς ταύτας καί παρα- 

121. - η μ. μ ε τ. Καί αϊτινες υπάρχουν, άφοϋ ή ίιακρίνουσα ΰ τοΰτοι> 
α» 

είναι θετική. I) = —-(- 2 α > 0. 

4 
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μένει Αρνητική διά τιμάς τοΰ χ έκτός τών ριζών. Οϋτω διά πάσαν 
πραγματικήν τιμήν τοΰ χ- ή παράστασις Δ Εχει έπίσης πραγμα¬ 
τικήν τιμή ·. 

Καί διά τιμάς μέν τοϋ χ μεταξύ — α καί α, δηλ. διά θέσεις Ρ 
τοΟ τέμνοντος Επιπέδου μεταξύ τών σημείων Α καί Α' (σχ. 1289), 
ή γεωμετρική σημασία τής διαφοράς Δ είναι φανερά — άφοΰ είς 
ταύτας άντιστοιχοϋν πραγματικοί τομαί τής σφαίρας καί τοϋ κώ¬ 
νου. Ποιαν σημασίαν Ομως θά προσδώσωμεν είς αύτήν διά * > α 
ή χ < — α, διά θέσεις δηλ. τοΰ Ρ έκτός τοΰ διαστήματος ΑΑ'; 

Ή άπάντησις είς τό Ερώτημα τοΰτο δίδεται Εάν θεωρήσωμεν 
τόν μέν κώνον άπέρατον εκατέρωθεν τής κορυφής του Α — βίχω- 
»ης κώνος —καί τήν σφαίραν συμπληρουμένην διά τοΰ συμπληρωμα¬ 
τικόν αύτής σχήματος ένός Ισοπλεύρου διχώνου ύπερβολοειδοΰς. 

Ό μέγιστος κύκλος ΑΜΑ 1 τής σφαίρας Εχει Εξίσωσιν πρός 
τούς άξονας τοΰ σχήματος τήν 

χ » ν* = α», 

ή δέ Ισόπλευρος υπερβολή, μέ κορυφάς τά σημεία Α καί Α', τήν 

χ» — = α *. 

Οϋτω, ή τεταγμένη ΜΡ δίδεται ύπό τής (σότητος 
ΜΡ’=ν-== α>— χ», 

ένω ή τεταγμένη Σν τής ύπερβολής ύπό τής 
’ Σ\'* = ν* = χ’ — α*. 

Διά τών συμπληρώσεων τούτων τών δύο στερεών βλέπομεν 
ότι, διά πάσας τάς τιμάς τοϋ χ ύπάρχουν πάντοτε πραγματικοί 
τομαί ύπό τών άντιστοίχων τής τιμής ταύτης Επιπέδων- ή δέ 
σπουδή τοϋ άθροίσματος ή τής διαφοράς τών τομών γίνεται 
όμοίως. 

Διά τάς τομάς λ. χ. τάς πέραν τοϋ σημείου Α', ή διαφορά 
Δ = π(ΗΖ’— Ηθ’) εΤναι θετική μέχρι τοΰ σημείου Γ. ΕΙς τό ση- 
μεΐον τοΰτο, Αντίστοιχον τής τομής I τής ύπερβολής καί τής γενε- 
τείρας τοϋ κώνου, μηδενίζεται καί πέραν αύτοϋ παραμένει Αρ¬ 
νητική. 

Διά τήν πλήρη σπουδήν τοΟ δλου ζητήματος βλέπε Αρρβηάίεε 
τιιιτ Εχετείεα άβ ΟίοτηέΙνίε, π° 819, σ. 92. θά ύποδείξωμεν ένταΟθα 
τά συμπεράσματα μόνον Εκ ταύτης. 

2068α. Σϋνοψις. 1) Έάν Αντιστοιχίσωμεν είς τό τυχόν σημεϊον 
Ρ(χ) τής ΑΓ τεταγμένην ν τοιαύτην, ώστε 

ν 3 = ΜΡ 1 — ΝΡ ! , 

λαμβάνομεν ώς τόπον τών σημείων (χ, ν) μίαν Ελλειψιν, έκ περι¬ 
στροφής τής όποιας περί τόν άξονα ΑΓ παράγεται Ελλειψοειδές 
μέ κορυφάς τά σημεία Α καί Γ καί δγκον Τσον πρός τόν τοϋ στε- 
ρεοΰ, τοϋ παραγομένου ύπό τοΰ κυκλ. τμήματος ΑΜΒ περιστρε- 
φομένου περί τόν ίδιον άξονα. 

Τό μέγιστον τοϋ κυκλικού δακτυλίου Δ λαμβάνεται διά τομής 
είς τό μέσον τής Αποστάσεως ΑΓ· έπειδή τό τέμνον τότε Επίπε¬ 
δον θά διέρχεται διά τοϋ κέντρου τοϋ Ελλειψοειδούς. Είναι δέ τό 
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μέγιστον τούτο — πα’ καί έπομένως 6 ήμιάξων β τοΰ έλλειψοει- 
6ο0ς θά είναι 

Πέραν τών σημείων Α καί Γ, τό έλλειψοειδές Αντικαθίσταται 
ύπό διχώνου ύπερβολοειδοΟς έκ περιστροφής, Βχοντος χάς αύχάς 
κορυφάς Α καί Γ μετά χοΟ έλλειψοειδοΟς καί τούς Ιδιους άξονας. 

2) Ανάλογα συμβαίνουν καί διά πάνχα κώνον, χοΟ όποιου ή 
γενέτειρα χέμνει χήν περιφέρειαν είς δώο σημεία. 

3) Έάν ή γενέχειρα χοΟ κώνου έφάπχεχαι χής περιφέρειας είς 
Τ, χό προηγούμενον έλλειψοειδές περιορίζεται είς χήν προβολήν 
Τ' χοΟ Τ έπί χοΟ άξονος· χό δέ ύπερβολοειδές άποβαίνει δίχωνος 
κώνος μέ κορυφήν χό σημεΐον χοΟτο Τ'. 

4) Έάν ή γενέτειρα χοΟ κώνου δέν συναντά χήν περιφέρειαν, 
λαμβάνομεν μονόχωνον ύπερβολοειδές. Ό άξων ΧΧ' είναι ό μή 
διατέμνων χήν γενέτειραν τούτου ύπερβολήν άξων. 

Τό διά χοΟ κέντρου χοΟ ύπερβολοειδοΟς άγόμενον έπίπεδον 
Αντιστοιχεί είς τόν έλάχιστον δακτύλιον. 

Παραθέτομεν κατωτέρω χήν έκφώνησιν ένός γενικωχέρου χοΟ 
προηγουμένου θεωρήματος. 

2068β. Γενικόν θεώρημα. Έστωσαν όσαιδήποτε καμπύλοι δευτέ¬ 
ρου βαθμού Ιχουααι ένα ιών αξόνων των έπί ευθείας ΧΌΧ χαί ώς 
κορυφάς οίαδήποτε σημεία τής ευθείας τάύτης, καθώς καί όσαιδήποτε 
εύθεΐαι οπωσδήποτε διατεθειμένοι ώς πρός τήν Ιδίαν ευθείαν ΧΌΧ. 

Πάααι αί γραμμαί αύται στρέφονται περί τόν άξονα ΟΧ χαί παρά¬ 
γουν τάς γνωστός έπιφανείας: κυλίνδρους, κώνους, ελλειψοειδή, ύπερβο- 
λοειδή, παραβολοειδή. Τό . αλγεβρικόν άθροισμα τών αντιστοίχων όγ¬ 
κων ί 1 ”) είναι ισοδύναμον πρός τόν όγκον Ινός στερεού (Σ) έκ περιστρο¬ 
φής. Ιχοντος ώς μεσημβρινόν καμπύλην δευτέρου βαθμού μέ άξονα έπί 
τοΰ ΟΧ. (Αρρεηάίεε αιιχ Εχενεχεα άε ΟέοηχέΙΗε, η° 819). 

Έκ τής προτάσεως ταύτης προκύπτει δτι αί μεταβολαί χοΟ άλ- 
γεβρικοΟ Αθροίσματος. τών τομών τών έπιφανειών αύτών διά έπΐτ 
πέδου καθέτου έπί τόν άξονα περιστροφής, έξαρτάχαι έκ τοΰ 
είδους τοΰ στερεού (Σ). 

1) Έάν τό στερεόν (Σ) άποτελήται έξ ένός έλλειψοειδοΟς καί 
τοΰ ύπερβολοειδοΟς μέ δύο χώνας συμπληρωματικός, θά ύπάρχη 
μία μεγίστη τομή είς ΐσας άποστάσεις άπό τών κορυφών χοΟ έλ- 
λειψοειδοΰς. 

2) Έάν χό στερεόν (Σ) είναι μονόχωνον ύπερβολοειδές, θά 
ύπάρχη μία έλαχίστη τομή. 

3) Ή έλαχίστη τομή θά είναι περιωρισμένη είς σημείον Ο έάν 
τό στερεόν (Σ) είναι κώνος δίχωνος ή έάν όπτοτελήται έκ δύο 
παραβολοειδών τής αύτής κορυφής Ο καί διευθύνσεων ΟΧ καί ΟΧ'. 

θεώρημα 860—III 

2068 γ. Δίδονται σφαίρα, σημείον σταθερόν Α καί θεωρούμεν τούς 
κώνους μέ κορυφήν Α καί δδηγούς τάς τομάς τής σφαίρας ύπό έπιπέ- 

122. Σ η μ. μ ε τ. Μεταξύ εκάατης τών επιφανειών αύτών καί δύο 
καθέτων έπί τόν άξονα περιστροφή; τομών αύτής. 
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δων (Π) δ (.ερχομένων διά δευτέρου σταθερού σημείου Β. Δείξατε δτι αΐ 
δεύτεροι τομαί τών κώνων τούτων καί τής σφαίρας κεΐνται έπί επιπέ¬ 
δων Ρ διερχομένων διά τρίτου σταθερού σημείου Β'. (ΠρρταΘέν ύπό 
τοΰ Μαηηΐιείπι καί λυθέν ύπό τοΟ Βοΐίετίΐπείτγ. /. Μ. Ε., 1890, 
σ. 207). 

θεωροϋντες τό έπίπεδον διά τού κέντρου τής σφαίρας καί τών 
σημείων Α καί Β, άναγόμεθα είς γνωστόν ζήτημα (§§ 1236 
καί 1237) 

Τόπος 860-IV 

2068 6 . Ποιος ό τόπος τών κέντρων τών κυκλικών τομών ενός πλα¬ 
γίου κυκλικού κώνου; 

Έστω ΑΒΓ ή τομή τοΟ κώνου, ή άγομένη διά τής κορυφής Γ 
αύτοΰ, τοΰ κέντρου Μ τής βάσεως 
καί καθέτου έπ’ αύτήν. Ό τόπος 
τών κέντρων τών παραλλήλων τής 
βάσεως κυκλικών τομών είναι ή διά¬ 
μεσος ΓΜ τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. 

Ώς γνωστόν, αί άντιπαράλληλοι 
πρός τήν βάσιν κυκλικοί τομαί τοΰ 
κώνου είναι κάθετοι έπί τό έπίπεδον 
τοΰ τριγώνου ΑΒΓ καί παράλληλοι 
πρός τήν έφαπτομένην ΓΤ τής περι- 
γεγραμμένης περιφερείας είς αύτό-·- 
ή, αί παράλληλοι πρός τήν Α'Β', 
δΓ ήν 

ΓΑ'=ΓΑ καί ΓΒ' -- ΓΒ. 

Ό τόπος κατά συνέπειαν τών 
ζητουμένων κέντρων εις τό πρω¬ 
τεύον του κώνου έπίπεδον ΓΑ'Β' 
είναι ή διάμεσος ΓΜ'Δ του τριγώ¬ 
νου Α'ΓΒ', δηλ. ή συμμετροδιάμε¬ 
σος έκ τοΰ Γ του τριγώνου ΑΒΓ. 

θά ήδυνάμεθα έπίσης κατά τήν 
κατασκευήν τοΰ Οιηίδε* νά έφέρο- 
μεν τάς έφαπτομένας ΑΖ, ΒΖ καί τήν εύθεϊαν ΓΖ. 

Τόπος 860- V 

2068ε . Διά δύο τεμνομένων ευθειών ΣΑ, ΣΒ φέρομεν δύο επίπεδα 
κάθετα έπ’ άλληλα. Ποιος ό τόπος τής τομής ΣΓ τών επιπέδων τού¬ 
των; 0· Μ. Γ. «.. 1881, σ. 447). 

Έστω ΜΝΛ έπίπεδον κάθετον έπί τήν εύθεϊαν ΣΑ καί τέμνον 
τήν ΣΒ είς Μ καί τήν ΣΓ είς Λ. Επειδή, κατά τήν πρότασιν τής 
§ 1901 ά, τό τρίγωνον ΜΛΝ είναι όρθογώνιον εις Λ, τό σημεΐον 
τοΰτο θά κεϊται έπί περιφερείας μέ διάμετρον ΜΝ καί τής όποιας 
τό έπίπεδον είναι κάθετον έπί τό ΣΑΒ. Είναι έπομένως ό τόπος 
τής ευθείας ΣΓ ή έπιφάνεια τοΰ πλαγίου κυκλικού κώνου μέ κο¬ 
ρυφήν τό Σ καί όδηγόν τήν περιφέρειαν διαμέτρου ΜΝ. 

Είς τόν κώνον τούτον αί διευθύνσεις τών κυκλικών τομών είνα ( 
παράλληλοι πρός τά κάθετα έπίπεδα έπί τάς ΣΑ καί ΣΒ εύθείας. 
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Πρόβλημα 860— VI 

2068 ζ. Δοθέντος κυλίνδρου με βάσεις Β καί Β', στρέφομεν την 
μίαν βάσιν Β αύτοϋ περί τόν άξονα τοΰ κυλίνδρου καί ταυτοχρόνως 
άναβιβάζομεν αυτήν, παραλλήλως πάντοτε πρός έαυτήν, εί; τρόπον, 
ώστε αί γενέτειραι τοΰ κυλίνδρου νά διατηρήσωσιν τό αρχικόν των μή¬ 
κος λ καί τα αυτά κέρατα έπί τής άνω (ακινήτου) καί κάτω βάσεως 
τοΰ κυλίνδρου. 

Εΰρετε τόν όγκον τοΰ ουτω παραγομένου νέου στερεού (Σ). 

1) Έάν αί γενέτειραι αύτοϋ τέμνωνται έπί τοΰ άξονος. 

2) Έάν ή έλαχίστη άπόστασις αυτών από τοΰ άξονος είναι δ. 

ΕΙς τήν πρώτην περίπτωσιν ή γωνία στροφής περί τόν άξονα 
είναι 180°, αί γενέτειραι συναντοΟν τόν άξονα εις τό αύτό ση- 
μεΐον καί τό στερεόν(Σ) άποτελεϊται έκ δύο ίσων κώνων. Τό δι¬ 
πλάσιαν τοΟ ϋψους έκάστου είναι 

υ = | λ’ — 4 ρ ! (ρ ή άκτίς τοΟ κυλίνδρου) 

και έπομένως 

V = Ϋλ’ — 4 ρ’. 


ΕΙς τήν δευτέραν περίπτωσιν, τό στερεόν Σ είναι τμήμα μονο- 
χώνου ύπερβολοειδοΟς, μέ περιφέρειαν λαιμού άκτϊνος δ καί βά¬ 
σεις ΐσας άκτϊνος ρ. Ή χορδή τής περιφερείας τής βάσεως τοΟ 
κυλίνδρου, καθ’ ήν προβάλλεται έπ' αύτήν ή τυχοΟσα (νέα) γε¬ 
νέτειρα, είναι 

2 V ρ* - δ Τ 

καί έπομένως 

υ — ίίψος του τμήματος = V λ 3 — 4 (ρ 3 — δ 1 ). 

Επειδή δέ ό όγκος τμήματος ύπερβολοειδοΟς μονοχώνου, πε¬ 
ριεχομένου μεταξύ τοΟ λαιμού αύτοΟ καί τομής καθέτου έπί τόν 
άξονα αύτοΰ, είναι ίσος πρός τόν δγκον ΙσοΟψοΟς κυλίνδρου 6χον- 

2 

τος βάσιν τό άθροισμα τών — τοΟ έμβαδοΟ τοΰ κύκλου - λαιμού 
τής έπιφανείας καί τοΰ τοΟ έμβαδοΟ τής έτέρας βάσεως αύ¬ 


τοΰ, Επεται 

ν - ? Ϋ λ» — 4(ρ» — 6 ») 2 6» + Ρ* 

ν — £ 2 . π . 3 


(Ο. η" 951) 


2068 η. Σημείωσες. 1) Άνάλογον πρόβλημα δύναται νά τεθη 
καί διά κόλουρον κώνον. 

2) Τό Αρρεηάϊεε ακχ Εχετείεεε άε ΟέοιηόΐΓΪε περιέχει άρκετά με- 
γάλον άριθμόν ένδιαφερόντων ζητημάτων έπί τών όγκων τών έλ- 
λειψοειδών, ύπερβολοειδών, παραβολοειδών, στερεών περατουμέ- 
νων εις στρεβλά πολύγωνα, κυλινδρικών όνύχων, μοναστηριακών 
θόλων καί σταυροθολίων. 

Πρόβλημα 860 — VI! 

2068 ά. Έκ πασών τών σφαιρικών ζωνών μέ μίαν βάσιν, τών έχου- 
σών δοθεΐοαν επιφάνειαν 1ι 5 , ποία ή δίδουσα τό μέγιστον σφαιρικόν 
τμήμα ; 
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Είναι τό ήμισφαίριον· έπειδή θεωροϋντες τό διπλάσιου τής δο- 
θείσης έπιφανείας, καταλήγομεν είς τήν σφαίραν ώς τό μέγιστον 
Αντίστοιχον σφαιρικόν τμήμα. 

Τά ΑηηαΙεα άε Οετηοηηε (τόμ. XV. 1824 - 25, σ. 132, 236 Εως 243. 
£)ιιβιτβΐ καί Τέάεπη.1), λύουν τό πρόβλημα αύτό, ώς καί πολλά 
άλλα Ανάλογα, μέ ένδιαφερούσας Αναπτύξεις. 


Πρόβλημα 860- VIII 

2068 1 . Ποιος ό γεωμετρικός τόπος τών βάσεων των σφαιρικών ζω¬ 
νών μέ μίαν βάσιν, αΐτινες έχουν τήν αυτήν έπιφάνειαν καί εφάπτονται 
είς τήν κορυφήν των δοθένιος επιπέδου χαί είς σταθερόν σημεϊον I* 
«υιού; (Λ. άε 0., τόμ. 111, 1812 - 13, σ. 383).. 

"Εστω ρ ή άκτίς τής μεγίστης κατ’ δγκον καί ήμισφαιρικής, κατά 
τήν προηγουμένην άσκησιν, έκ τών ζωνών τούτων. Ό τόπος 
εΤναι ή σφαιρική έπιφάνεια μέ κέντρον τό σημεϊον Ρ καί άκτΐνα 2ρ. 

2068η. Σημιίτοαις. 1) ΣιΙηιι» ( η3 ) ώνομάσθη ϋπό τοΟ Ουίεε μία 
καμπύλη (I,), ήτις, είς τό έπίπεδον, παρουσιάζει μερικάς άναλο- 
γίας μέ τόν προηγούμενου, είς τόν χώρον, τόπον. 'Η σπουδή της 
έν ταύτοις έξέρχεται τών όρίων τής Στοιχειώδους Γεωμετρίας. 

θεωροΟμεν κυκλικούς τομείς ΟΜΝ του αύτοϋ κέντρου Ο, τής 
αυτής έπιφανεΐας καί τών όποιων ή μία άκτίς ΟΜ έχει σταθερόν 
Βιεύθυνσιν ΟΜΧ, ένω τής άλλης ΟΝ μεταβάλλεται, άφοϋ ή γωνία 
ΟΜΝ=θ άλλάσσει. ’Ο τόπος τών σημείων Ν είναι ή καμπύλη (1,). 

Ή έξίσωσίς της είς πολικός συντεταγμένος (Ο, ΟΧ) είναι 

(ΟΜΝ) = ρ»θ = σταθ. (θ είς άκτίνια) 


ή ρ»θ = α*. (Ν. Α„ 1880, σ. 461) 

Ή καμπύλη Εχει τό σχήμα τής Αρχιμήδειου Ελικος, τόν άξονα 
ΟΧ διά άσύμπτωτον (διά θ —» 0), άλλά καί τέμνουσα τήν εύ- 
θεϊαν ταύτην διά θ = νπ, ν άκέραιος. Ό πόλος Ο είναι καί αυτός 
άσυμπτωτικόν σημεϊον, άφοϋ 


ρ^-ΞΙ 
ρ θ 


0. διά θ 


2) Δυνάμεθα νά θέσωμεν έπίσης τό έπόμενον πρόβλημα : 

εϋρεΰή Α τόποι τών άκρων Μ, Μ' τών χνχλιχών τόξων ΜΟΜ 
«τινα Εχουν πάντα τό αύτό μήχος α χαΐ εφάπτονται Αο&είσης εν&είας ΟΧ 
τις Αυ&ίν αν τής οημεΐον Ο χαΐ είς το μέοον αυτών. 

Ή λύσις έδόθη ύπό τών Βέτεπί, ν»η υΐβπΐιονβ, ΤέάεηαΙ. (Α. 
ά. Ο., 1812 - 1813, τόμ. 111, σ. 377). 

ΕΙς τήν ώραίαν αύτήν μελέτην τοΟ 1813, δίδεται ώς έξίσωσίς 
τής καμπύλης, ε(ς πολικός συντεταγμένος (Ο, ΟΧ) ή 

αημ_θ 
Ρ _ θ 

ή, είς καρτεσιανός συντεταγμένος (ΟΧ, ΟΥ ΟΧ): 



123. - η μ. |ιεχ. Λατινιστί, ή κυρτή ράβδος τών Ρωμαίων οΐωνοσκόπων. 
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Τό πρόβλημα τοΟτο εόρίσκεται καί ε(ς ΟαίεηΙ ΙηΙέςταΙ τοΰ 
ΒοκειιΙ. 

Ή καμπύλη αϋτη όνομάζεται καί κοχλιοειδής (ΟοεΗΙέόίάε) καί 
είναι ή άντίστροφος τής τετραγωνιζονοης τοΟ Δεινοστράτους, ώς, 
άλλωστε, φαίνεται καί έκ τής πολικής της μορφής. (ΜαΐΚειχε, 1885, 
σ. 89, ]. Νειι&βΓΚ. ΟοΜΓόβ» νβτηατηναΰΐε», τόμ. II, σ. 96, ύπό (ίοτηε>ϊ 
Τεϊχεΐτα). 

Ή κοχλιοειδής είναι κεντρική προβολή μιας κυλινδρικής άλικος 
έπί έπιπέδου καθέτου έπί τόν άξονα αύτής, δταν τό κέντρον προ¬ 
βολής εύρίσκεται έπί τής Ελικος. (Βλέπε ώραίον σχετικόν άρθρον 
τοΟ Αιιδτν είς τό τρίτον μέρος, σ. 311 τών ΙίέτετέαΙίοηε τηαΐίιέηιαίί - 
(Ι»€3 εΐ ρτοΜέιηβδ του Κοιιεβ - Β&11, Εργον δημοσιευθέν τό 1909 

ύπό Ρϊίζ - ΡείΓΪοΙι. 


Συμπληρώματα είς τάς §§ 1952 α καί 1979 δ 


20681. Άπδδιιξες τής προτάσεως § 1952 α, 1). 

Έστω Ζ— ΑΒΓΑ — Ζ’ (αχ. 1290 α) το 4ν λόγιμ οχτάεδρον, II,, Π,, 
Π,, Π, αί προβολαί τοΰ σημείου 0 έπί τάς πλευράς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, ΑΑ τού 
όρθοδιαγωνίου τετραπλεύρου ΑΒΓΑ, η,, η,, η η , η, αί προβολαί τού 0 4πί 

τάς έχ τοΰ Ζ αντιστοίχους 
2 έδρας. Ώς γνωστόν, τά ση¬ 

μεία η, ,. . η 4 είναι όρθό- 
χεντρα τών εδρών ΖΑΒ... 
ΖΑΑ, δνεχα των τριαορθο- 
γωνίων τριέδρων 0 —ΑΒΖ... 
Ο - ΑΑΖ. 

Επειδή αί διαγώνιοι 
του τετραπλεύρου ΑΒΓΑ 
είναι κάθετοι έπ’ άλ- 
λήλας. τό τετράπλευρον 
Π,.ΙΙ,,ΙΙ,,Π, άποδειχνύεται 
εβχόλως έγγράψιμον είς 
περιφέρειαν (Γ). Άφ’ ετέ¬ 
ρου, έχάοτη τών κορυφών 
τού τετραπλεύρου τούτου, 
ή κορυφή Ζ χαί τό όρθό- 
χεντρον τής αντιστοίχου 
ίδρας χεΐνται επ' ευθείας— 
τής τομής τής ϊδρας ταύ- 
της χαί τοΰ διά τής ΖΟΖ' 
καθέτου έίτ' αυτήν έπι¬ 
πέδου. 

Έχ τών όμοίων ορθο¬ 
γωνίων τριγώνων ΖΟΠ, 
χαί ΖΟη, λαμβάνομεν 

ΖΟ* = λ* = ΖΠ, . Ζη, 
λ» = ΖΙΙ 3 . Ζη 3 — ΖΗ, . Ζη, = ΖΠ , . Ζη,. 



χαι ομοίως 
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Είναι δηλ. τά σημεία η,, η,, η 3 , η 4 όμόλογα τών Π,, 1ι 2 , Π,, Π 4 έν 
τή Αντιστροφή μέ πόλον Ζ καί δύναμιν ; Ιι* καί κατ' Ακολουθίαν κεΐνται 
έπί περιφερείας (§ 242) (Γ'), της όμολόγου τής (Γ) έν τή ίδίφ αντιστροφή. 

Άναλόγως Αποβεικνύομεν ότι τά τέσσαρα όρθόκεντρα τών έξ έκάατης 
τών πέντε Αλλων κορυφών τού όκταέδρου άγομένων έδρών κεΐνται έπί- 
σης έπί περιφέρειας —καί επομένως, ότι τό όκτακόρυφον τών όκτώ άρθο- 
κέντρων τών εδρών του δοθέντος όκταέδρου έχει τάς Ιδιότητας τού έξαέ- 
βρου τής § 1947. Είναι βηλ. έγγράψιμον εις σφαίραν (Σ). 

2068μ. ΆπύΛειξις τής προτάαεως § 1952 α. 2). 


1) 'Τποθέσωμεν ότι τό οκτάεδρον Ζ — ΑΒΓΑ — Ζ' είναι έγγράψιμον 
εις σφαίραν, ής τό κέντρον έστω 2, θά είναι τότε καί τά τετράπλευρον 
ΑΒΓΑ έγγράψιμον εις περιφέρειαν — κέντρου Κ—καί επομένως (§ 749), 
ή προηγουμένως θεωρηθεΐσα περιφέρεια (Γ) θά διέρχεται καί διά τών 
μέσων Μ,, Μ,, Μ.,. Μ, τών πλευρών τοϋ τετράπλευρου ΑΒΓΑ. Τό κέν¬ 
τρον αϋτής Λ είναι τό μέσον τής άποστάσεως ΟΚ (§ 742). 


”Ας είναι ...£ 4 τά κέντρα βάρους τών έκ τοϋ Ζ έδρών τοϋ όκταέ¬ 
δρου. Επειδή τά σημεία ταϋτα είναι προφανώς όμοιόθετα τών Μ, ... Μ ( 

ΖΜ 3 

έν τή όμοιοθεσίφ κέντρου Ζ καί λόγου — — = — . είναι φανερόν ότι 

θά κεΐνται έπί περιφερείας (γ) όμοιοθέτου τής (Γ) έν τή όμοιοθεσίφ 

2 

ταύτη καί τής οποίας (περιφερείας) τό κέντρον γ θά κεϊται εις τά—. 

3 


άπό τοϋ Ζ, τοϋ μήκους ΖΛ (Σχ. 1290 6). "Ομοίως, τά κ. βάρους τών έκ 
τοϋ Ζ' έδρών τοϋ οκταέδρου θά κεΐνται έπί περιφερείας (γ') — ίσης 
πρός τήν (γ), ώς όμοιοθέτου, έν τώ αύτψ λόγφ, τής (Γ) — καί τής όποιας 
τό κέντρον γ' θά κεϊται έπί τής Ζ'Δ, εις θέσιν επ' αυτής όμοίαν εκεί¬ 
νης τοϋ γ έπί τής ΖΛ. 

Κεΐνται επομένως τά οκτώ κέντρα βάρους τών έδρών τοϋ όκταέδρου 
έπί δυο ίσων καί παραλλήλων περιφερειών καί τών όποιων ιά κέντρα γ, γ' 
ενρίαχονται επ' εϋ&είας γγ' χα&έτου επί τό επίπεδον ΑΒΓΑ. Ανήκουν άρα 
τά οκτώ ταϋτα σημεία εις τήν αϋτήν σφαίραν (Σ,) καί τής όποιας τό 


κέντρον Σ 4 είναι τά μέσον τοϋ τμήματος γγ'. 

2) θά άποδείξωμεν ότι τής σφαίρας (Σ,) 
τό κέντρον Σ, κεϊται έπί τής εϋθείας 02 καί 
διαιρεί αϋτήν κατά λόγον 1 :2. 

"Εστω, πράγματι, (Ρ) (Σχ. 1290 6) τά έπί- 
πεδον τών εϋθειών 2Κ, ΖΖ' κλπ., Τ ή τομή 
τών ΛΣ, καί ΖΖ'. Επειδή, έκ τοϋ σχήματος 
ΖΤ = ΤΖ', τό σημεΐον Τ είναι προβολή τοϋ 
κέντρου 2 τής σφαίρας (2) έπί τήν ΖΖ’, τό 
σχήμα 0Τ2Κ ορθογώνιον παραλληλόγραμμον 
καί τό σημεΐον Σ,, τό διαιροϋν κατά λόγον 
1 : 3 τήν συνδέουσαν εύθεΐαν τό μέσον Δ τής 
ΟΚ μετά τής κορυφής Τ τοϋ όρθογωνίου τού¬ 
του, κεϊται έπί τής διαγώνιου 02 καί διαιρεί 
αϋτήν εις λόγον ΟΣ, : Σ,2 = 1:2. 

3) Λέγω τώρα ότι αί σφαΐραι (Σ) καί (Σ,) 
ταυτίζονται. Παρατηροΰμεν πρός τούτο, ότι τά 



σημεία η, (δρθόκεντρον) 8ι (κ. βάρους) καί κ, Σχ . 1290 ρ 

(κέντρον περιγεγραμμένης περιφερείας εις τήν 


έδραν ΖΑΒ) κεΐνται έπί τής αϋτής εϋθείας, κατά πρότασιν τοϋ ΕυΙετ, 


καί είναι η,β, =2.£,κ 1 . Επειδή δέ, αί εις τά κ, ... κ 4 κάθετοι έπί τάς 
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αντιστοίχους έδρας τέμνονται βΐς τό χέντρον 2 τής περιγεγραμμένης εις 
τό οχτάεδρον σφαίρας (2), αί 64 κάθετοι έπί τάς 1δ(ας Ιδρας βΐς τά 
η,... η 4 τέμνονται, έχ χαταακεοής, εις τό σημεΐον Ο, κατ' άνάγχην καί 
αί κάθετοι εις τά £,... ρ, έπί τάς ιδίας έδρας θά τέμνωνται εις τό αύτό 
σημβίον Ο. κείμενον Μ τής εν&είας 02 χαΐ διαιρούν αυτήν εις λόγον 

20 _ 1 
ΟΟ ~ 2 

Είναι χατά συνέπειαν τό σημείον 1, μεαον τού τμήματος 00. Άν ρ 
ή άκτϊς τής σφαίρας 2,. Οά εχωμεν 

-ιΚι - - -ιίΟ = θ 

χαι -ιβι = 2ΐ|ήι· ··· ^ιΚ-ι — 3|ή 4 . 

Ληβαβή : 2 ιΚ , = ... 3 ιΕ4 = 2,»!,... - 2,η 4 .-= ρ 

χαί αί οφαΐραι (I,) χαί (2) συμπίπτουν. Κεΐνται δηλ. τά οχτώ όρθόχεν- 
τρα καί οχτώ χ. βάρους τών εδρών ενός εγγεγραμμένου εις σφαίραν όρ- 

Βοδιαγώνίου οχταέδρου έπί τής 
αυτής σφαίρας, χλπ. ( ,Ι4 ). 

2068 ν. Άναλυτικωτέρα 
άηόβειξτς τής προτάαεως 

§ 1979 γ, 2). 

θεωρήσωμεν τό όγδοον (2) 
τοΰ στερεού, τό εις τό σχήμα 
διά παχειών γραμμών ΰποδη- 
λούμενον. Επειδή εις αυτό ή 
καμπύλη ΕΗ είναι τό τέ¬ 
ταρτον τής έλλείψεως, καθ’ 
ήν άμφότεραι αί έπιφάνειαι 
τών κυλίνδρων τέμνονται υπό 
τοϋ ίπιπέδου ΑΔΓ'Β’, γίνεται 
φανερόν ότι τοΰτο είναι τό 
άθροισμα τών δύο ίσων στε¬ 
ρεών ΟΕΘΗ καί ΟΕΖΗ. Έκα¬ 
στον 64 τούτων είναι τό ήμισυ 
τοΰ κυλινδρικού όνυχος, τόν 
όγκον τοΰ όποίου ύπελογίσα- 
μεν προηγουμένως. Επομένως : 

γ Σ _ 3 |·_1_ . [ ( » 08)». ΘΗ ^ _ δ^£ __ 
χαί 

V (χοινού στερεού τών δύο κυλίνδρων) = 8 . Vζ = δ 5 . 



124. - η μ. μ ε τ. Τάς αποδείξεις τών προτάσεων τούτων δέν άνεύρομεν 
εις τά γνωστά εις ήμας βιβλία. 






ΒΙΒΛΙΟΝ VIII 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


"ΕΙΙεινης 


θεώρημα 861 

2069. Αί διάμετροι έλλείψεως είναι εύθεΐαι διερχόμεναι διά τοΰ 
κέντρου τής καμπύλης. 

ΚαλοΟμεν διάμετρον ιΰύνγραμμον καμπύλης εύθεϊαν διαιρούσαν 
ε(ς δύο Τσα μέρη έκάστην τών πρός οοθεϊσαν διεύθυνσιν παραλ¬ 
λήλων χορδών τής καμπύλης. Δύο διάμετροι λέγονται ουζνγιΐί έάν 
έκάστη αύτών διαιρή είς δύο Τσα μέρη τάς παραλλήλους πρός 
τήν άλλην χορδάς της καμπύλης. ' 

ΕΙς τόν κύκλον, τοΰ όποιου προβολή είναι ή έλλειψις, θεωρή- 
σωμεν σειράν παραλλήλων χορδών· ό τόπος τών μέσων τών χορ¬ 
δών τούτων είναι διάμετρος τής περιφέρειας καί ή προβολή αύτής 
διάμετρος τής έλλείψεως διερχομένη διά τοΟ κέντρου αύτής. 

Πάσαι αί παράλληλοι χορδαί είς τήν περιφέρειαν προβάλλον¬ 
ται κατά παραλλήλους χορδάς τής έλλείψεως. ΆφοΟ τά προβάλ- 
λοντα έπίπεδα είναι παράλληλα. 

Τό μέσον έκάστης χορδής τής περιφερείας προβάλλεται κατά 
τό μέσον τής άντιστοίχου χορδής τής έλλείψεως. 

Επειδή έκαστον τμήμα τής τελευταίας χορδής είναι Τσον πρός 
τό γινόμενον τοΟ ήμίσεος τής Αντιστοίχου χορδής τής περιφερείας 
. έπί τό συνημίτονον τής γωνίας τής χορδής ταύτης καί τής προβο¬ 
λής της. 


θεώρημα 862 

2070. Δύο κάθετοι διάμετροι τού πρωτεύοντος κύκλου προβάλλον¬ 
ται κατά συζυγείς διαμέτρους τή; έλλείψεως. 

"Εστωσαν ΜΜ', ΝΝ' δύο όρθογώνιοι διάμετροι τοΟ κύκλου καί 
ΕΕ', ΖΖ' χορδαί παράλληλοι πρός τήν μίαν έξ αύτών. ΑΙ χορδαί 
εε', νν’,ζζ' είναι παράλληλοι (§ 2069), αί δέ προβολαί θ, λ τών 
σημείων θ καί Λ, μέσων τών χορδών ΕΕ' καί ΖΖ', είναι μέσα 
τών άντιστοίχων χορδών εε' καί ζζ' τής έλλείψεως. 

Ή προβολή έπομένως μμ' τής ΜΜ' διαιρεί είς δύο Τσα μέρη 
τάς χορδάς εε' καί ζζ' παραλλήλους φυσικά πρός τήν νν', προβο¬ 
λήν τής ΝΝ'. Τό αύτό συμβαίνει καί διά τήν. εύθεϊαν νν'· διαιρεί 
καί αότη είς δύο Τσα μέρη τάς χορδάς τής έλλείψεως τάς παραλ- , 
λήλους πρός τήν μμ'. 

Επειδή δέ αί εύθεϊαι μμ' καί νν’ διέρχονται διά τοΟ κέντρου 
τής έλλείψεως καί εΤναϊ έπομένως διάμετροι αύτής, έκάστη δέ 
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αύτών διαιρεί είς δύο Τσα μέρη τάς παραλλήλους πρός τήν άλ¬ 
λην χορδάς τής καμπύλης, έπεται δτι άποτελοΟν ζεύγος συζυγών 
διαμέτρων τής έλλείψεως. 


Η 



Θεώρημα 863 

2071. Αί παράλληλοι ηι', ιη' πρός διάμετρον μμ' τής έλλείψεως, 
αί άγόμεναι έκ ιών άκρων αυτής, είναι έφαπτόμεναι τής χαμπύλης. Καί 
άντιστρόφως, ή χορδή επαφών δύο έφαπτομένων τής έλλείψεως, παραλ¬ 
λήλων πρός δοθεϊσαν διάμετρον αυτής, είναι ή συζυγής διάμετρος τής 
δο&είοης. 

1) ΑΙ παράλληλοι ΗΙ’ καί ΗΊ πρός διάμετρον ΜΜ' τού πρώ¬ 
του κύκλου είναι κάθετοι έπί τήν ΝΝ' καί έφαπτόμεναι τοϋ κύ¬ 
κλου τούτου* αί προβολαί αύτών ηι', η'ι θά έχουν έν μόνον κοινόν 
σημεϊον μετά τής έλλείψεως καί κατά συνέπειαν θά έψάπτωνται 
τής καμπύλης αύτής, άφοϋ αΌτη είναι κυρτή (Ο., η° 622). 

2) Άντιστρόφως, ή διάμετρος έπαφών ΝΝ' τοϋ πρωτ. κύκλου 
είναι κάθετος έπί τάς έφαπτομένας ΗΙ', ΙΗ'* ή προβολή της έπο- 
μένως νν' θά είναι συζυγής διάμετρος τής μμ', προβολής τής ΜΜ'. 
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Ιον θεώρημα τοϋ ’ΑποΙΙαονϊον 364 

2072. Παν περιγεγραμμένον εις ελλειψιν παραλληλόγραμμον, τοΰ 
όποιου αί πλευραί είναι παράλληλοι πρός δυο συζυγείς διαμέτρους τής 
χαμπύλης, είναι ισοδύναμον προς τό επί τών αξόνων τής έλλείψεως χα· 
τασκευαζόμενον ορθογώνιον. 


Τό συνημίτονου τής κλίσεως τοϋ πρωτεύοντος κύκλου καί τής 

Ο 

έλλείψεως είναι ίσον πρός — (§§ 1790 καί 2069)· τό παραλληλό- 

Β 

γραμμον επομένως (ηιη'ι') — (ΗΙΗ'Γ) — · 

Επειδή δέ τό περιγεγραμμένον είς τόν κύκλον τετράγωνον Εχει 
έμβαδόν 2α . 2α 4α 2 , τό έμβαδόν τοϋ περί τήν Ελλειψιν παραλ¬ 
ληλογράμμου θά είναι 4α 2 . — = 4αβ, ισοδύναμον δηλαδή πρός τό 


έπί τών άξόνων 2α, 2β τής έλλείψεως όρθογώνιον. 

Τό συμπέρασμα τοϋτο Επεται καί έκ τής παρατηρήσεως, δτι τό 
έπί τών άξόνων τής έλλείψεως όρθογώνιον καί τό τυχόν περί αύ- 
τήν παραλληλόγραμμον είναι προβολαί άμφότερα δύο ίσων καί 
έπϊ τοϋ αύτοΰ έπιπέδου κειμένων τετραγώνων. Επομένως (§ 1790, 
σχόλιον I), αί προβολαί αδται θά είναι Ισοδύναμοι. 


Θεώρημα 866 

2073. "Εάν α', β' είναι τά μήκη δύο συζυγών ήμιδιαμέτρων έλλεί¬ 
ψεως καί V ή γωνία αυτών, θά είναι 

4 α'β' ημ V — 4 αβ. 

Τό έμβαδόν τοϋ παραλληλογράμμου λαμβάνεται διά τοϋ γινομέ¬ 
νου τών διαγώνιων καί τοϋ ήμιτόνου τής γωνίας αύτών· έπομένως 

4 σ'β' ημ V — 4 αβ. 


θεώρημα 866 

2074. Τό άθροισμα τών τετραγώνων τών προβολών δύο συζυγών 
διαμέτρων έλλείψεως έπί ένα τών άξόνων αυτής είναι ίσον πρός τό τε¬ 
τράγωνον τοϋ άξονος τούτου. 

Δηλαδή (σχ. 1291): 

ΟΡ 3 ΟΠ 2 = α 2 καί Ρμ 2 + Πν 2 = β 3 . 

Πράγματι, τα όρθογώνια τρίγωνα ΟΜΡ καί ΟΝΠ είναι Τσα, 
ώς έχοντα τάς ύποτεινούσας αύτών Τσας πρός α καί δύο γωνίας 
Τσας· έπομένως, ΜΡ = ΟΠ καί άφοϋ ΟΡ 2 + ΜΡ 2 = ΟΝ 2 = α 2 , 

ΟΡ 2 + ΟΠ 3 = α’. (1) 

Διά τάς προβολάς, άψ’ έτέρου, Ρμ, Πν, τών συζυγών ήμιαδια- 
ιέτρων α' και β' έπί τοϋ μικροϋ άξονος Εχομεν : 

= -£- , δθεν · Ρμ 2 = ΡΜ 3 . . 

ΡΜ α α* 


Πν 

ΠΝ 


= Ά, δθεν Πν 3 =: ΠΝ» . 
α α 3 
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Επομένως, 

Ρμ 8 + Πν» .-τ (ΡΜ 8 + ΠΝ 8 ) = β 8 . (2) 

α 3 

2ο* Θεώρημα τον ’Απολλωνίον 867 

2075. Τό άθροισμα ιών τετραγώνων δύο συζυγών ήμιδιαμέτρων έλ¬ 
λείψεως είναι Ισον πρός ιό άθροισμα τών τετραγώνων τών ήμιαξάνων 
αυτής. 

α'* + Ρ'· = α 5 + Ρ 3 · 

Διά προσθέσεως κατά μέλη τών (1) καί (2), λαμβάνομεν 
ΟΡ 8 + ΟΠ» + Ρμ 5 + Πν> α 8 + Ρ*. 
ή, άφοΰ ΟΡ 8 -{- Ρμ 2 — α' 8 , ΟΠ 8 -(- Πν 8 = β' 8 . 

α’ 8 + β' 3 = α } 4· Ρ*· 

Παρατήρηακ. Έκ τών δύο σχέσεων τοΟ Απολλώνιου : 
α'β' ημ V = αβ, 
α' 8 + β' 3 = α 8 4- Ρ 3 , 

δυνάμεθα νά ίιπολογϊσωμεν τούς άξονας 2 α, 2 β έλλείψεως, συ¬ 
ναρτήσει δύο συζυγών ήμιδιαμέτρων αύτής καί τής γωνίας αύτών 
(§ 2188). 

θεώρημα 868 

2076. Εις πάσαν ίλλειψιν υπάρχουν δύο ΐσαι συζυγείς διάμετροι, 

αντίστοιχοι τών διαγώνιων τοΰ 
έπί τών αξόνων αυτής ορθογωνίου. 

Έκ τοΟ σχήματος άναγνω- 
ρίζομεν άμέσως, δτι αΐ έπί τών 
διαγωνίων ΟΕ, ΟΖ τοΟ τετρα¬ 
γώνου κείμεναι συζυγείς ημι- 
διάμετροι ΟΜ, ΟΝ τοΟ πρωτ. 
κύκλου είναι συμμετρικοί πρός 
τόν άξονα ΑΑ' τής έλλείψεως 
καί προβάλλονται έπ’ αύτοΰ- 
εις τό αύτό σημεΐον Ρ. 

Καί έπειδή 

ΡΜ = ΡΝ, 

Θά είναι καί 

Ρμ = Ρν, 
άρα καί Ομ — Ον. 

θεώρημα 868—I 

2076 α. Έκ τών συστημάτων συζυγών διαμέτρων έλλείψεως τό ζεύ¬ 
γος τών αξόνων αύτής είναι τό ελάχιστου αθροίσματος καί τό ζεύγος 
τών Ισων συζυγών διαμέτρων τό μεγίστου αθροίσματος. (.>1η. ά. (ϊβτη., 
τόμ. XII, 1821 - 1822, σ. 72 καί 168, λύσις ύπό ]. - Β. ΠιιγπιπιΙι*). 
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θίώρημα 869 

2077. Διά τυχοϋσαν έφαπτομένην έλλείψεαις, ιό γινόμενον τής τετμη- 
μημένης τοΰ σημείου έπαφής έπί την τετμημένην τοΰ σημείου καθ' δ ή 
ευθεία αΰτη τέμνει ιόν μέγαν άξονα, είναι Ισον πρός ιό τετράγωνον τού 
μεγάλου ήμιάξονος. 



Έστω μΤ ή έψαπτομένη αΟτη καί ΜΤ ή Αντίστοιχος έψαπτο- 
μένη τοΟ πρωτ. κύκλου (Ο., η* 626). Έκ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου 
ΟΤΜ εΰρίσκομεν 

ΟΤ . ΟΡ = ΟΜ* = α’ 


Όμοίως, ΟΣ . Ο V = Ον’ = β’. 

θίώρημα 870 

2078. ΟΙ άξονες έλλείψεως άηοτέμνονν έχΐ χάσης έφαπτομένης αν" 
τής τμήματα (μέ κοινήν αρχήν το σημεΐον έπαφής), έχοντα γινόμενον 
ίσον πρός τό τετράγωνον τής συζυγούς ήμιδιαμέτρου τής άντιστοιχού- 
σης είς τό σημεΐον έπαφής. 

Έστωσαν Λμζ καί ΛΜΖ έφαπτόμεναι Αντίστοιχοι τής έλλεί¬ 
ψεως καί τοΟ πρωτ. κύκλου. Ή Ακτίς ΟΜ είναι κάθετος έπί τήν 
έψαπτομένην ΛΜ καί έπί τήν παράλληλόν της Οθ καί έπομένως 
αί Αντίστοιχοι τών Ακτινών τούτων ήμιδιάμετροι Ομ, Οθ της έλ¬ 
λείψεως εΤναι συζυγείς, θά είναι 8έ αί Οθ καί Λμ παράλληλοι 
εύθείαι, ΑφοΟ αί άντίστοιχοι αύτών Οθ, ΛΖ είς τό έπίτεδον τοΟ 
κύκλου, είναι εύθείαι παράλληλοι (§ 2069). 

Γεωμετρία 
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Έκ τής όμοιότητος τών τριγώνων Οθθ καί ΛΜμ('**) λαμ- 
βάνομεν 

Οθ Λμ μζ 
Οθ ~~Α Μ ~ΊΛ7Γ ' 
έκ δέ του τριγώνου ΖΟΛ, 

ΜΑ . ΜΖ = ΟΜ» = ΟΘ». 



Σχ. 1291 . 


Επειδή τά μήκη Οθ, Λμ, μζ είναι άνάλογα τών Οθ, ΛΜ, ΜΖ 
Επεται: 

μΛ . μζ = Οθ». 
θεώρημα 871 

2079 . Διά χόν ορισμόν χών αξόνων έλλείψεως, χής όποιας δίδονται 
δύο συζυγείς ήμιδιάμετροι ΟΜ, ΟΝ, ώς καί ή γωνία αΰχών V, έργαζό- 
μέθα ώς εξής: 

Φέρομεν διά χοΰ Μ ευθείαν παράλληλον πρύς χήν ΟΝ, υψοΰμεν κά¬ 
θετον ΜΓ έπ’ αΰχήν ΐσην πρός ΟΝ καί γράφομεν περιφέρειαν διερχο- 
μένην διά των σημείων Γ καί Ο, εχουσαν τό κένχρον χης έπί χής διά 
χοΰ Μ άχθείσης παραλλήλου πρΰς χήν ΟΝ. 

ΑΙ τομαί χής ευθείας χαύχης καί χής περιφερείας ορίζουν χά σημεία 
Δ καί Ε, άρα καί χάς διευθύνσεις χών αξόνων. Ή δέ κάθετος ΜΡ έπί 
χόν όρισθένια άξονα ΟΕ τέμνει χήν περιφέρειαν μέ διάμετρον ΟΕ εις 
σημεϊον Α" χοιοϋ.ον ώστε ΟΑ"~ α (§ 2077). 

Ή εύθεϊα ΔΜΕ, παράλληλος οδσα πρός τήν ΟΝ, έφάπτεται 
τής έλλείψεως (§ 2071), ή δέ κάθετος είς τό μέσον τής ΟΓ όρίζει 
τό κέντρον τής βοηθητικής περιφερείας. Έκ τοΟ σχήματος εΟρί- 
σκομεν 

ΜΓ» = ΜΔ . ΜΕ ή α'» = ΜΔ . ΜΕ. (α'=ΟΝ) 

Επομένως (§ 2078),αΐ εύθεϊαι ΟΔ, ΟΕ είναι αΐ διευθύνσεις τών 
ζητουμένων άξόνων τής έλλείψεως. 


Χχ ^χ 

125. λ! η μ. μ ε τ. Άφοό ΘΟΟ = ΜΛμ καί Μ — θ. 
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Άφ' έτέρου, ένεκα τοϋ όρθογωνίου τριγώνου ΟΑ"Ε κλπ.: 
ΟΑ"· = ΟΡ . ΟΕ, 

καί τό μήκος ΟΑ” είναι Ισον πρός τόν μέγαν ήμιάζονα α της 
έλλείψεως (§ 2077). ^ 1 

Άναλόγως όρίζεται καί ό μικρός ήμιάζων β. 



2080. Καιαοχευή τοϋ (,Τιαίίβ*. Ή προηγουμένη κατασκευή δέν 
φαίνεται νά είναι ή καλλιτέρα άπό γραφικής άπόψεως· έπειδή τά 
σημείο Ο καί Γ εΰρίσκονται πολλάκις πολύ πλησίον άλλήλων καί 
επομένως τό κέντρον τής περιφέρειας ΕΓΔ δυσκόλως όρίζεται μετ’ 
άκριβείοις. 

'Η έπομένη μέθοδος, όφειλομένη εις τόν Οδβκίεκ, είναι πολύ 
προτιμοτέρα· άλλ’ ή άπ’ εύθείας άπόδειξις τοϋ δευτέρου μέρους 
είναι μακρά καί άρκετά δύσκολος. 

Έκ τοϋ σημείου ΓΛ φέρομεν κάθετον έπί τήν ΝΟ =α' καί λαμ- 
βάνομεν έπ’ αύτής τμήματα ΜΘ = ΜΓ = α'. Φέρομεν καί τάς 
Οθ. ΟΓ εύθείας. 

θά έχωμεν: ΟΘ = α-(-β. ΟΓ = α —β καί ό μέγας άξων θά 
εΤναι ή διχοτόμος τής γωνίας ΓΟΘ. 

Πράγματι, έκ τοΰ τριγώνου ΟΜΘ εύρίσκομεν 

Οθ» = α’’ + β’» + 2 α'β' ημ V = (α + β)*, (§ 2075) 

έκ 6έ τοΰ ΟΜΓ, 

ΟΓ’ = α'· —}— β'* — 2 α'β' ημν = (α— β)*. 

Κατόπιν τούτων εόκόλως άποδεικνύεται καί ό δεύτερος Ισχυρι¬ 
σμός τοΟ Οδβείεε· έπειδή ή περιφέρεια - μέ διάμετρον ΔΕ διέρχε¬ 
ται διά τοΟ σημείου θ — συμμετρικού τοΟ Γ πρός τήν ΔΕ — αΐ 
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δέ γωνίαι ΕΟΓ καί ΕΟΘ είναι Τσάι, ώς βαίνουσαι έπί ίσων τόξων. 

Έστω τώρα ΜΖ παράλληλος πρός τήν διχοτόμον ΟΕ. θά 
δείξωμεν δτι 

Ζθ = α καί ΟΖ = β. 

Έκ τής διχοτόμου ΟΣ τής γωνίας Ο τού τριγώνου ΓΟΘ εύρί- 
σκομεν : 

ΟΓ ΣΓ Β α-β ΜΓ —ΜΣ _ α'-ΜΡ 

Όθ' ~ Σθ “ α + β ~ΜΓ + ΜΣ _ α' + ΜΡ 
η καί, κατά τάς γνωστός Ιδιότητας τών άναλογιών, 

2 α 2α' „ α α’ 

Τβ" - 2ΜΣ η ·β· _- ΜΣ" 
καί έπειδή έκ τής παραλλήλου ΜΖ πρός τήν ΟΣ, 

Μθ _ ΘΖ . α' Ζθ 
ΜΣ ~ ΖΟ η ΜΣ ~ ΖΟ 

Επεται 

α Ζθ .. α + β ΖΘ+ΖΟ α + β 

β ζο ■ η β ~ ζο ζο ■ 

Δηλαδή β = ΖΟ καί α = ΘΖ. 

2080 α. Κνχλοι ιοί ΟιαίΙίί . "Εάν, έπί τής τυχοόσης καθέτου 
ΜΛ τής έλλείψεως, λάβωμεν έκατέρωθεν τού σημείου Μ τμήματα 
Μθ = ΜΓ Τσα πρός τήν συζυγή ήμιδιάμετρον τής ΟΜ, ό τόπος 
τών σημείων θ καί Γ είναι περιφέρειαι μέ κέντρα τό σημεϊον Ο 
καί άκτϊνας α + β καί α — β άντιοτοίχως. 

Α1 έκ τοΟ τυχόντος σημείου τής περιφέρειας (Ο, α + β) άγό- 
μεναι έφαπτόμεναι τής έλλείψεως έφάπτονται αυτής εις σημεία 
εις & α! κάθετοι έπί τήν καμπύλην τέμνονται έπί τής περιφέρειας 
(Ο, α-β). ΟοΒορΙι Βπιηο, IV. Α., 1874, σ. 249 καί 1876, σ. 288). 

ΑΙ περιφέρειαι μέ κέντρον Ο καί άκτϊνας α + β καί α — β 
ώνομάσθηόαν όπό τοΟ Βαείκΐειι χόχλοι τον ΟΗαίίεί. 

2080β. ΠρύβΙημα. Νά δρισθοϋν οΐ άξονες έλλείψεως έκ δύο συ¬ 
ζυγών ήμιδιαμέτρων καί τής γω¬ 
νίας αυτών. (Κατασκευτή τοΟ .-V. 
λΙαπηΙΐΒΪπ), Ν. .4. άέ ΜαίΙι., 1904» 
σ. 5). 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λε- 
λυμένον καί ϊστωσαν ΟΓ, ΟΕ 
δύο έπ’ εύθείας άκτϊνες τΟν όμο- 
κέντρων περιφερειών (Ο,καί 
(Ο, α). ΑΙ εύθεϊαι ΓΔ, ΕΔ* πα¬ 
ράλληλοι πρός τούς άξο’Όζ Βής 
καμπύλης, τέμνονται εις έν οι?· 
μεϊον Δ αύτής. 

Έστω Ε' τό άκρον τής διαμέ¬ 
τρου ΟΕ' (τής έξωτερικής περι¬ 
φέρειας) τής καθέτου έπί τήν ΟΕ· 
τό δΓ όμοιας κατασκευής λάμ- 
βανόμενον σημεϊον Δ' άνήκει καί 
αύτό εις τήν καμπύλην καί είναι 
ΟΔ ήμιδιαμέτρου αύτής. Επειδή· 



πέρας τής συζυγούς πρός τήν 
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δέ τά τρίγωνα ΓΔΕ, Γ'ΔΈ' είναι προφανώς Ισα θά είναι ΔΕ=Γ'Δ', 
καί ΓΔ = Ε'Δ’. · 

"Ας στρέψωμεν τώρα τό τρίγωνον Ε'ΔΌ περί τήν κορυφήν του 
Ο κατά μίαν όρθήν γωνίαν. Ή νέα του θέσις θά είναι ή ΟΘΕ 
καί τό σχήμα ΘΕΔΓ όρθογώνιον παραλληλόγραμμον. 

Έκ τούτων Επεται ή άκόλουθος κατασκευή τών άξόνων, θέσει 
καί μεγέθει, τής έλλείψεως : 

“Εστωοαν ΟΔ, ΟΔ’ αί δέσεις τών δοδεισών συζυγών ήμιδιαμέτρων. 
Έπι τής χαδέτου Οθ έπι την ΟΔ' λαμβάνομεν τμήμα Οθ ίσον προς ΟΔ' 
καί επί τής διαμέσου ΟΙ τοΟ τριγώνου ΟΘΔ λαμβάνομεν τμήματα ΙΕ, ΙΓ 
ίσα πρός ΙΔ. Οί ήμιάξονες τής έλλείψεως έχουν μήκη ίσα προς ιό ΟΕ καί 
ΟΓ, ή δέ εΰδεΐα ΓΔ είναι παράλληλος πρός τόν μέγα άξονα αυτής. 

Προεκτείνοντες τήν ΕΔ μέχρι του σημείου Ε, έπί τής περιφέ¬ 
ρειας (Ο, α) κλπ.. εύρίσκομεν ότι ή Δθ, είναι Υση πρός τό ήμιά- 
θροισμα τών άξόνων, ώς ή Δθ = ΓΕ ίση πρός τήν ήμιδιαφοράν 
αύτών. 


2080 γ. Σημείωσες. 1) Ό ύπολογισμός τών άξόνων (έπμ. § 2188) 
εΤναι πολλάκις άναγκαϊος, ώς είς προβλήματα έφηρμοσμένης Μη¬ 
χανικής. είς τήν γεφυροποιίαν κλπ. 

Ό γεωμετρικός προσδιορισμός τών άξόνων, μολονότι πρόβλημα 
πολύ ένδιαφέρον, είναι έν τούτοις όλιγώτερον χρήσιμος είς τάς 
πρακτικός έφαρμογάς. Καί τοΰτο, έπειδή δυνάμεθα νά προσδιορί- 
οωμεν όσαδήποτε σημεία τής έλλείψεως έκ τής θέσει γνώσεως 
δύο συζυγών διαμέτρων αύτής, ΐΐτε αδται είναι οί άξονες τής 
έλλείψεως εϊτε δχι. 

2) Ό προσδιορισμός τών άξόνων έκ δύο συζυγών διαμέτρων 
καί τής γωνίας αύτών ήσκησε τήν έφευρετικότητα πολλών έρευνη- 
τών. Είς τάς Εχ. άε Οέοτη. ΏεβοήρΙίνε (3η έκδ., η“ 553) ήμών, πα- 
ραθέτομεν τήν ώραίαν λύσιν τοΟ προβλήματος τοΟ Λ. ^Πίεπ 
(ίν. Α., 1875, σ. 324 καί 359), ΣημειοΟμεν έπίσης καί μίαν πολύ 
ένδιαφέρουσαν κατασκευήν τοΟ Μεηηΐιείπι (Ν. Α., 1889, σ. 329), 
καθώς καί τήν λύσιν τοΟ δοιποίί είς Ν. Α., 1860, σ. 122. 


Θεώρημα 872 

2081. Ή εύθεϊα ή συνδέουσα τό 
σημεΐον τομής δύο έφαπτομένων έλλεί¬ 
ψεως μετά τοΰ μέσου τής χορδής έπα- 
ψών διέρχεται διά τοΰ κέντρου τής 
καμπύλης. 

Ή πρότασις είναι φανερά έκ προ¬ 
βολής τοΰ άντιστοίχου σχήματος είς 
τό έπίπεδον τοΟ πρωτ. κύκλου. 


ρ> 



Παρατήρησες. Ή άνωτέρω εύθεΐα 

μετά τής χορδής τών έπαφών όρίζουν τάς διευθύνσεις ένδς ζεύ¬ 
γους συζυγών διαμέτρων τής έλλείψεως. 


θεώρημα 873 

2082. Δυνάμεθα νά κατασκευάαωμεν ελλειψιν, σημεΐον πρός ση- 
μεΐον, έκ τής γνώσεως δύο συζυγών διαμέτρων αύτής καί τής γωνίας 
αύτών. 

Τέσσαρα σημεία τής καμπύλης είναι άμέσως γνωστά διά τών 
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I» ν δοθεισώ '' διαμέτρων ή σημείων έποψής τού είς τήν 6λ- 
Ργε \ Ρ 2 μμένου παραλληλογράμμου ΓΔ. Τέσσαρα άλλα 

Α^Μρ 4ν χ νταΐ ι? 1<5 'Λ τ<2 ’ ν το ^ Λν Τβν ζευγών εύθειών, ώς αΐ ΓΜΑ καί 
Α ΜΡ, όπου Ε τό μέσον τής ΓΒ κ.ο.κ. ^ Κα * 

Αρκεί νά άτιοδείζωμεν, «τι είς τό έπίπεδον του πρωτ. κύκλου 


Ύ 



αΐ άντιστοιχοι εύθεϊαι γα καί α'ε τέμνονται είς σημεϊον μ τοΟ κύ¬ 
κλου τούτου. Πράγματι. έπειδή γε = -1 β γ , χ6 όρθθ γώνια τρί¬ 
γωνα α'εγ, σα'γ είναι δμοια, άψοΰ γε = -1γβ = _1 γα', α'γ=—αα'. 

θεώρημα 874 

2083. Ή προβολή έλλείψεως έπί τυχόν Ιπίπεδον είναι έλλειψις. 

ληλ^ράμμΜ^ΑΒ /^Β^Ί^ίί^ΓΓ^Δ ^καΐ* ,Ι 6ιά ΡΪ τ^^| ϊ1 |.^|^ 1 ^^)^ 11 ^^ 

126. 2! η μ. μ ε τ. Κατά τήν έννοιαν τής Προβολικής Γεωμετρίας. 
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ύποδειχθεισών είς τήν προηγουμένην παράγραφον. Κατά τήν προ¬ 
βολήν, τά παραλληλόγραμμα ταΟτα προβάλλονται κατά παραλ¬ 
ληλόγραμμα* όμοίως, τά σημεία Μ της έλλείψεως προβάλλον¬ 
ται κατά σημεία όμοίως όριζόμενα, δηλ. ώς τομαί τΟν άντιστοί- 
χων πρός τάς ΑΓ καί ΑΈ ευθειών κλπ. 

θιώρημα 876 

2084. Τό γινόμενον των Εστιακών άποστάσεων από τυχούαης Εφα¬ 
πτομένης έλλείψεως είναι στα¬ 
θερόν. 

Τά σημεία Μ, Μ', προβο- 
λαΐ έπΐ τής Εφαπτομένης τών 
Εστιών, κεϊνται έπΐ τοό πρω¬ 
τεύοντος κύκλου (Ο., η° 626). 

Έάν προεκτείνωμεν τήν ΜΈ' 
μέχρι τοΟ σημείου Ν έπΐ τής 
περιφερείας,παρατηροΰμεν δτι, 
έπειδή ΟΕ = ΟΕ' καί αΐ ΕΜ, 

Ε'Μ' είναι παράλληλοι, θά 
Εχωμεν ΜΕ=ΝΕ'. “Αφ' Ετέ¬ 
ρου είναι 

ΝΕ'. Ε'Μ'= ΑΈ'. ΕΆ. 

Επομένως 

ΕΜ . Ε'Μ'= (α — γ) (α -(- γ) = α* — γ* = β». 

ΙΙαοαιι'ιρηαις. Τό άθροισμα τών Εστιακών άποστάσεων άπό έφα¬ 
πτομένης τής έλλείψεως μεταβάλλεται μεταξύ τών όρίων 2 α (δι’ 
έφάπτομένην παράλληλον πρός τόν μικρόν άξονα) καί 2β (διά 
παρά>ληλον πρός τόν μέγαν άξονα). 



θιώρημα 876 

2086. ΕΙς πάσαν έλλειψιν, ή 
περιφέρεια μέ διάμετρον Εστια¬ 
κήν ακτίνα έφάπτεται τοΟ πρω¬ 
τεύοντος κύκλου. (.V. Α., 1Θ45, 
σ. 354). 

Τό θεώρημα τοΟτο άπεδεί- 
χθη ήδη (§ 1469). 

"Εστω ΕΜ τυχοΟσα Εστιακή 
άκτίς, Ρ καί Ρ’ αί προβολαί 
τών Εστιών Επί τήν έφαπτομέ- 
νην τής έλλείψεως είς τό Μ 
καί Ε„ Ε,' αί τομαί τών προ- 
βαλλουοών καί τών Εστιακών 
άκιίνων ΕΜ, Ε'Μ. Γνωρίζο- 
μεν δτι τό σημεϊον Ε, είναι 
συμμετρικόν τοΟ Ε πρός τήν 
έφάπτομένην καί δτι ό πούς Ρ 
κεΐται Επί του πρωτεύοντος 
κύκλου (Ο., η°* 624. 626). 



ΐΛυυ 11 

’Αφ’ Ετέρου, ή ΟΡ είναι παράλληλος πρός τήν ΕΈ, καί ίση 
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πρός τό ήμισυ αύτής. Είναι έπομένως τό σημεΐον Γ μέσον τής 
ΕΜ καί ΓΡ = ΓΕ, άφοΰ τό τρίγωνον ΕΜΡ είναι όρθογώνιον. 

Ήτοι, ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΜΕ έφάπτεται εις Ρ του 
πρωτεύοντος τής έλλείψεως κύκλου. Όμοίως καί διά τήν περιφέ¬ 
ρειαν μέ διάμετρον Ε'Μ. 

θεώρημα 876—1 

2086. Εις τήν υπερβολήν, ή περιφέρεια μέ διάμετρον τυχοϋααν 
έοτιαχήν αχτίνα έφάπτεται τοΰ πρωτεύοντος τής καμπύλης κύκλου. 

θεώρημα 876—11 

2087. ΕΙς τήν παραβολήν, ή περιφέρεια μέ διάμετρον τυχοϋααν 
εστιακήν ακτίνα εφάπτεται τής έφαπτομένης εις τήν κορυφήν. 

θεώρημα 876—III 

2088. ΕΙς τήν Ιλλειψιν, ή περιφέρεια τού πρωτεύοντος κύκλου είναι 
Ιση πρός τό άθροισμα των έπί τών εστιακών αχτίνων σημείου Μ αυτής 
γραφόμενων περιφερειών. ΕΙς τήν ύπερβολήν, ή αυτή περιφέρεια είναι 
Ιση πρός τήν διαφοράν τών Ιδίων περιφερειών. 


θεώρημα 877 


2089. "Εστιασαν ΜΤ, ΜΤ' δύο έφαπτόμεναι έλλείψεως έκ σημείου 
Μ. Έάν ληφθοΰν έπ’ αυτών μήκη ΜΟ, ΜΟ', άντιστοίχως ίσα πρός 
τάς έστιακάς αποστάσεις ΜΕ, ΜΕ', ή ευθεία ΟΟ' θά είναι ίση πρός 
τόν μέγαν άξονα 2 α τής έλλείψεως. 


"Εστω ΜΟ = ΜΕ, 


ΜΟ'= ΜΕ’. Θά δείξωμεν 6τι ΟΟ' = 2 α. 
Προεκτείνομεν τήν εύθεΐαν ΕΤ' μέχρι 
τοΰ διευθύνοντος κύκλου μέ κέντρον 
τήν έστίαν Ε, δηλ. λαμβάνομεν έπ’ 
αύτής μήκος ΕΕ,' —2 α. Τά τρίγωνα 
ΜΤ’Ε,', ΜΤΈ' είναι Τσα, έπειδή τά 
Ε’ καί Ε,' είναι συμμετρικά άλλή- 
λων πρός τήν έφαπτομένην ΜΤ.Επο¬ 
μένως, Ε,'ΜΟ'— Ο'ΜΕ', ΜΕ,'— ΜΕ' 

καί όμοίως Ε,ΜΟ=ΟΜΕ, ΜΕ,=ΜΕ. 

Τά δύο τρίγωνα Ε,'ΜΕ καί Ε'ΜΕ, 
είναι ίσα, ώς έχοντα καί τάς τρεις 
αύτών πλευρά; Τσας — βλ. θεώρημα 
τοΰ ΡοηαΙοΙ (Ο., η· 633) — αί δέ ΜΕ' καί ΜΕ διχοτόμοι τών γω¬ 
νιών ΤΕ'Τ' καί ΤΈΤ άντιστοίχως· είναι άρα καί αί τέσσαρες γω- 
νίαι Ε,'ΜΤ', Τ'ΜΕ', ΕΜΤ, ΤΜΕ, Τσάι. 

Κατά συνέπειαν, γων. Ο'ΜΟ = Ε,'ΜΕ καί τά τρίγωνα Ε,'ΜΕ, 
Ο'ΜΟ είναι Τσα, ώς Ιχοντα μίαν γωνίαν Τσην περιεχομένην με¬ 
ταξύ Ισων πλευρών. "Ωστε 00'=ΕΕ' = 2α. 



Σημεΐααις. Τό θεώρημα είναι τοΰ \ν. ΚοδβΓίχ, Ν. Α., 1848, σ. 68. 
Τό θεώρημα ισχύει καί δι’ ύπερβολήν· άλλ’ δταν τά σημεία 
έπαφής κεΐνται έπί τοΟ αύτοΟ κλάδου, £ν έκ τών μηκών ΜΟ ή 
ΜΟ' θά πρέπει νά ληφθή άντίρροπον τοϋ'ΜΤ ή ΜΤ'. (Οετοηο, 
αότ, σ. 69). ’ I 
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θεώρημα 878 


2090. Έστω ΑΕΒ εστιακή χορδή έλλείψεως καί 
μής τών καθέτων τής καμπύλης εϊς τά -, 

Α καί Β. Δείξατε ότι ή έκ τοΰ Γ πα¬ 
ράλληλος πρός τον μέγαν άξονα διέρ¬ 
χεται διά τοΰ μέσου Δ τής ΑΒ. 

Θά δείξωμεν δτι ΔΑ = ΔΒ. 

Τά όμοια τρίγωνα ΑΔΓ, ΑΕΘ, 
ώς καί τά έπίσης δμοια ΒΔΓ, ΒΕ,Ε 
δίδουν τάς σχέσεις : 

ΑΔ ΑΕ . ΑΕ 

ΔΓ = Έθ-’ αδ = δγ ·εθ’ 


Γ τό σημεΐον το’ 



Σ*. 1302. 


ΒΔ ΒΕ ΟΑ Λ [— ΒΕ 

δΓ = Έε7· βδ = δγ ·ΈεΓ 

Αρκεί νά δειχθή δτι οΐ λόγοι καί - Β ^ - είναι ίσοι Ιίαρα- 

τηροΟμεν πρός τούτο, 6τι αΐ άχθεϊσαι κάθετοι είναι διχοτόμοι τών 
γωνιών εϊς τά Α καί Β τοΰ τριγώνου ΑΕ'Β - έπομένως : 


καί 


ΑΕ' _ ΑΕ _ Α_Ε'_-(-_ΑΕ_ _ 2α _ α 
Ε'θ Εθ — ΕΘ + ΕΘ ~ 2γ γ 


Ε'Β _ ΒΕ _ 23Ε 4- ΒΕΙ _ _α 
ΕΈ, — ΕΕ, “ ΕΕ' _ γ 


Άρα ,. . 


Σημείωοις. Τό θεώρημα εύρίσκεται εϊς Ν. Α., 1860, σ. 44, η® 502 
καί άποδεικνόεται εις τήν σελ. 88. Έκ τούτου έπεται τό έξης 
πόρισμα : 

Έάν τοποθετήσωμεν Ελλειψιν έπί κατακορύφου έπιπέδου καί 
μέ τόν μέγαν αύτής άξονα κατακόρυφον, ράβδος ΑΒ όμογενής 
καί τής όποιας τά άκρα δύνανται νά διολισθαίνουν (άνευ τρι¬ 
βών), έπί τής περιμέτρου τής έλλείψεως ισορροπεί έάν διέρχεται 
διά τής έστίας. 

Ή συνθήκη αϋτη είναι άναγκαΐα διά τήν ισορροπίαν, έκτός 
τής περιπτώσεως καθ’ Ην ή ράβδος είναι έν όριζοντία θέσει. (Ν.Α., 
1858. σ. 195). 


θεώρημα 879 

2091. ΕΙς πάσαν ελλειψιν, ή κάθετος 
*1ς σημεΐον Μ αύτής διαιρείται ύπό τών 
αξόνων εις δύο τμήματα ΜΑ, ΜΝ, τι7>ν 
όποιων τό γινό.μενον (σοΰται πρός τό τε¬ 
τράγωνον τής συζυγούς πρός τήν ΟΜ ήμι- 
διαμέτρου. 

Φέρομεν τήν έφαπτομένην ΔΜΕ καί 
τήν ΟΚ παράλληλον πρός αύτήν καί 
συζυγή τής ήμιδιαμέτρου ΟΜ. Θά πρέ¬ 
πει νά δείξωμεν δτι 



Ιϊ.ΙΙΛΪ. 


ΜΝ . ΜΛ = ΟΚ·. 
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Έκ τών όρθογωνίων καί όμοιων τριγώνων ΔΜΛ, ΜΝΕ, λαμ- 
βάνομεν τήν σχέσιν : 

ΔΜ _ ΜΝ 
ΜΛ ~ ΜΕ ’ 

έζ ής ΜΝ . ΜΛ= ΜΔ .ΜΕ= ΟΚ· = α'» (§ 2078). 

Σημειακής. ΟΙ πρώτοι τόμοι τών ΝοηυβΙΙβ» ΑηηαΙβ» άβ ΜαίΗέ- 
τηαΐίηχιε» περιέχουν μέγαν άριθμόν στοιχειδών θεμάτων σχετικών 
πρός τάς κωνικός τομάς. Βλ. λ. χ. τόμ. VI, 1847, σ. 230, 231, 232 κ.έ. 

θεώρημα 879—I 

2002. Τό γινόμενον τών τμημάτων, τών δριζομένων έπί καθέτου 
ΜΝ έλλεί-ψεως υπό ένός άξονος καί ύπό τής συζυγοΰς διαμέτρου τής 
ΟΜ, Ισοϋται πρός τό τετράγωνον τοΰ έτέρου ήμιάξονος. 

Πρέπει νά δείξωμεν ότι 

ΜΡ.ΜΛ = α* καί ΜΡ.ΜΝ = β». 

Εϋρομεν προηγουμένως ότι: 

ΜΝ.ΜΛ = ΟΚ·, 

ή ΜΝ . ΜΛ . ΜΡ’ = ΟΚ*. ΜΡ’. 

Αλλά είς τήν τελευταίαν ταύτην Ισότητα, ΟΚ . ΜΡ είναι τό 
— τής έπιφανεΐας τοΟ είς τήν Ελλειψιν περιγεγραμμένου, παραλλη¬ 
λογράμμου, δηλ. Ισον πρός αβ (§ 2072). 

Επομένως : 

ΜΝ.ΜΡχΜΛ ,ΜΡ = α·β·. (1) 

Άφ’ έτέρου, Βχομεν 

α ·» 4 - ΜΡ 1 = ΜΝ.ΜΛ + ΜΡ*= (ΜΡ - ΝΡ) ΜΛ + (ΜΝ + ΝΡ) ΜΡ = 
= ΜΡ.ΜΛ — ΝΡ . ΜΛ + ΜΡ. ΜΝ + ΜΡ.ΝΡ ■= 

= ΜΡ . ΜΛ + ΜΡ . ΜΝ — ΝΡ (ΜΡ + ΡΛ) + ΜΡ . ΝΡ = 

= ΜΡ. ΜΛ ΜΡ . ΜΝ — ΝΡ . ΡΛ. 

Έκ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΝΟΛ καί τής καθέτου ΟΡ έπί 
τήν υποτείνουσαν αύτοΟ λαμβάνομεν ΝΡ.ΡΛ = ΟΡ*. Επομένως 

α'» + ΜΡ’ = ΜΡ.ΜΛ + ΜΡ.ΜΝ-ΟΡ’, 

ή 

ΜΡ.ΜΛ + ΜΡ.ΜΝ = α'» + ΜΡ* + ΟΡ’ = α'» + β'·.= α» + β*. (2) 
Διά συγκρίοεως τών σχέσεων (1) καί (2) ίπεται άμέσως ότι 

ΜΡ.ΜΛ = α’ καί ΜΡ.ΜΝ = β». (3) 

ΜΝ 

Παρατήρησις. 'Ο λόγος είναι σταθερός, ώς προκύπτει έκ 

διαιρέσεως κατά μέλη τών σχέσεων (3): 

ΜΝ β· 

ΜΛ — α’ ’ 
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Θεώρημα τοΰ Ραρέε 879—II 


2092 α. Εις τήν τυχοΰσαν κωνικήν τομήν, ή προβολή τοΰ τμήματος 
τής καθέτου είς ιό τυχόν σημεϊον Μ αυτής, άπό τοΰ σημείου Μ μέχρι 
τοΰ σημείου τομής μετά τοΰ έστιακοΰ άξονος τής καμπύλης, είναι στα- 

. 3» 

θερά καί Ιση πρός τήν παράμετρον τής κωνικής τομής. 


1) Εΐνσι μία Λπλή έφαρμογή τοΰ Θεωρήματος τής § 1155 α: 


ΑΡ 


2 τ (τ — α) 

- β + ν 


σταθ. 


2) Βλέπε τήν άπόδειξιν τοΰ Ι.ειηοϊηε (/. Μ. Ε., 1884, σ. 100), 
ήτις είναι άπλουστάτη καί άπαιτεϊ γνώσεις τοΟ III μόνου Βιβλίου. 

3) Ή άπόδειξις τοΟ ΡοΓηβ)· (/. Μ. Ε., 1889, σ. 257, όπου καί τό 
Ιστορικόν τοΟ ζητήματος) είναι πολύ κομψή καί πολύ φυσική. 


Θεώρημα 880 

2093. Ε(ς πάσαν έλλειψιν, τό τετράγωνον τής άποστάσεως τοΰ κέν¬ 
τρου άπό έφαπιομένης αυτής, ήλατ- 
τωθέν κατά τό τετράγωνον τής άπο· 
στάσεως τοΰ Ιδιου σημείου άπό 
εστιακής χορδής παραλλήλου πρός 
τήν έφαπτομένην, είναι ίσον πρός 
τό τετράγωνον τοΰ μικρού ήμιάξονος. 

Θά πρέπει νά δείξωμεν δτι 
ΟΜ* - ΟΝ 3 = β 3 . 



ΑΙ προβολαΐ Ρ, Ρ' τΟν έστιών 
έπΐ τής έφαπτομένης κεϊνται έπΐ 
τοΟ πρωτεύοντος κύκλου τής έλ- 
λείψεως. Επειδή δέ 

Ε'Ρ' = ΕΠ 
καί 

ΕΡ . ΕΠ = Ε Α . ΕΑ' = (α — γ) (α + γ) = β 3 , 
ίπεται ΕΡ . Ε'Ρ’= β 3 . (§ 2084) 

Άλλ’ είναι έκ τοΟ σχήματος: 

Ε’Ρ'= ΟΜ + ΟΝ, ΕΡ = ΟΜ — ΟΝ· 

έπομένως: 

β 3 = ΕΡ . Ε'Ρ' = ΟΜ* — ΟΝ». 


Θεώρημα 880—1 

2094. Ό τόπος τών κορυφών τών περιγεγραμμένων είς έλλειψιν 
ορθογωνίων είναι περιφέρεια όμόκεντρος αυτής (σχ. 1304). 

Έστω Μ’Σ έφαπτόμένη κάθετος έπΐ τήν ΜΣ. Έκ τοΟ προη¬ 
γουμένου θεωρήματος ίχομεν: 

ΟΜ 3 —ΟΝ 3 = β 3 , ΟΜ' 3 — ΟΝ'* = β 3 
καί ΟΜ 3 + ΟΜ’ 3 = ΟΝ» + ΟΝ’ 3 +2β». 
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Άλλ* είναι ΟΜ» + ΟΜ'» = ΟΣ», ΟΝ» + ΟΝ'» = ΟΕ» = γ». 

Επομένως ΟΣ* = 2 β* -}- Υ 1 = α* -(~ β’ = σταθ. 

Είναι δηλ. ό τόπος τών κορυφών Σ περιφέρεια μέ κέντρον Ο 
καί άκτϊνα | α* 4- β». 

2094 α. Σημιίωαις. Ό τόπος οΰτος τών κορυφών τών περιγεγραμ- 
μένων ε(ς κωνικήν τομήν όρθών γωνιών εΐναι ό Αρ&οπιικός κύκλος ή 
κύκλος ιοΰ Μοηςε. Διό τήν υπερβολήν, ή άκτίς τοΟ κύκλου τούτου 
εΐναι ίση πρός ^ α· — β». Διά τήν παραβολήν ή περιφέρεια αΰτη 
άποβαίνει ή διευθετούσα αύτής (§ 2134). 

Διά τήν ύπερβολήν, ή περιφέρεια αϋτη δύναται νά είναι πραγ¬ 
ματική, περιωρισμένη ε(ς τό κέντρον της, ή καί φανταστική. 
(/. ά. Μ., 1905, σ. 198). 


θιώρημα 881 

2095. Έστω Μ τυχόν σημεΐον έλλείψεως καί χ ή άπόστασις τοΰ 
ποδός Ρ από τοΰ κέντρου τής έχ τοΰ Μ καθέ¬ 
του έπί τόν έστιαχόν άξονα. ΑΙ έοτιαχαΐ αχτί¬ 
νες ΕΜ, Ε'Μ έχουν διά μήκη 



καί 


ΕΜ = α — 
Ε'Μ = α + 


V* 

α 

γχ 


Έστωσαν υ, υ' αΐ έστιακαί άκτϊνες 
γνωρίζομεν δτι 

ΟΕ = ΟΕ' = γ, υ'* —υ*= ΡΕ'· —ΡΕ» 

ή υ'» - υ» = (ΡΕ' + ΡΕ) (ΡΕ' — ΡΕ) = 2 γ . 2 χ-.. 

Άλλ’ εΐναι 

4 γχ = υ’» — υ’ = (υ’ + υ) (υ' — υ) = 2α (υ' — υ) 

2 γχ 

1 α 

Έκ τής σχέσεως ταύτης καί τής υ·+υ' = 2α, λαμβάνομεν 
άμέσως 


. 1 ΥΧ 

υ = α 4-—— 

1 α 

(η 

γχ 

υ = α- - - 

α 

(2) 


θεώρημα 882 

2098. ΑΙ ε(ς τά άκρα έστιαχής χορδής έλλείψεως έφαπτόμεναι 
αύτής τέμνονται έπί τής Αντιστοίχου δαυθετούσης. 

θεωρήσωμεν τόν πρωτεύοντα κύκλον. Είς τήν έστιακήν χορδήν 
ΜΕΝ, Αντιστοιχεί είς αύτόν ή χορδή Μ'ΕΝ'· γνωρίζομεν δέ δτι ό 
τόπος τών σημείων Λ' τομής τών ίφαπτομένων είς τά άκρα χορ- 
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δών περιφέρειας διερχομένων διά σταθερού σημείου Ε εΐ 
θεία Λ'Δ—ή πολική τοΟ Ε πρός τήν περιφέρεια (Ο., η° 802 
Επειδή ή εύθεϊα αυτή είναι 
κάθετος έπί τήν ΟΕ, μένει ή ιδία 
κατά τήν προβολήν είς Ιλλειψιν 
του πρωτεύοντος κύκλου. Άρα 
αυτή είναι καί ό τόπος τών το¬ 
μών Λ τών είς τά Μ καί Ν έφα- 
πτομένων τής έλλείψεως. 

Καί έπειδή, προσέτι, έκ τοϋ 
όρθογωνίου τριγώνου ΟΓΔ είναι 

ΟΓ’ α» 

ΟΕ γ 

Επεται δτι ή εύθεϊα ΔΛΑ' είναι 
ή διευθετούσα πρός τήν έστίαν Ε 
τής έλλείψεως (Γ.., 846). 

θεώρημα 882— 1 


ναι ευ- 
. 2 “). 



2098 α. 1) Τό άθροισμα τών αντιστρόφων των τμημάτων εστιακής 
χορδής, τών όριζομένων επ’ αυτής Οπό τής εστίας, είναι σταθερά 
ποσότης. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 287, Παρατήρησις). 

2) Τό άθροισμα τών αντιστρόφων δύο εστιακών καί ορθογωνίων 
χορδών είναι σταθερά ποσότης. 

0) Τό άθροισμα δύο εστιακών χορδών έλλείψεως, παραλλήλων πρός 
δύο συζυγείς διαμέτρους αύτής, είναι σταθερά ποσότης. 

(/. Μ. Ε., του ΥιιίδβΓί, 1888, σ. 149, π° 2113). 


θεώρημα 882—11 

2096β. Έστω Ε μία τών εστιών έλλείψεως εγγεγραμμένης είς πα¬ 
ραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ. Αί περιγεγραμμέναι περιφέρειαι εις τά τρί¬ 
γωνα ΕΑΒ, ΕΒΓ, ΕΓΔ καί ΕΔΑ είναι ΐσαι (δΙεϊηβΓ). 

Πόρισμα. Τά κέντρα των εύρίσκονται έπί περιφέρειας ίσης πρός 
τάς προηγουμένας καί έχούσης κέντρον τήν έστίαν Ε. (Λ 7 . Μ·, 

1878, σ. 123, ζτμ. 329, ΜειιΙζηετ. Άπόδειζις ύπό )αιιιεΐ). 

θεώρημα τον €Ηα*Ια 883 

2097. Ό τόπος τών κορυφών τών ορθών γωνιών, τών οποίων αί 
πλευραί έφάπτονται δύο όμοεστίς· ·· ελλείψεων άντιστοίχως, είναι περι¬ 
φέρεια ομόκεντρος τών ελλείψεων .V. Α., 1849, σ. 214). 

Επειδή αί έλλείψεις αύται είναι όμοέστιαι, ή έστιακή άπόστσ- 
σις Θά είναι ή αύτή καί διά τάς δύο καμπύλος : 

Υ 2 ; : α 5 — β’ = α'» - β'». 

Έστωσαν Μ, Μ' τά άντίστοιχα σημεία έπαφής· Θά Εχωμεν: 

ΟΜ»-·ΟΝ» = β 2 , ΟΜ'* — ΟΝ' 2 = β'· (§ 2093) 
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καί Ο Μ* + ΟΜ'* = ΟΣ> = β· + Ρ’ + ΟΝ* + ΟΝ'*. 

Άλλ’ είναι ΟΝ»+ΟΝ'* = ΟΕ* = γ*. 

"Αρα ΟΣ* = β* + Ρ' 1 + Υ*· ττοσότης σταθερά. 



»:* ί+η 


Παρατήρησις. Επίσης : ΟΣ* = α* 4" β'* = α'* Ρ’. 

Θεώρημα τον ΜαεΙαντΐη 883— I 

2098. Δίδονται δύο ό;'.οιάθετοι χαΐ ομόκεντροι ελλείψεις. ΕΙς τήν 
κορυφήν Α τής μιχροτέρας φέρομεν έφαπτομένην 
ΜΑΝ, τέμνουσαν τήν μεγαλυτέραν είς Μ καί Ν, 
καί έκ τού σημείου Μ θεωροΰμεν δύο τυχούσας 
χορδάς ΜΡ, ΜΠ τής τελευταίας έλλείψεως ίσον 
κεκλιμένος πρός τήν ΜΑΝ. 

Δείξατε δτι, έάν έχ τοϋ σημείου Α τής ίσιο- 
τεριχής έλλείψεως φέρωμεν δύο χορδάς αυτής 
ΑΒ, ΑΓ παραλλήλους πρός τάς άχθείσας είς τήν 
εξωτερικήν έλλειψιν, τό άθροισμα τών χορδών 
τούτων είναι τό αυτό πρός τό άθροισμα τών δύο 
πρώτων χορδών. (ΜαοΙανηη, Τταϋέ άβ$ ( Ιιιχίοηβ, 
π» 648, σ. 119). 

Διά τοΟ .σημείου Ν φέρομεν τήν ΝΣ πα- 
Σ *· 130Β ράλληλον πρός τήν ΜΡ. Θά Εχωμεν ΝΣ=ΜΠ. 

Επειδή αί δύο Ελλείψεις είναι όμόκεν- 
τροι καί όμοιόθετοι, τά μέσα Ε, Ζ, θ τών παραλλήλων χορδών 
ΜΡ, ΑΒ χαϊ ΝΣ άνήκουν είς τήν αύτήν διάμετρον (§ 2070). Είς 
τό τραπέζιου, άφ’ έτέρου, ΕΜΝΘ, ή ΑΖ είναι ή μέση βάσις αίι- 
τοΟ. Επομένως 

ΜΕ 4- Νθ = 2 . ΑΖ 
ΜΡ 4~ ΝΣ 5= 2 ΑΒ, 
ή καί ΜΡ 4- ΜΠ = 2 ΑΒ = ΑΒ + ΑΓ. 
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Παρατήρησα. Ή έκφώνησις καί ή άπόδειζις του Μβςίαυηη 
(η° 625 τοΟ Τταϋέ άεε βηχχοηε αύτοΟ, τόμ. Π, σ. 103), άντιστοι- 
γοΟν βίς τήν έ'πομένην άσκησιν, την όποιαν δυνάμεθα νά άποδεί- 
ξωμεν άπ' εύθεΐας : 


θεώρημα 883—11 


209Θ. Είς περιφέρειαν είναι έγγεγραμμένον τρίγωνον Ισοσκελές. 
Έχ τυχόντος σημείου τής περιφερείας φέρομεν χορβάς παραλλήλους 
πρός τάς ϊσας πλευράς χαΐ πρός τήν διάμετρον—διχοτόμον τοϋ τριγώ¬ 
νου τούτου. 

Δείξατε ότι τό άθροισμα τφν προβολών των Ισων πλευρών τοΟ τρι¬ 
γώνου έπΐ τήν διάμετρον έχει λόγον πρός τήν διάμετρον ταύτην, όν λό¬ 
γον έχει καί τό άθροισμα των προβολών τών παραλλήλων πρός τάς 
Ιάας πλευράς χορδών έπί τήν διχοτόμον τής γωνίας των πρός τήν χορ¬ 
δήν—διχοτόμον τής γωνίας ταυτης ( 1 *’). 


2100. Σημείωαις. Ό Μεείευτΐη γενικεύει τήν πρότασιν ταύτην 
διά τήν έλλειψιν, καθ’ ήν προβάλλεται ή περιφέρεια έπί έπίπεδον 
διερχόμενον διά τής διαμέτρου - διχοτόμου τοΟ ΙσοσκελοΟς τριγώ¬ 
νου (»»“), καί προβαίνει εΤτα είς τήν άπόδειζιν τοΟ θεωρήματος 
τής § 2098. 

'Η πρότασις αϋτη (§ 2098) έξήρκεσεν είς τόν Μαοίαιιτΐη βπως 
άποδείξη τήν άκόλουθον ένδιαφέρουσαν πρότασιν τής Μηχανικής : 

Μάζα ρευστή καί όμογενής στρεφόμενη περί άξονα καί χήΐ όποιας τά 


μόρια Ιλκονται προς άλληλα κατά τόν νόμον τοΰ Νεντωνος (’-*)■ 

Λαμβάνει σχήμα ΙλΛειψοειδοΰς Ικ περιστροφής. 

Δύο θεωρήματα σχετικά πρός τάς όμοεστίους έλλείψεις, ήσαν 
άρκετά δι' αύτόν όπως ύπολογίστ) τάς δλξεις έπί τών έξωτερικών 
σημείων τοΟ έλΛειψοειδοΰς. (Αρετοιι ΗϊεΙονϊαηε τοΟ Οόεείεε, σ 
167 καί 394). 


163, 


Θεώρημα τοΰ €αεηο( 884 

ΒΙΟΙ. Δίδονται ελλειψις χαΐ τρίγωνον ΑΒΓ, τοΰ οποίου αΐ πλευραί 


127. 2 η μ. μ ε τ. Ή άπόδειξ'.ς τής προτάσεως ταύτης — τμήμα τής 
όποιας φαίνεται ότι είναι αί τρείς πρώται γραμμαί τής σβλ. 1032 τοϋ 
γαλλικού κειμένου —είναι απλή· επειδή ανάγεται εις τήν σχέσιν (οχ. 813): 

Εθ συν α -(- ΕΗ συν α _ ΑΓ συν α ΑΔ συν α 

Ε/ Α Β 

<α ή γωνία τής § 121)1 α), 

δηλ. εις τήν δειχθείσαν έν § 1291: 

ΑΓ + ΑΔ ΕΘ + ΕΝ 
ΑΒ — ' ΕΖ ’ 

128. 2 η μ. μ ε τ. Ή έπέκτασις διά τήν έλλειψιν ταύτην είναι φανερά. 
Επειδή τό τρίγωνον ΕΘΉ' εις τήν προβολήν παραμένει ισοσκελές, αί 

χορδαϊ Α'Γ'. Α’Δ' τής έλλείψεως είναι ίσον πάλιν κεκλιμένοι πρός τάς 
Α'Β' καί Ε'Ζ' καί τών τελευταίων τούτων εύθειών τά μήκη άμετάβλητα. 
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ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ τέμνουν φτ υβομύλην εις τά σημεία Δ, Δ>Ε, Ε' καί Ζ, Ζ. 
Δείξατε τήν σχέσνν 

ΑΔ.ΛΔ' ΒΕ.ΒΕ' ΓΖ.ΓΖ' 

ΒΔ . ΒΔ' ’ ΓΕ . ΓΕ' ' ΑΖ.ΑΖ' “ 1 


Ή πρότασις είναι φανερά Διά τήν περιφέρειαν, άφοΟ έκαστον 
γινόμενον είς _τόν αριθμητήν εΤναι ίσον 
πρός έν τών γινομένων τοΟ παρονομα- 
στοΟ· λ. χ. 

ΑΔ . ΑΔ'^ ΑΖ . ΑΖ' κλπ. 

ΕΤναι έπομένως άληθής καί Βιά τήν 
έλλειψιν· έπειΒή έκαστος τών λόγων 

. - κλπ. Βιατηρεϊ τήν αύτήν τιμήν κατά 



τήν προβολήν τών (έπί τής αΟτής εύθείας κειμένων) άντιστοίχων 
τμημάτων. 

2102. Παρατήρησα. Τό ΰεώρημα τοΰ ΟανηοΙ ισχύει καί Βιά τά 
άλλα Βύο είδη κωνικών τομών καί άποδεικνύεται, άπλούστατα διά 
τής Αναλυτικής Γεωμετρίας. 

“Οπως διά τών θεωρημάτων τοΟ Λεύτωνος (§ 2103) καί τοΟ 
Ηαδοβΐ (§ 2120), ουτω καί Βιά τοΟ θεωρήματος τοΟ Ο&τηοί, δυνά- 
μεθα νά κατασκευάσωμεν έν έκτον σημεΐον κωνικής τομής, όταν 
μάς δίδονται πέντε άλλα σημεία αύτής. 

Πράγματι, έστω ταΟτα τά Δ, Δ', Ε, Ε’ καί Ζ. Φέρομεν τάς ευ¬ 
θείας ΔΔ', ΕΕ' καί τυχοΰσαν άλλην διά τοΰ Ζ· ή προηγουμένη 
σχέσις καθιστά γνωστήν τήν θέσιν τοΰ Ζ' καί μία δευτέρα εύθεϊα 
Βιά του Ζ δίδει έν άλλον σημεΐον Ζ'' τής κων. τομής κ.ο.κ. 

’Η πρότασις έξακολουθεϊ νά ίσχύη καί δταν δύο τών έξ ση- 
μείων συμπίπτουν είς έν (είς τό σημεΐον έπαφής τής άντιστοίχου 
έφαπτομένης). 

Θεώρημα τον Νεντωτος 885 


2103. Διά τυχόντος 



σημείου Μ έντός έλλείψεως φέρομεν δύο ιν 
χούσας χορδάς. Δείξατε ότι ό λόγος ιών 
γινομένων τών έφ’ έχάστης χορδής οριζό¬ 
μενων τμημάτων ύπό τοΰ σημείου Μ καί 
τής καμπύλης, είναι σταθερός διά παν άλλο 
σημεΐον Μ' εις τό έσωτεριχόν ομοίως τής έλ· 
λείψεως ευρισκόμενον καί έφ’ όοον ή διεύ- 
θυνσις τών δι’ αυτού χορδών είναι ή ιδία 
πρός έχείνην τών διά τοΰ Μ. 


θά πρέπει νά δείξωμεν 6τι 


σβ _ α’β' „ αβ 
γδ — γ'δ' η α'β' 


_γδ 

γ'δ' 


- = σταθ. 


λ. 


Ή πρότασις ισχύει διά τόν κύκλον, άφοΟ 


σβ_ _ _ α'β' 
γδ γ'δ' 

αβ _ γδ 
α'β’ γ'δ' ’ . 


(!) 
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Επειδή 6έ κατά τήν προβολήν είς Ιλλειψιν τής περιφέρειας, οί 
λόγοι παραλλήλων τμημάτων, ώς τών α, α' ή β, β' κλπ., διατη¬ 
ρούνται, είναι φανερά ή έπέκτασις τής Ισχύος τής προτάσεως καί 
είς τήν έλλειψιν. 

Διά τόν ύπολογισμόν τής σταθεράς 1ί, άρκεΐ νά φέρωμεν δύο 
διαμέτρους μ, ν τής έλλείψεως παραλλήλους πρός τάς διευθύνσεις 
τών χορδών, θά είναι τότε 

αβ α'β' __ μ 8 

γδ γ'δ' ν 2 

Παραιήρηυις. Τό Αιώρημα τοΰ λεντωνος άληθεύει καί διά τυχοΰ- 
σαν άλγεβρικήν καμπύλην. *Η ειδική περίπτωσις διά τάς κωνικάς 
τομάς άναφέρεται ύπό τοΰ "Απολλώνιου. (Ν.Α., 1844, ο. 510). 

Θεώρημα 886 

2104. ’Εάν μία περιφέρεια τέμνη Ιλλειψιν είς τέσααρα σημεία, αΐ 
διχοτόμοι των γωνιών τοΰ τετράπλευρου τών κοινών χορδών είναι πα¬ 
ράλληλοι πρός τούς άξονας. 

Διά τοΰ κέντρου Ο τής έλλείψεως φέρομεν παραλλήλους πρός 



τάς κοινάς χορδάς ΑΒΓ, ΑΒ'Γ'. Έκ τοΰ Αιωρήματος τον Νιντωνοο 
λαμβάνομεν: 


ή, άφοΰ 


ΑΒ.ΑΓ ΟΔ’ 
ΑΒ’. ΑΓ’ - ΟΕ* ’ 

ΑΒ.ΑΓ = ΑΒ'.ΑΓ', 


ΟΔ = ΟΕ. 


Είναι δηλ. Τσάι αΐ δύο ήμιδιάμετροι ΟΔ, ΟΕ, άρα καί Τσον 
κεκλιμένοι πρός τούς άξονας. Κατά συνέπειαν, ή διχοτόμος τής 
γωνίας Α είναι παράλληλος πρός ένα τών άξόνων. 

Ή διχοτόμος τής γωνίας τών ΒΒ' καί ΓΓ' είναι παράλληλος 
πρός τόν έτερον τών άξόνων. 


θεώρημα 886—1 

, 2104 α. *Εάν τά τέσσαρα κοινά σημεία δύο κωνικών τομών είναι όμο- 
κυκλιχά, οί άξονες τών χαμπύλων αυτών είναι παράλληλοι. 

Είναι άμεσος συνέπεια τοΟ προηγουμένου θεωρήματος. 
Γεωμετρία 70 
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2104β. ΤΙαρατήρηοα. Τό θεώρημα § 2104 α είναι γενίκευσις τοΰ 
Αντιστρόφου μιας προτάσεως τοΰ II Βιβλίου, σχετικής πρός έγ- 
γράψιμον τετράπλευρον (§ 674). 

θεώρημα 887 


2105. "Εάν ίχ τυχόντος σημείου Μ έλλείψεως φέρωμεν καθέτους 
έπί τάς πλευράς έγγεγραμμένου είς αυτήν τετράπλευρου, τό γινόμενον 
ιών καθέτων έπί δύο απέναντι πλευράς έχει λόγον πρός τό ίδιον γινό¬ 
μενον διά τάς δυο άλλας πλευράς αριθμόν σταθερόν, οίουδήποτε όνιιν- 
τοΰ σημείου Μ τής έλλείψεως. 

(Τό πρόβλημα αά αηαίιιον Ιίηεαί τοΰ Πάππου (§ 290 α)). 

ΜΕ . Μθ 

θά πρέπει νά δείξωμε'ν δτι ό λόγος ]ν\ζ' ΜΗ ε ^ ναι στα ® 6 ' 
ρός άριθμός. 

θεωρήσωμεν τήν περιφέρειαν τής όποιας προβολή είναι ή Μλ- 
λειψις καί ός μεταφέρωμεν τό έπίπεδον 
αύτής, παραλλήλως έαυτώ, έως θτου ή 
έλλειψις καί ή περιφέρεια άποκτήσωσιν 
κοινόν σημεΐον τό Μ. "Εστωσαν δέ ΜΕ’, 
Μθ' κλπ. αί έκ του Μ κάθετοι έπί τάς 
πλευράς τοΰ έγγεγραμμένου εις τήν περι¬ 
φέρειαν τετραπλεύρου Α'Β'Γ'Δ', οδτινος 
προβολή είναι τό ΑΒΓΔ. 

Διά τό τετράπλευρον Α'Β'Γ'Δ' θά Εχω- 
μεν (§ 1214) 

ΜΕ'.ΜΘ' = ΜΖ'.ΜΗ'. (1) 



Ή κάθετος ΜΕ δέν είναι, βεβαίως, έν γένει ή προβολή τής 
ΜΕ*. Επειδή όμως τό τρίγωνον ΜΕΕ' παραμένει πάντοτε δμοιον 
ΜΕ* 

ίαντφ ( ,!0 ), ό λόγος - - παραμένει σταθερός διά παν σημεΐον 

ΛΊ ιΐ · 

Μ τής έλλείψεως: 

ΜΕ' 

ΜΕ _λ ' 


Άναλόγως σκεπτόμενοι εϋρίσκομεν 

ΜΖ' _ Μθ' _ ΜΗ' 

ΜΖ — μ * Μθ _ν ’ ΜΗ 


ρ, άριθμοί σταθεροί. 


129. 2 η μ. μ ε τ. “Εστω, πράγματι, ω ή γωνία των δύο έπιπέδων. θά 
Ιχωμεν (§ 1790) 

(Μ ΑΒ) = (ΜΑ'Β’) συν ω 

ΑΒ. ΜΕ Α'Β'.ΜΕ' „ . ΜΕ' ΑΒ . , 

---—---συνω, β ηΑ. = σταθερόν = λ. 

διά πάν σημεΐον Μ τής έλλείψεως. Άφ' ετέρου, είναι φανερόν ότι ή γω¬ 
νία φ των ΜΕ καί ΜΕ' μένει αμετάβλητος, άφοΰ ή ΜΕ είναι κάθετος 
έπί. τήν σταθεράν εδθεΐαν ΑΒ τού έπιπέδου τής έλλείψεως, ή δέ ΜΕ' 
κάθετος έπί τήν σταθερδς διευθύνσεως εδθεΐαν Α'Β' τοδ έπιπέδου τής 
περιφερείας. Είναι δηλ. αί εδθεΐαι αδται παράλληλοι πάντοτε πρός 
έαυτάς. 
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’ Αντικαθιστώ ντες είς τήν σχέσιν (1) λαμβάνομεν 


ΜΕ. Μθ μ.ρ 
ΜΖ . ΜΗ “ λ. ν 


σταθ. 


θεώρημα 887—1 


2106. Όμοίως: Έχ τυχόντος σημείου Μ έλλείψεως φέρομεν ευθείας 
έπί τάς πλευράς Εγγεγραμμένου είς αυτήν τετράπλευρου ΑΒΓΔ, συναν- 
ιώσας αύτάς χατά γωνίας α, β, γ, δ. Δείξατε ότι, έχ τών ευθειών τού¬ 
των, τό γινόμενον τών άντιστοιχουσών είς δύο απέναντι πλευράς τού τε¬ 
τράπλευρου εχει σταθερόν λόγον πρός τό γινόμενον τών εύθειών τών 
άντιστοιχουσών είς τάς δύο άλλας πλευράς αύτοϋ. 


Άπόδειξις άκριβώς Ανάλογος τής προηγουμένης. 


2107. Σημείιοσις. Τό πρόβλημα αά ην,αΐνοτ Ιίηβαί, δπερ μάς 
μετέδωσεν 6 Πάππος, έμελετήθη ύπό τών ΕνχλεΙ&ον καί Απολλώνιου 
όπό τήν γενικήν μορφήν ήν έδώσσμεν είς τήν παράγραφον 2106. 
Τό πρόβλημα τούτο είναι έπίσης γνωστόν καί ύπό τόν τίτλον πρό¬ 
βλημα τον Πάππου, ώς ώνόμασεν αύτό ό ΒεεοβΓίεχ. 

ΟΙ Αρχαίοι "Ελληνες ίθετον τό γενικώτερον πρόβλημα, τής 
εύρέσεως τού τόπου τών σημείων Μ τών τοιούτων, ώστε άν έξ 
έκάστου αυτών φέρωμεν εύθείας συναντώσας ν δεδομένος άλλας 

ν 

κατά δοθείσας γωνίας, ό λόγος τών γινομένων — έκ τών εύθειών 


τούτων πρός τό γινόμενον τών ύπολοίπων — νά είναι σταθερός 


άριθμός. Διά τέσσαρας εύθείας άνεγνώρισαν ούτοι τόν τόπον ώς 
κωνικήν τομήν τό τρίγωνον είναι μία είδική περίπτωσις, είς τήν 
όποίαν θεωροΰμεν τόν λόγον τοϋ τετραγώνου μιας άποστάσεως 
πρός τό γινόμενον τών δύο άλλων άποστάσεων. 

Ό ϋεεοβτίεε έπέλυσε τό πρόβλημα διά τής Αναλυτικής Γεω¬ 
μετρίας (τήν όποίαν είχεν ό ίδιος έπινοήσει) καί ό Νεΰτων Εδωσε 
μίαν άπόδειξιν καθαρώς γεωμετρικήν διά τήν περίπτωσιν τού τε¬ 
τράπλευρου. 

*0 Οδβκίεϊ (Αρβί'ςα ΗϊβΙοΐ'ϊηιτε, σ. 37, § 32), θεωρεί τήν πρότα- 
σιν ταύτην ώς τήν πλέον γενικής σημασίας (υπΐνεΓεεΙΙε) καί τήν 
πλέον γόνιμον, έκ τών άναφερομένων είς τάς κωνικάς τομάς. 


Θεώρημα τοϋ ΡααΓρυετ 888 

2106. Έστω ΕΖΘΔ τετράπλευρον έγγεγραμμένον είς ελλειψιν χαί 
τέμνουσα τών δυο σχημάτων, συναντώσα τάς απέναντι πλευράς Δθ, ΕΖ 
τοϋ τετράπλευρου είς Α χαί Α', τάς άλλας δύο ΕΔ, Ζθ είς Β χαϊ Β' 
χαί τήν χαμπύλην είς Μ καί Μ'. 

Δείξατε τήν Ισότητα τών λόγων 

ΜΑ . Μ Α’ _ Μ'Α.ΜΆ' 

ΜΒ . ΜΒ' ~ Μ’Β . Μ'Β' ' 

ΜΑ Μ Α’ 

Κατά τό προηγούμενου θεώρημα (§ 2106), ό λόγος Π ' — 

Β , ΜΒ 

είναι σταθερός, οίουδήποτε ίντος τοϋ σημείου Μ τής καμπύλης. 
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Διά τό δεύτερον Επομένως σημεϊον τομής Μ' ταύτης καί τής δια- 
τεμνούσης θά Εχωμεν 

ΜΑ . ΜΑ' _ ΜΆ.ΜΆ' 

ΜΒ . ΜΒ' ~ Μ'Β . Μ'Β' ' 


θ 



2109. Παρατήρηοις. Τό θεώρημα ζοΰ Οβνα^Ηβί είναι θεμελιώδες 
διά τήν θεωρίαν τής ένελίξεως καί διετυπώθη ώς άνωτέρω ύπό 
τοΟ Ραβοαί. Δύναται δέ νά χρησιμεύση πρός άνεύρεσιν ενός Εκτου 
σημείου κωνικής τομής τής όποιας έδόθησαν πέντε άλλα σημεία· 
Επειδή τέσσαρα έξ αύτών Δ, Ε, Ζ, θ όρίζουν έγγεγραμμένον τε- 
τράπλευρον είς τήν καμπύλην, έπί τυχούσης δέ διά τοΟ πέμπτου 
Μ διατεμνούσης Ανευρίσκεται, διά τής άνωτέρω σχέσεως, τό Ετε¬ 
ρον σημεϊον τομής Μ' αύτής καί τής καμπύλης. 

Σ'ίμείωαις. Βλέπε: ΙηίτοάηεΙΐοη ά Ι’έΙηάε άβ ΙΊιοιηο<^αρΗίε, 1875, 
σ. 50 ύπό ^ - Β. - V. ΚβνηπαΛ. 

Ιο» θεώρημα τοΰ Ροπεε/εί 889 

2110. Ή γωνία υπό τήν όποιαν φαίνεται έχ μιας τών εστιών κωνι¬ 
κής τομής τμήμα κινητής εφαπτομένης, περιε- 
χόμενον μεταξύ δύο σταθερών έφαπτομένιον 
τής καμπύλης, είναι σταθερά διά πάσας τάς 
θέσεις τής κινητής εφαπτομένης! ( Τναίίέ άεα 
ρνσρνϊέΐέε ρΓθ]εεΙίνε$ άε$ Ιϊ</ηνεα, τόμ. I, 
π° 464). 

1η “Λ.-τόδειξις. 

Έστωσαν ΛΓ, ΑΔ αΙ σταθεραί έφα- 
πτόμεναι, ΜΝ ή κινητή Εφαπτομένη, θά 
δείξωμεν οτι ή γωνία ΜΕΝ είναι σταθερά. 

Φέρομεν τάς εύθείας ΕΔ, ΕΙ, ΕΓ. Γνω- 
ρίζομεν (Ο., π 0 633), δτι ή εύθεΐα ή συν- 
δέουσα τό κοινόν σημεϊον δύο έφαπτομέ- 
νων μετά μιάς τών Εστιών είναι διχοτόμος τών έκ τής έστίας ταύ¬ 
της Εστιακών άκτίνων είς τά σημεία επαφής. Επομένως, 

Μ’ΕΓ -= ΜΕ'ΐ, ΝΕΪ = Ν ΕΔ, 

άρα καί 

α 1 

ΜΕΝ = -γ . ΓΕΔ = σταθερά γωνία. 
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ΙΙαρατήοηοι;. Τό άνωτέρω θεώρημα δύναταινά άποδειχθη καί 
άπ’ εύθείας καί νά συναχθή ώς άπλοΰν πόρισμα αύτοΰ ή ίσότης 
τών γωνιών ΓΕΛ καί ΔΕΑ. 

2111. 2α ’ Απόδειξις. Γράφομεν ιόν πρωτεύοντα κύκλον της έλ- 
λείψεως καί προβάλλομεν τήν 
έστίαν Ε έπί τάς δύο έφαπτο- 
μένας. Κατά τό Αιώρημα τον 
Ιμ Ηίι·ε (Ο., η° 626), αΐ κορυ- 
φαί τών όρθών γωνιών ΕΒΓ, 

ΕΘΝ, ΕΔΕ, κεϊνται έπί τοΟ 
πρωτ. κύκλου. 

Επειδή τό τετράπλευρον 
ΕΘΔΝ είναι έγγράψιμον εις 

Ά Α 

κύκλον (Δ = θ = 90°), θά έ· 
χωμεν 

ΕΝΘ = ΕΔΘ ΘΒΙ, 

άφοΰ ή γωνία ΙΕΔΘ δύναται Σχ. <3ΐϋ. 

νά θεωρηθή έγγεγραμμένη εις 
τήν περιφέρειαν τοΰ πρωτεύον¬ 
τος κύκλου ΑΑ', Επίσης, τό τετράπλευρον ΕΒΘΜ είναι έγγρά- 
ψιμον είς κύκλον καί έπομένως: 

Α Α 1 /-\ 

ΕΜΝ = ΕΒΘ = -γ ΘΔΡ τής (δίας περιφερείας ΑΑ'. 

Ή τρίτη γωνία ΜΕΝ τοΰ τριγώνου Μ,ΕΝ θά Εχη ώς μέτρον 

τό ήμισυ του ύπολοιπομένου τόξου τής περιφερείας ΑΑ'= — ΙΡ. 

Καί έπειδή τοΟτο είναι σταθερόν τόζον (άνεξάρτητον τής ΜΝ), 
Επεται δτι καί ή γωνία ΜΕΝ = α είναι σταθερά γωνία. 

Θεώρημα 889—1 

2112. Εις τό έπίπεδον σταθερός γωνίας ΒΓΕ στρέφομεν περί στα¬ 
θερόν σημειον Ε γωνίαν σταθερού μεγέθους α καί έστω ΜΝ ή ευθεία 
ήν όρίζουν έχάστοτε τά σημεία τομής τών αντιστοίχων πλευρών τών 
δύο γωνιών. 

Δείξατε δτι ή ευθεία ΜΝ περιβάλλει κωνικήν τομήν έχουσαν έστίαν 
τό σημειον Ε. (Ροαοείεί, ΤναίΙέ άεβ ρ>·. ρνο). άε$ βριιτεε, η° 472). 

Τό θεώρημα τοΟτο είναι τό άντίστροφον τοΰ προηγουμένου. 
θεώρημα 889—11 

2113. Ή ευθεία ή ένοϋσα τό σημειον τομής δύο έφαπτομένων έλ- 
λείψεως μετά μιας τών εστιών είναι διχοτόμος τής γωνίας τών έκ τής 
εστίας ταύτης έστιαχών αχτίνων είς τά σημεία επαφής. (Ροηεείεΐ, αύτ., 
π<« 461, 469). 

Ή άπ’ εύθείας άπόδειξις τοΰ θεωρήματος τούτου είναι γνωστή 
(Ο., η° 633)· δυνάμεθα δμως νά συναγάγωμεν αύιό καί ώς πόρι¬ 
σμα τοΟ θεωρήματος τοΰ ΡοηεεΙεί (§ 2110). 
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Πράγματι, διά θέσιν του σημείου έπαφής Κ τής κινητής έφα- 
πτομένης ΜΝ συμπίπτουσαν πρός τήν τού Η, θά είναι 

ΜΖΝ = ΓΖΗ 

καί διά ΚΞΛ, 

ΜΖΝ - ΓΖΛ. 

Ήτοι : 

ΓΖΗ = ΓΖΛ. 

2114. *Οριαμός . Τήν γωνίαν ΜΖΝ κα- 
λοΟμεν καί έπιβατιχήν γωνίαν (αη^ΐε νεοίειιτ), 
άντιστοιχοΟσαν είς τήν μεταβλητήν έφα- 
πτομένην ΜΝ καί έν σχέσει πρός τάς στα¬ 
θερός έφαπτομένας ΓΗ, ΓΛ καί τήν έστίαν Ε. 

ΕΙς μίαν έφαπτομένην ΜΝ άντιστοιχοΟν δύο ίχιβαιιχαί γωνίαι, 
αί ΜΖΝ καί ΜΖ'Ν. Αδται είναι έν γένει άνισαι, έκτός έάν αΐ 
σταθεραί έφαιττόμεναι είναι ίσον κεκλιμένοι πρός τούς άξονας 
τής κωνικής τομής. 

2ον Θεώρημα τον ΡοηεαΙεΙ 890 



2115. ΕΙς πάσαν έλλειψιν, αί δύο επιβατικοί γωνίαι, αί άντιστοι- 
χοϋσαι εις κινητήν έφαπτομένην ΜΝ, έχοιιν 
σταθερόν άθροισμα, ίσον πρός τό παραπλή¬ 
ρωμα τής γωνίας τών σταθερών έφαπτομένων. 
(ΤταίΙέ ΰΐε·, η° 4Λ7.~Α)φΙίεαΙίοηι ά'ΑΙ^έίινε 
εΐ άε ΟέοτηέΐΗε. τόμ. II, σ. 460). 

Πρέπει νά δειχθή δτι 

ΜΕΝ -|- ΜΕ'Ν -(- Λ = 2 όρθαί γωνίαι 
Άλλ" είναι: 

1 



Μ^Ν 


: ~2 ΓΕΔ, 


ΜΕ’Ν = ΓΕ'Δ, 


τό άθροισμα δέ’τών γωνιών τών δύο τετραπλεύρων ΕΓΛΔ καί 
Ε'ΓΛΔ είναι 8 όρθαί. Τό άθροισμα τοΰτο δύναται νά άναλυθή 
•Λς τά δύο μερικά άθροίσματα : 


ΓΕΔ +Λ + ΠΞ’Δ + Λ ή 2 | ΜΤΝ -(- ΜΕ^Ν -(- Λ^) (1) 

καί ΕΓΛ + ΕΔΛ + ΕΤΛ -(- ΕΔΛ. (2) 

Α Α 

Καί έπειδή: ΕΓΛ + ΕΤΛ — 2 όρθαί, 

Α Α 

ΕΤΛ ΕΓΗ, 


ΕΔΛ-+-Ε'ΔΛ=2 όρθαί, 


άφοΟ 

καί όμοίως 
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επεται ότι τό άθροισμα (2) ίσοϋται πρός 4 όρθάς. Τήν αύτήν άρα 
τιμήν θά Ιχη καί τό δθροισμα (1) καί κατά συνέπειαν 

ΜΕΝ -}- ΜΕ'Ν -)- Λ = 2 όρθαί γωνίαι. 
θεώρημα 890—I 

2116. Είς τήν υπερβολήν, είναι ή διαφορά των Ιδίων επιβατικών 
χωνιών ήτι; είναι σταθερά γωνία. 

θεώρημα 891 

2117. Είς κωνικήν τομήν θεωροϋμεν τετράπλευρον περιγεγραμμένον 
είς αυτήν, ώς καί τό τετράπλευρον τών σημείων επαφής τών πλευρών 
τοϋ πρώτου, δείξατε ότι α( διαγώνιοι τών δύο τετραπλεύρων διέρχονται 
διά τοϋ αυτού σημείου (Νεύτων). 

ΔοΘεϊσαν κωνικήν τομήν δυνάμεθα πάντοτε νά τοποθετήσωμεν 
έπΐ κώνου έκ περιστροφής (§ έπμ. 2212). Διά τής κορυφής τοΟ 
κώνου καί διά τών πλευρών καί διαγώνιων τών δύο τετραπλεύ¬ 
ρων φέρομεν έπίπεδα καί Εστω (Τ) τομή τοϋ κώνου καί τών έπι- 
πέδων τούτων ύπό Επιπέδου καθέτου Επί τόν δξονα τοϋ κώνου. 

Ή τομή αυτή άποτελεϊται έκ περιφέρειας Εγγεγραμμένης καί 
περιγεγραμμένης είς δύο τετράπλευρα καί διά τά όποια αί τέσ- 
σαρες διαγώνιοι αύτών τέμνονται εις τό αύτό σημεΐον (§ 1274). 
Τό αύτό δρα συμβαίνει καί εις τήν δοθεϊσαν κωνικήν τομήν. 

Θεώρημα 891 — 1 

2118. Δοθειοών πέντε ευθειών νά όρισθοϋν τά σημεία επαφής τής 
εγγεγραμμένης είς αύτάς κωνικής τομής. 

Πρόκειται περί άμέσου Εφαρμογής τοϋ θεωρήματος τοϋ Μεντωνος 
(§ 2117). Επειδή τέσσαρες έφα- 
πτόμεναι όρίζουν τετράπλευρον 
ΑΒΓΔ περιγεγραμμένον εις τήν 
κων. τομήν καί τοϋ όποιου αί 
διαγώνιοι τέμνονται είς σημεΐον 
Ο- διά τοϋ σημείου τούτου Θά 
διέρχωνται καί αί διαγώνιοι τοϋ 
τετραπλεύρου τών σημείων Ε¬ 
παφής. 

"Εστω ΙΓ ή πέμπτη Εφαπτο¬ 
μένη- ή εύθεϊα αϋτη μετά τριών 
έκ τών δοθεισών όρίζει δεύτε¬ 
ρον περιγεγραμμένον τετράπλευ¬ 
ρον ΑΒ1Γ, τοϋ όποιου αί διαγώνιοι τέμνονται είς σημεΐον Λ. 

Επειδή αί έφαπτόμεναι ΑΔ, ΒΓ άνήκουν καί εις τά δύο τε¬ 
τράπλευρα, ή διά τών Λ καί Η εύθεϊα είναι ή χορδή τών σημείων 
Επαφής τών έφαπτομένων τούτων. 

θεωροϋντες καί τό τετράπλευρον τών τεσσάρων εύθειών ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΔ καί ΙΓ, όρίζομεν άναλόγως τήν χορδήν Επαφών Εθ. 

2119. Πόλοι καί ηολικαι είς τάς κωνικά; τομάς. Επειδή μίαν 
τυχοϋσαν κωνικήν τομήν δυνάμεθα νά τοποθετήσωμεν Επί κώνου 
έκ περιστροφής {§ 2212), είναι φανερόν δτι πάσαι αί προβολικοί 


Λ 
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Ιδιότητες τών πόλων καί πολικών ε!ς τόν κύκλον διατηρούνται καί 
εις τάς κωνικός τομάς. θά περιορισβώμεν νό άναψέρωμεν μόνον 
μερικός έξ αυτών: 

Έάν έκ τυχόντος σημείου Μ ι ον επιπέδου χων. τομής φέρω μεν τεμνού- 
οας αυτήν, αί έφαπτόμενάι είς τά σημεία τομής έχάατη; τεμνούοης καί τής 
καμπύλης τέμνονιαι είς σημεία κείμενα επ' ευθείας—τής πολικής τον ση¬ 
μείου Μ. 

Αί ενθεΐαι αί συνδέουσαι, άνά δύο, τά κοινά σημεία τής χων. τομής 
καί των διά τοϋ Μ τεμνουσών τέμνονται επί τής πολικής τον σημείου Μ. 

Το κοινόν σημεϊον δύο εφαπτομένοτν χων. τομής είναι ό πόλος τής χορ¬ 
δής των επαφών. 

Διό νό καταστή τις ένήμερος τής γονιμότητος τής θεωρίας τών 
πολικών έν τή έφάρμογή της είς τός κων. τομός, ώς καί τής Με¬ 
θόδου τών άντιατράφων πολικών τοΰ ΡοηοβΙβΙ, άρκεΐ νό όναγνώση τό 
ΤναϊΙέ άΜ ρνορνχέίέΒ ρΓυλ'ΐίΙίνεα άββ [ί(/ιιυε$ τοΰ έπιφανοϋς τούτου 
γεωμέτρου. 

Έξάγραμμον τοΰ ΡαΐίιιΙ 891—II 

2120. Είς παν έξάγωνον έγγεγραμμένον είς κωνικήν τομήν, τά ση¬ 
μεία τομής τών τριών ζευγών απέναντι πλευρών κεΐνται επ' ευθείας 
γραμμής. 

1) Ή πρότασις είναι φανερά έκ τής άντιστοίχου είς τήν περι¬ 



φέρειαν (§ 1117 υ) καί δι' όναγωγής είς τόν πρωτεύοντα κύκλον, 
ή διό τοποθετήσεως τής κων. τομής έπί κώνου έκ περιστροφής, 

2) Δυνάμεθα νό έφαρμόσωμεν τός Ιδιότητας τών διατεμνου- 
σών (θεώρημα τοΰ Μενελάου) όπ' εύθείας είς τό σχήμα τής κωνικής 
τομής καί τοΰ έγγεγραμμένου έξαγώνου (Ο., π° 747). 

3) Επίσης δυνάμεθα νό χρησιμοποιήσωμεν τός Ιδιότητας τοϋ 
άναρμονικοΰ λόγου τετράδων σημείων ή εύθειών, έργαζόμενοι 
άναλόγως ώς καί προκειμένου περί τοϋ κύκλου. (Βλ.: ΤταΐΙέ ά( 
(ίέοιηέΐΐ'ϊε τών Κοιιοΐιέ καί ΟοηιδβΓοιίΗβκ, 7η έκδοσις, η° 328). 

θεώρημα τοΰ ΒνίαηεΙιοιι 891—III 

2121. Είς^ πάν έξάγωνον περιγεγραμμένον εις χωνιχήν τομήν, αϊ 
συνδέουσαι εΰθεΐαι τά τρία ζεύγη απέναντι κορυφών διέρχονται διά τοΰ 
αΰτοΰ σημείου. 
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*Η άπόδειξις γίνεται τελείως άναλόγως διά τών 1) ή 3) προη¬ 
γουμένως άναφερθεισών μεθόδων, ή 
καί δι' Εφαρμογής τής θεωρίας τών άν- 
τιστρόφων πολικών είς τό προηγούμε- 
νον ΰεώρημα τον ΡαεοαΙ (§ 2120). 

Σημείωσες. Βλ. Τναίίέ άε Οέοτηέίτίε 
τών Κοιιοδέ καί ΟοπιδεΓοαββε, 7η Εκδο- 
σις, η β 329. 

2122. Έφαρμογαε τών θεωρημάτων 
των Ραεεαΐ και ΒηαπεΗοπ. 

Τό εγγεγραμμένον έξάγωνον μάς παρέ¬ 
χει τόν τρόπον κατασκευής όσωνδήποτε 
σημείων κων. τομής δταν μάς δοθούν 
πέντε σημεία αύτής· έπειδή συνδέοντες 

αύτά άνά δύο κατά πάντας τούς δυνατούς τρόπους καί θεωροΰν- 
τες αότά έκάστοτε ώς τάς πέντε κορυφάς ένός Εγγεγραμμένου 
έξαγώνου, άνευρίσκομεν καί άπό μίαν Εκτην κορυφήν αύτών—ση- 
μεΐον τής κων. τομής. 

Τά πέντε νέα ταΟτα σημεία, συνδυαζόμενα .μεταξύ των ή καί 
μέ τά πρώτα, δίδουν νέα Εξάγωνα καί Επομένως νέα σημεία τής 
κων. τομής κ.ο.κ. 

Άναλόγως έργαζόμεθα καί διά τόν προσδιορισμόν Εκτης Εφα¬ 
πτομένης κωνικής τομής, τής όποιας έδόθησαν πέντε δλλαι δι' 
Εφαρμογής τών Ιδιοτήτων τοΰ περίγεγραμμένον κώνου. 

Τά θεωρήματα χών ΡαεεαΙ καί ΒτίαηοΗοη μάς Επιτρέπουν τόν 
προσδιορισμόν μιας κων. τομής είς πάσας τάς περιπτώσεις καθ' άς· 
δίδονται ταύτης πέντε στοιχεία (σημεία ή έφαπτόμεναι) : πέντε 
σημεία, τέσσαρα σημεία καί μία Εφαπτομένη, τρία σημεία καί δύο 
έφαπτόμεναι, κλπ., πέντε έφαπτόμεναι. (Βλ.: Μέιηοίνε Ιεχ 

Ιί(/ηε3 άε εεεοηά οτάτε τοΟ ΒτίεηοΗοη, 1817). 


θεώρημα 891—IV 

2122 α. Έάν εν τετράπλευρον είναι Εγγεγραμμένον εις κωνικήν το¬ 
μήν, τά δύο ζεύγη έφαπτομένων τής καμπύλης είς τάς απέναντι κορν- 
φάς τοΰ τετράπλευρου τέμνονται επί τής τρίτης διαγώνιου αΰτοϋ. 

Είναι έπέκτασις τής άντιστοίχου ίδιότητος τοΰ έγγραψίμου τε¬ 
τραπλεύρου (§ 1237 β). 

θεώρημα τον ΜοΙεϊυε 892 

2123. Έατω Επιφάνεια παραγομένη διά περιστροφής κωνικής τομής 
περί τόν εστιακόν αύτής άξονα, δείξατε ότι πάν Επίπεδον άγόμενον διά 
μιας τών Εστιών Ε τοΰ μεσημβρινού τέμνει τήν Επιφάνειαν κατά κωνι¬ 
κήν τομήν Ιχουσαν τό σημεΐον Ε ώς Εστίαν. 

"Εστω ώς μεσημβρινός ή Ελλειψις ΑΗΑ', Εχουσα Εστίας τάς Ε 
καί. Ε', α, β ήμιάξονας, 2γ Εστιακήν άπόστασιν καί τήν εύθεΐαν 
ΔΛ ώς διευθετούσαν άντίστοιχον τής Εστίας Ε. 

Γνωρίζομεν δτι ή τελευταία αϋτη εύθεΐα είναι κάθετος έπί τόν 
άξονα καί δτι ό λόγος τών άποστάσεων τυχόντος σημείου τής 
Ελλείψεως άπ’ αύτής καί τής Εστίας Ε είναι σταθερός (Ο., η° 845): 
ΑΕ ΗΕ _ γ 
ΑΔ — Ηλ α 


1114 


Κατά τήν περιστροφήν περί τόν άξονα ΑΑ', ή Ελλειψις παρά¬ 
γει Ελλειψοειδές έκ περιστροφής καί ή διευθετούσα ΔΑ έπίπεδον 
(Π) κάθετον έπί τήν ΑΑ'. 

"Ας τάμωμεν τήν Επιφάνειαν ύπό έπιπέδου καθέτου έπί τόν 
μεσημβρινόν ΑΗΑ' καί διερχομένου διά 
τής έστίας Ε· έστω ΘΜΗ ή λαμβανομένη 
τομή καί ΑΣ ή τομή τού έπιπέδου (Π> 
καί τού θεωρουμένου. 

Διά τήν άπόδειξιν τής προτάσεως. άρ- 
κεΐ νά δειχθή δτι αί άποστάσεις τού τυ¬ 
χόντος σημείου Μ τής τομής άπό τής 
εστίας Ε καί τού έπιπέδου (Π) Εχουν λό¬ 
γον σταθερόν· έπειδή τότε ή καμπύλη 
αϋτη θά εΐναι κωνική τομή, Εχουσα Εστίαν 
τό σημεϊον Ε καί διευθετούσαν τήν εό- 
θεϊαν ΛΣ. 

Φέρομεν πρός τούτο διά τού σημείου 
Μ μεσημβρινήν τομήν τής Επιφάνειας καί 
έπίπεδον ΜΙΙ' κάθετον έπί τόν άξονα, 
τέμνον τήν έπιφάνειαν κατά περιφέρειαν 
άκτϊνος ΙΜ = 1Γ. Ή ΡΜ κάθετος έπί τόν 
πρωτεύοντα μεσημβρινόν εΐναι παράλλη¬ 
λος πρός τήν ΑΣ, ό 6έ μεσημβρινός ΑΜΑ' Εχει ώς διευθετούσαν 
τήν τομήν ΔΝ τούτου καί τού έπιπέδου (Π). Προβάλλοντες τό 
σημεϊον Μ εις Ν έπί τού έπιπέδου (Π), λαμβάνομεν: 

ΜΝ — ΡΠ = ΙΔ = ΓΚ, ΜΣ — ΡΑ. 



καί έπειδή τό σημεϊον Μ άνήκει είς τό μεσημβρινόν ΑΜΑ’ θά 
είναι 


ΜΕ _ ΜΕ _ γ 
ΜΝ ΙΔ α 


Αρκεί ήδη νά έκφράσωμεν τό μήκος 1Δ συναρτήσει τού ΡΛ. 
Παρατηροϋμεν πρός τούτο δτι τά τρίγωνα ΛΕΔ, ΙΕΡ εΐναι 
διιοια- άρα 

ίΔ ΕΔ (2) 


ΡΛ 


ΕΛ 


καί διά πολλαπλασιασμού κατά μέλη τών (1) καί (2) 

ΜΕ _ ΜΕ γ ΕΔ 
ΡΛ ~ ΜΣ ~ α ' ΕΛ ' 

Έπειδή τό τελευταϊον μέλος τής σχέσεως ταύτης εΐναι σταθε¬ 
ρόν διά μίαν ώρισμένην τομήν τής- έπιφανείος, Επεται δτι Λντως ή 
τομή ΘΜΗ τής Επιφάνειας είναι Ελλειψις, μέ Εστίαν Ε καί διευ¬ 
θετούσαν ΛΣ. 

Σημιί<»σις. Βλ. ι Ν. Α., 1857, σ, 176 καί ΙΙί$1. ά. 8ο. ΜαΙΙι. ύπό 
Μ»χ. Μετίε, τόμ. XII, σ. 179. 

Διά τού θεωρήματος τών ΰιιείεΐεΐ καί Ό3πύείίη, καθ’ δ πάσα 
τομή κώνου έκ περιστροφής είναι δευτεροβάθμιος καμπύλη, εΐναι 
εϋκολον νά άποδείξωμεν άπ’ εύθείας τήν Ιδιότητα τής Εφαπτομέ¬ 
νης δπως σχηματίζη ’ίσσς γωνίας μετά τών Εστιακών άκτίνων είς 
τό σημεϊον Επαφής. (Ν. Α.. 1879, σ. 95, Μπίεϊχ- καί § 2114α, Σημ.). 
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Ύπεββολή Θεωρήματα 


Θεώρημα 893 

2124. Μία εύθεια δέν δύναιαι νά συναντά υπερβολήν εις περισσό¬ 
τερα τών δύο σημεία. 

Ή αύστηροτέρα καί μάλλον πλήρης άπόδειξις επεται έκ τής 
σπουδής τών μεταβολών τής διαφοράς τών άποστάσεων δύο στα¬ 
θερών σημείων άπό τυχούσης ευθείας (Μέθοδοι, §§ 258 — 261)· άλλ’ 



ή άπόδειξις αΰτη υπερβαίνει τό πλαίσιον τών Στοιχείων τής Γεω- 
/ ιεζρίας . 

2124 α. Παραίήοηοις. Δυσκολία διά τήν άπόδειξιν παρουσιάζε¬ 
ται δταν ή δοθεϊσα ευθεία ΧΧ' διέρχεται μεταξύ τών Ζ καί Ζ' 
καί διά τά σημεία τά κείμενα πέραν του σημείου τομής τής ΧΧ' 
καί τής ΖΖ,, δπου Ζ, τό συμμετρικόν τοΰ Ζ' πρός τήν ΧΧ'. 

Επίσης καί ε(ς τήν περίπτωσιν καθ’-ήν θεωροϋμεν σημεία Ν 
πέραν τοΰ κοινού Δ τής ΖΖ' καί ΧΧ' κείμενα (σχ. 1322). Έάν τό 
συμμετρικόν Ν' πρός ΖΖ' εύρίσκεται έντός τής γωνίας ΖΝ'Ζ', ή 
δοθεϊαα άπόδειξις εις η° 680 δέν άποδεικνϋει δτι ή διαφορά 
Ν’Ζ'—Ν'Ζ είναι διάφορος τής ΜΖ'—ΜΖ δταν έχη δοθεί δτι 
Μ'Ζ'- Μ'Ζ - 2 α. 

θά πρέπει λοιπόν νά καταφύγωμεν εις τήν σπουδήν τών μετα¬ 
βολών τής διαφοράς τών άποστάσεων (§ 258). Πράγματι, άπό τοΰ 
σημείου θ μέχρι Χ’ —> οο , ή διαφορά μεταβάλλεται άπό τοΰ μηδε- 
νός μέχρι τοΰ μήκους ζζ', προβολής τής ΖΖ' έπί τής ΧΧ'. Επειδή 
δέ διά τά σημεία μεταξύ Δ καί X, ή διαφορά είναι μεγαλυτέρα 
(τής ΖΖ', άρα καί) τής ζζ', ϊπεται δτι διά τό σημεΐον Ν δέν δύ- 
ναται ή διαφορά αϋτη νά είναι μεγαλυτέρα τών διαφορών διά 
τά σημεία Μ ή Μ'. 

Επίσης, διά τά σημεία Μ καί Ν εύρίσκομεν δτι ή διαφορά τών 
άποστάσεών των άπό τά Ζ καί Ζ' είναι μεγαλυτέρα τής ζζ' καί 
επομένως δτι έπί τής ήμιευθείας ΓΧ' δέν ύπάρχει σημεΐον Ρ διά 
τό όποιον ΡΖ — ΡΖ' -- 2 α. 

Θεώρημα 894 

2124 β. "Εστω κώνος έκ περιστροφής ΣΒΒ' καί τομή αύτοΰ καθ’ 
υπερβολήν ΜΑΜ', έχουσα άξονα πρωτεύοντα τον ΑΟΑ'. Δείξατε ίίτι αί 
ασύμπτωτοι ·ΟΓ, ΟΓ’ τής υπερβολής ταύτης είναι αί έκ τοΰ κέντρου 
της Ο παράλληλοι πρός τάς γενετείρας ΣΝ, ΣΝ' τοΰ κώνου, καθ’ άς 



11 10 


τέμνεται ουτος υπό επιπέδου άγομενου διά τής χορικρής του χαί παραλ¬ 
λήλου πρός τό επίπεδον τής υπερβολικής τομής· 

"Ας τάμωμεν τόν κώνον ύπό 
έπιπέδου ΒΝΒ'Ν' παραλλήλου 
πρός τήν ΟΣ, καθέτου έπΐ τόν 
πρωτεύοντα μεσημβρινόν καί 
άγόμενον 6Γ ευθείας ΡΜ καθέ¬ 
του έπί τό έπίπεδον ΒΣΒ' καί 
τήν ΟΡ. Ή εύθεΐα ΜΜ' είναι 
κάθετος έπί τήν ΒΒ', έπί τήν 
ΡΟ καί έπί τό έπίπεδον ΒΣΒ'. 
“Ομοίως, ή πρός ταύτην πα¬ 
ράλληλος ΝΝ' είναι κάθετος 
έπί τάς ΒΒ', ΣΥ καί έπί τό 
έπίπεδον ΒΣΒ'. 

“Επειδή τό σημεϊον Ο είναι 
τό μέσον τής ΑΑ', ή εύθεΐα 
ΣΥ, παράλληλος πρός τήν 
ΑΑ', διαιρεί εις δύο μέρη ίσα 
τάς ΑΕ καί ΒΒ’, παραλλήλους 
άμφοτέρας πρός τήν ΣΟ. Εί¬ 
ναι έπομένως ή ΝΝ' ό μικρός 
άξων τής έλλείψεως ΒΝΒ' καί 
ή ΜΜ' χορδή παράλληλος 
πρός αύτόν. “Επομένως 

ΡΜ < ΥΝ ή ΡΜ < ΡΓ. 

“Όταν τό έπίπεδον ΒΝΒ* 
άπομακρύνεται τής κορυφής 
τοΟ. £ώνου, ή διαφορά ΜΓ 
έλαττοΟται. “Επειδή τό μέν 
μήκος ΡΥ μένει σταθερόν, έκ δέ τοΟ κύκλου (έστιγμένου) μέ διά¬ 
μετρον τόν μέγαν άξονα ΒΒ' τής έλλείψεως λαμβάνομεν 

Ρμ - ΡΜ Γ β 1 

—γ- — -τττ- — συν ω = — 

\ ν \Ν I ·α } 

καθώς καί 

Ρμ — 1 Υμ’ - νΡ* = 1 Υν* — ΥΡ· (Υμ = ΥΒ'=Βν) 





έκ τής όποιας σχέσεως καταφαίνεται 6τι διά Υν=ΥΒ'—*·», ό 
Ρμ ΡΜ 

λόγος - ~ -γ—- έχει δριον τήν μονάδα καί ή διαφορά έπομέ¬ 

νως ΥΝ — ΡΜ ή ΡΓ — ΜΓ ίχει δριον τό μηδέν. 

Ήτοι αΐ εύθεΐαι ΟΓ; ΟΓ’ είναι αί άσύμπτωτοι τής ΰπερβολής 
(Ο., η“ 680). 

2124γ. Παρατήρησα. Ή γωνία τών άσυμπτώτων είναι Ταη ιτρός 
τήν γωνίαν τών γενετειρών ΣΝ, ΣΝ'. 

Διά άοϋΐντα κώνον, ή γωνία τών άσυμπτώτων είναι μεγίστη δταν τό 
τέμνον Ιπίπε&ον είναι παράλληλον προς τόν άξονα τον κώνον ι “Επειδή 
είναι αΰτη τότε ή γωνία δύο άζονικών τοΟ κώνου γενετειρών. 
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21249. Σημείωσες. Δύο αΙώνας πριν τών ί)υε1ε1ε1 και ΙΊαηιΙεΙίη, 
ύ Οτέβοίτε ιΐε 5αίηΙ - νίηοεηί είχεν δώσει Εν ώραϊον θεώρημα έπί 
της ύπερβολική; · τομής κώνου μέ βάσιν κυκλικήν. Ύποθέτοντες 
■περιφέρειαν τήν τομήν ΒΝΒ'Ν' (οχ. 1323), θά Εχωμεν 

ΓΜ . ΓΜ' = (ΓΡ — ΜΡ) (ΓΡ -(- ΜΡ) = ΓΡ» - ΜΡ 5 = Ρν» 

ποσότητα σταθερόν δι' Εν ώρισμένον τέμνον Επίπεδον [ = ΓΟΓ'| 
καί διά τυχοΰσαν τομήν παράλληλον πρός τήν βάσιν τοΟ κώνου. 
(ΜαΙΙιβήβ, 1904, σ. 179, Α. Αιιδτν). 


θεώρημα 895 

2126. Δύο ύπερβολαί καλούνται συζυγείς άλλήλιυν εάν έχουν τάς 
αΰτάς ασύμπτωτους καί τούς αυτούς άξονας άλλα διά τάς οποίας ό 
πρωτεύων άξων τής μιας είναι ό δευτερεύων τής άλλης καί άντιστρόφως. 

Είς τήν ισοσκελή υπερβολήν, πάσαι αί συζυγείς διάμετροι είναι 
ΐσαι, τά δέ παραλληλόγραμμα τά κατασχευαζόμενα έπί δύο συζυγών 
διαμέτρων έχουν τάς κορυφάς των έπί τών άσυμπτώτων. 



Σϊ. 132’ι. 


Ύποθέτοντες δτι ό τόπος τών μέσων Ρ παραλλήλων χορδών 
ΜΜ' είναι ή εύθεϊα ΟΡ διερχομένη διά του κέντρου τής Ισοσκε- 
λοΟς ύπερβολής, παρατηροΰμεν δτι, Ενεκα τής συμμετρίας του 
σχήματος πρός τάς άσυμπτώτους, έάν λάβωμεν ΟΗ = ΟΛ, ή εύ- 
θεϊα Ηθ θά είναι Εφαπτομένη τής συζυγούς τής δοθείσης ύπερ¬ 
βολής καί τό σημεϊον Β μέσον αύτής καί σημεϊον Επαφής· έπειδή 
καί τό Α είναι μέσον (ώς γνωστόν) τής Εφαπτομένης Λθ, παραλ¬ 
λήλου πρός τάς ΜΜ' χορδάς. 

ΑΙ διάμετροι ΟΑ, ΟΒ είναι παράλληλοι πρός τάς πλευράς του 
ρόμβου ΘΛΘΉ καί Επομένως πρός τάς χορδάς ΝΝ' καί ΜΜ', 
τών μέσων τών όποιων είναι τόποι. Άφ’ Ετέρου, είναι Ϊσαι με¬ 
ταξύ των καί αί κορυφαί τοϋ ρόμβου Επομένως κεϊνται Επί τών 
άσυμπτώτων. 

Δοθεισών δύο συζυγών διαμέτρων ύπερβολής, ή μία τούτων δια- 
περά τήν καμπύλην ένώ ή άλλη δέν Εχει κοινά σημεία μετ’ αύτής. 
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θεώρημα 896 

2126. Τό γινόμενον ιών αποστάσεων ιών εστιών υπερβολής άπό τυ- 
χούσης εφαπτομένης αυτής είναι σταθερόν. 

"Εστωσαν Μ, Μ' οΐ πόδες τών έκ τών 
Ε, Ε' καθέτων καί Ν ή τομή τής ΜΟ καί 
τής Ε'Μ'. Τά τρίγωνα ΕΜΟ, Ε'ΝΟ είναι 
προφανώς Ισα καί τό οημεΐον Ν κεΐται 
έπί του πρωτεύοντος τής ύπερβολής κΰ 
κλου, άφοΰ ΟΜ = ΟΝ. θά Εχωμεν δέ : 

Ε'Μ'. ΕΜ = Ε'Μ'. Ε'Ν = Ε'θ> = 

= ΟΕ'= — Οθ 3 = γ* — α 3 = β 3 . 

Παρατήρηοις. Πλεΐστα θεωρήματα έπί 
τής έλλείψεως Εχουν τά άνάλογά των εις 
τήν υπερβολήν· Ιδιαιτέρως διά τάς προτάσεις τών §§ 2093, 2094. 

Διά τήν τελευταίαν, ό κύκλος είναι πραγματικός έφ’ δσον 
β < α· διά ισοσκελή ύπερβολήν (α β), ό κύκλος περιορίζεται εις 
τό κέντρον του καί διά β > α αποβαίνει φανταστικός. Επειδή δέν 
δυνάμεθα τότε νά φέρωμεν έφαπτομένας τής ύπερβολής καθέτους 
έπ' άλλήλας. 

' Θεώρημα 897 

$127. Έπί τυχούαης τεμνούαης υπερβολήν, ή καμπύλη καί αΐ ασύμ¬ 
πτωτοι αυτής άποτέμνουν ίσα τμήματα. 

(Βλ. Μέ&οΛοι, § 174). 

Θεώρημα 898 

2128. Πάσα εφαπτομένη ύπερβολής, περατουμένη είς τάς άσυμπτώ- 
τους αυτής, διαιρείται ύπό τοϋ σημείου επαφής είς δύο ίσα τμήματα. 

(Βλ. Μέ&υΛοι, § 175). 

Θεώρημα 899 

2129. "Εστω Γ ή προβολή σημείου Μ ισοσκελούς υπερβολή; έπί τόν 

μή διατέμνοντα αυτήν άξονα. Ή άπό· 
στάσις τής κορυφή; Λ αυτής άπό τού 
σημείου Γ είναι ίση πρό; τήν τετμημί- 
νην ΜΓ τού σημείου Μ. 

Πράγμστ», 

ΜΓ*. χ 5 ·α* + \·* 

καί ΑΓ 3 ·.— ΟΓ- 4- ΟΑ 3 ■ ν* -{- α 3 . 
"Αρα: ΜΓ-.-ΑΓ. 

ΙΙαοαιήρι,πι;. Βάσει τής ανωτέρω 
προτάσεως, δυνάμεθα εύκόλως νά 
κατασκευάσωμεν ύπερβολήν ( ι: ’ 3 ) ση- 
μεϊον πρός σημεΐον αύτής. 

Φέρομεν παράλληλον ΔΕ πρός 



180. ϊ η μ. ;ι = - 
χορυςή Λ. 


Τής ίμοίις ϊϊί'ΐτ,;Ζν ό ϊϊυτιρίϋιον ΐ;ιυν χ*ϊ ;ιίχ 
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ιόν πρωτεύοντα άξονα αύτής καί μέ κέντρον Δ καί άκτϊνα ΔΑ 
γράφομεν περιφέρειαν, τέμνουσαν είς Ν καί Ν’ τήν άχθεϊσαν πα¬ 
ράλληλον. Τά σημεία Ν καί Ν' άνήκουν είς τήν ύπερβολήν. 

Θεώρημα 900 

2130. Είς, τήν ισοσκελή ύπερβολήν, ή εύθεϊα ή αυνδέουσα τΰ κεν- 
τρον μετά τού τυχόντος σημείου τής καμπύ¬ 
λης είναι μέση ανάλογος των εστιακών αχτί¬ 
νων εις τό σημεΐον αυτό. (Ν. Α., 1842, σ.249). 

Είς τό τρίγωνον ΕΜΕ', ή εύθεϊα Μ Ο 
είναι διάμεσος αύτοΟ - άρα 

2Μ0 2 + 2 0Ε 2 = ΜΕ' 2 + ΜΕ> 
ή ΜΕ'» + ΜΕ 1 = 2Μ0 3 + 2γ : >. (1) 

Άλλ’ είναι ΜΕ’— ΜΕ = 2 α 
ή ΜΕ”· — 2 . ΜΕ . ΜΕ'-)- ΜΕ 1 = 4α’ Σχ 

ή καί ΜΕ'* + ΜΕ*-= 4 α-'+ 2. ΜΕ . ΜΕ’. (2) 

Διά συγκρίσεως τΔν (1) καί (2) εύρίσκομεν 

2 ΜΟ 3 + 2 γ 3 = 4 α 3 + 2 . ΜΕ . ΜΕ’ 
ή, όφοΟ διά τήν ισοσκελή υπερβολήν είναι υ* — 2 α 5 , 

ΜΟ ! = ΜΕ. ΜΕ’. 



Θεώρημα 901 

2131. Είς τήν Ισοσκελή υπερβολήν, αί παρά τήν βάσιν ΑΑ' γωνίοι 
τοϋ τριγώνου ΑΜΑ', μέ κορυψάς τυχόν σημεΐον Μ τής καμπύλη; καί 
τά άκρα Α, Α' τοΰ μεγάλου άξονος αύτής, έχουν διαφοράν ΐσην προς 
μίαν ορθήν γωνίαν. 

Ή έξίσωσις τής καμπύλης χ 2 — ν - -- α 1 Ανάγεται είς τήν 
ΜΡ 2 = ΟΡ 2 - ΟΑ 2 ^(ΟΡ — ΟΑ)(ΟΡ + ΟΑ') = 

— ΑΡ . Α'Ρ, (Σχ. 1327) 


έξ ής 


ΑΡ _ _ΜΡ_ 

ΜΡ" ΤΓρ.' 


Είναι δηλ. τά τρίγωνα ΑΡΜ, Α'ΡΜ δμοια καί επομένως : 


ΜΑΤ -- ΑΜΡ, 


έξ ής 


Μ Α'Ρ + ΜΑΡ = 90», 

ΜΑ - · Α 4- 180° — Μ ΑΑ' --- 90°, 
ΜΑΑ’ - ΜΑΆ - 90". 


Σημείωαις. ΉδυνήΘημεν νά γενικεύσωμεν τό Ανωτέρω θεώρημα 
(§ 2131 α) καί ήχθημεν οϋτω είς μίαν στοιχειώδη Δπόδειξιν τοΰ 
θεωρήματος τών ΗγϊκιιοΙιοπ καί Ι’οηοαίβΐ, διά τρίγωνον έγγεγραμ- 
μένον είς Ισοσκελή ύπερβολήν. (Βλ. έπμ., §§ 2183 α καί β). 
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θεώρημα 001 — I 


2131 α. ΕΙς τήν ισοσκελή υπερβολήν, ή τυχοΰσα διάμετρος σχημα¬ 
τίζει, μετά τών έκ ιών άκρων της χορδών είς τό τυχόν αημεΐον Δ τής 
καμπύλης, γωνίας μέ διαφοράν σταθεράν καί Ισην πρός τό διπλάσιον 
τής γωνίας α, ήν σχηματίζουν ή διάμετρος αΰτη καί · ή άσύμπτωτος 
ήτις είναι κάθετος επί τήν διχοτόμον τής γωνίας Δ. 

Φέρομεν τάς ΔΕ καί ΒΛ παραλλήλους πρός τάς άσυμπτώτους 

ΟΛ καί ΟΕ. Επειδή τά ση¬ 
μεία Β, Δ άνήκουν ε(ς τήν 
ύπερβολήν, Θά είναι 

ΔΕ ..ΟΕ = ΔΕ . ΙΑ — ΒΛ .ΙΕ 
ΕΔ ΑΒ 
ΙΕ _ ΛΙ 

έξ ής άναλογίας έπεται καί ή 
ΕΔ— ΙΕ ΛΒ-ΙΛ 



η -π¬ 


ιε 

ΙΔ_ 

'ΊΕ 


ΑΙ 


1Β 

ΙΑ 


ΕΤναι έπομένως τά δύο όρ- 
Θογώνια τρίγωνα ΙΛΕ καί ΙΒΔ 
όμοια καί αΐ γωνίαι ε καί β 
ΐσαι· άναλόγως άποδεικνύομεν δτι καί ε = γ, δηλ. δτι ή έκ τού Δ 
παράλληλος πρός τήν άσύμπτωτον είναι διχοτόμος τής γωνίας 
ΒΔΓ. Επειδή δέ, άν ΔΗ κάθετος έπί τήν ΓΒ, θά είναι (§ 468) : 

•'Ν 1 Α Α 

ΕΔΗ = -γ (Β - Γ), 


και 


ΕΔΗ = α, 


ώς Ιχουσαι τάς πλευράς των καθέτους, έπεται 


-Λ 

Β — Γ = 2 α. 


Παρατήοηοις. Έάν α = 45° θά είναι ΔΒ = ΑΑ' καί 
Β - Γ = 90 

ώς εΤδομεν προηγουμένως (§ 2131). · 

2131 β. Σημείωσες. Τό άνωτέρω θεώρημα δύναται νά διατυ- 
πωθή καί ώς έξης: 

Αΐ εν&εΐαι αί οννδέουοαι τυχόν σημεΤον ισοπλεύρου υπερβολής μειά χών 
άκρων Αιαμεχρον χεμνοϋοης αυτήν, είναι ίσον κεκλιμένοι πρός χήν μίαν !, 
τήν άλλην άσύμπτωτον τής καμπύλης. (Α. ά. Ο., τόμ. II, 1811-12, σ. 126). 

Μεταξύ τών λυτών τοΟ ζητήματος τούτου, συγκαταλέγονται 
καί οΐ ΙλιϊΙΙϊογ, ΕοςοηΙτβ, ΥβυΙβη καί Κοοδεί καί τών όποιων 
τά όνόματα συχνά άπαντώνται είς τάς σελίδας του περιοδικού 
αύτοΟ. 
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θεώρημα 901—II 

2131 γ. Έάν περιφέρεια έχη κέντρον σημεϊον Ισοσκελούς υπερβολής 
καί διέρχεται διά του συμμετρικού τούτου πρός τό κέντρον τής καμπύ¬ 
λης, τέμνει τήν υπερβολήν είς τρία 
άλλα σημεία, άτινα είναι κορυφαί Ισο¬ 
πλεύρου 'τριγώνου. (Λ’. Λ., 1892, σ. 31, 
η" 1642, Ι,βιηπίΓβ καί 1884, σ. 448, 
η· 1507). 

Κατά τό προηγούμενου θεώρημα 
(§ 2131, β), αί χορδαί ΜΠ, ΛΠ είναι 
Ισον κεκλιμένοι πρός τήν άσύμπτω- 
χον, δηλ. αί όξεϊαι γωνίαι είς Δ καί 
Γ είναι Τσάι μεταξύ των- τό αύτό 
συμβαίνει καί διά τάς γωνίας ρίς Ε 
καί Ζ καί έπομένως αί γωνίαι ΔΛΡ 
καί ΡΜΠ( 151 ) θά είναι έπίσης Τσάι, 

Άλλ’ είναι 

ΔΛΡ — 180" — Ρ1Π 1328 Μ». 

καί ΡΜΠ = 2 . ρϊίΤ 

άρα ΡΙΠ=60°. Όμοίως άποδεικνύομεν δτι καί αί γωνίαι είς τά 
Ρ καί Π είναι έπίσης Τσάι πρός 60" καί έπομένως δτι τό τρίγωνον 
ΡΠ1 είναι Ισόπλευρον. 

Ωαραχΐ/οηοις. θά ήδυνάμεθα νά έλέγομεν έπίσης: Κατά τό θεώ¬ 
ρημα ιών ΙΙιίαηυίιοη καί ΓοηύβΙι-Ι (έπμ. § 2183 β), τό σημεϊον Μ 
είναι τό όρθόκεντρον τοΰ τριγώνου ΡΠI καί τοότο Ισόπλευρον, 
άφοϋ τό κέντρον τής περιγεγραμμένης περιφερείας είς αύτό συμ¬ 
πίπτει πρός τό όρθόκεντρόν του. 

2131β. Σημείωσες. Τό άνωτέρω θεώρημα είναι τοΟ Βγοο8γ< 1. Τό 
άνήγγειλεν τό 1874 καί τό προέτεινε εις τά Ν. Α. τό 1884 (σ. 448, 
ζτμ. 1507, κατά τό ΕάηοαΙίοηαΙ Τίηιεε)· άπεδείχθη δέ τό 1885, ο. 
382 υπό τών Μοτβί - Βίαιιο, Βαπείρη κλπ. 

Έπανεμφανίσθη καί πάλιν τό 1892, ύπό διατύπωσιν τοΟ ϊ,β-, 
ιπ&ϊγο (σ. 31*. ζτμ. 7641). Είς τόν Ιδιον τόμον, ό Βι-οοαπί δίδει τήν 
λύσιν, ώς καί Ιστορικόν σχετικόν σημείωμα. Τό 1896, ό Ε. ΡοιιολγΙ 
άποδεικνύει αύτό αναλυτικώς καί είς τήν σ. 290 ό Μ&πηίιεϊηι δίδει 
τήν άπόδειζιν ήν άναδημοσιεύομεν άνωτέρω. 

Ή άπόδειζις, ήν άναφέρομεν ήμεϊς είς τήν Παρατήρηοιν (άνωτ.), 
είναι βραχυτάτη καί πολύ εύμνημόνευτος. 

2132.. Χρήαις τής διευΦετονσης διά τήν σπονδή* τών κωνικών 
τομώ*. Διά τήν στοιχειώδη σπουδήν τών κωνικών τομών, οΐ δγγλοι 
συγγραφείς όρίζουν τάς καμπύλας ταύτας διά τών Ιδιοτήτων 
τής διευθετούσης καί τής άντιστοίχου πρός ταύτην έστίας. 

Κωνική τομή είναι 6 τάχος ιών σημείων τών ΰχοίων αί αποστάσεις αχο 
δοδένχος σημείου καί δοδείαης εν&είας έχουν λόγον σια&ερόν. 



Ιφΐ. 21 η μ. μ ε τ. Άφοϋ τά τρίγωνα ΔΛΖ καί ΗΓΕ είναι όμοια. 
Γεωμετρία 71 
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Ή κααπύλη είναι *//.π έάν ό λόγος ούτος είναι μικρότερος 
τής μονάδος, ηαοαβι,/.ή έάν ίοοΰται πρός αυτήν καί ί-.νη,ΐη /.ή έάν 
είναι μεγαλύτερος τής μονάδος. 

’Εκ τής διαφοράς ταύτης τών άρχικών όρισμών τών καμπύλων 
τούτων άπό τής κλασσικής, ήν άκολουθοΰμεν ήμεΐς, έπέρχεται 
σημαντική άπόκλισις ε(ς τήν σειράν τής έκθέσεως τών ιδιοτήτων 
τών έν λόγω καμπύλων· διά τήν σύγκρισιν καί τήν έκ ταύτης ώφέ- 
λειαν βλέπε: 

.ΙοητηαΙ <Ια> ΜαΙΙι. ι·1ύ»η·η(αίη·6 1890, σειράν άρθρων του Μ<>π·Ι.-- 
Λ ΊΥοαΙίιΐΒ οη Οοοιιινΐηαιΐ οοηίι'α ύπό Οοοίνκίιιιΐι καί \\'ο 11ο γ (1891), 
ώς καί τό τόσον άξιόλογον Ιργον τών Μϊΐηο καί Ιλτνίκ : (.'ιίηηι·- 
ΙτίίαΙ οοηίαι. 


Παραβολή — θεωρήματα 


θεώρημα 902 

2133. Λί έκ σημείου Ι’ αγόμενοι έφαπτόμεναι παραβολής σχηματίζουν 
ίοας γωνίας πρός τήν αυνδέουααν τύσημεΐον τούτο μετά τής εστία; ευθείαν 

καί μετά τή; έκ τού ίδιου 
σημείου παραλλήλου πρό; 
τόν αίονα τής καμπύλης. 

Είναι δέ ή πρώτη ευ¬ 
θεία διχοτόμο; τής γωνίας 
τών εστιακών αχτίνων εις 
τά σημεία επαφής, 

ΐίΕστωσαν ΡΜ. ΡΝ αΐ' 
έφαπτόμεναι καί ΡΗ η 
παράλληλος πρός τόν- 
άξονα. 

1) θά δείξωιιεν πρώ¬ 
τον δτι γιον.ΖΡΝ ΗΡΜ. 

"Εστωσαν Ε καί θ 
τά συμμετρικά σημεία 
τής έστίας πρός τάς έφα- 
πτομένας. Γά . σημεία 
ταΟτα άνήκουν εις τήν 
διευθετούσαν τής παρα¬ 
βολής ((»., η" 695), αΙ δέ 
προβολαί I καί Κ τής 
έστίας έπί τών έφαπτομένων είναι σημεία τής έφαπτομένης εις 
τήν κορυφήν τής καμπύλης (Ο.,, π" 697). 

Επειδή ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΡΖ διέρχεται διά τών ση¬ 
μείων I καί Κ, έκ τού έγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΖΙΡΚ θά 
έχωμεν 

ΚΡΖ ^ ΚΙΖ καί Κ1Ζ ~ ΗΡΜ 

βφοΰ αί δύο τελευταίοι γωνίαι έχουν τάς πλευράς των καθέτους* 
Επομένως 



ΚΡΖ ΖΡΝ ΗΡΜ. 
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21 θά.δείζωμεν δτι γων. ΡΖΜ=ΡΖΝ. 

Επειδή 

/χ χχ /χ χχ 

ΡΖΜ = ΡΕΜ, ΡΖΝ = ΡΘΝ, 

•ώς έκ τής συμμετρίας, καί 

ΡΕΜ = 90» + ΡΕΘ = 90” + ΡΘΕ = ΡΘΝ, 

XX XX 

άφοΰ ΡΕΘ = ΡΘΕ έκ τοΰ Ισοσκελούς τριγώνου 
ΕΡΘ (ΡΕ = ΡΖ = ΡΘ), 

Επεται ΡΖΜ = ΡΖΝ. 


Θεώρημα 902—1 

2133 α. Ή άπόστασις τής εστίας παραβολής άπο τής κορυφής περί· 
ξεγραμμένης εις αυτήν γωνίας είναι μέθη ανάλογος των εστιακών αχτί¬ 
νων είς τά σημεία έπαφής. 

Κατά τό προηγούμενον θεώρημα, 'θά Ιχωμεν : 


ΝΡΖ = ΗΡΜ = ΕΜΡ (ΖΜ παραλ. τής ΡΗ) = ΡΜΖ 


καί όμοίως 


Ρ'ΝΖ = ΜΡΖ. 


Είναι δηλ. τά τρίγωνα ΝΡΖ καί ΜΡΖ δμοια καί έπομένως 


ΖΜ _ ΖΡ 
'ΖΡ - ΖΝ 


ή ΖΡ-=:ΖΜ. ΖΝ. 


2133β. Πόρισμα. Ή άπόστασις τής εστίας παραβολή; άπό εφαπτο¬ 
μένης αυτή; είναι μέση ανάλογο; τή; εστιακή; άποστάσεως τοΰ σημείου 
έπαφής καί τής ήμιπαραμέτρου τής παραβολή; (= εστιακής άποστάσεως 
τής κορυφής τής παραβολής). 

■ Αρκεί νά άντικατασταθή ή μία τών έφαπτομένων τής προη- 
γουμένης προτάσεως διά τής Εφαπτομένης εις τήν κορυφήν τής 
καμπύλης. 

Θεώρημα 903 


2134. Αί έφαπτόμεναι παραβολής, αί έκ σημείου Ρ τής διευθετού· . 
σης αυτής άγομε ναι, είναι κάθετοι έπ’ άλλήλας. Ή δέ χορδή επαφών 
διέρχεται διά τής εστίας καί είναι κάθετο; έπί τήν συνδέουσαν τό ση- 
μεϊον I μετά τή; εστίας ευθείαν. 

Διά τήν άγωγήν τών έκ τοΰ Ρ έφαπτομένων, γράφομεν περι¬ 
φέρειαν μέ κέντρον Ρ καί άκτϊνα ΡΕ. Αί κάθετοι ΙΜ, ΘΝ όρίζουν 
τά σημεία έπαφής (Ο., η” 703). 

ΑΙ γωνίαι ΡΕΜ, ΡΙΜ είναι όρθαί, ώς καί ή γων. ΡΕΝ· αί 
εϋθεϊαι, έπομένως, ΕΜ, ΕΝ κεϊνται είς τήν προέ^τασιν ή μία 
τής άλλης. Διέρχεται δηλ. ή χορδή έπαφών ΜΝ διά τής εστίας 
καί είναι κάθετος έπί τήν εύθεΐαν ΡΕ. 
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Τήν άνωτέρω πρότασιν πσριζόμεθα καί έκ τοΰ δευτέρου μέρους 

τής προηγρυμένης άσκήσεως 
Επειδή α) έφαπτόμεναι, ου- 
σαι κάθετοι έπί τάς ευθείας 
ΕΙ καί Εθ, κατ' άνάγκην θά 
τέμνωνται κατ' όρθήν γωνίαν, 
άφοΰ ή γωνία ΙΕΘ είναι όρθή, 
»ς έγγεγραμμένη εις ήμιπερι- 
φέρειαν. 

Παπατήρηοις. Έκ τών προη¬ 
γουμένων έπεται δτι ή διευθε¬ 
τούσα παραβολής είναι ό τό¬ 
πος τών σημείων τομής των 
καθέτων έφαπτομένων τής 
καμπύλης ή, δπερ τό αύτό, 
τόπος τών κοινών σημείων τών 
έφαπτομένων, δι' άς η χορδή 
τών έπαφών διέρχεται διά τής 
έστίας. 

Θεώρημα 904 

Σϊ. 1330. 2135 · Τό άθροισμα τών αν¬ 

τιστρόφων τών · τμημάτων εστια¬ 
κής χορδής παραβολής είναι σταθερά ποσότης. 

“Εστω ΜΕΝ ή χορδή· Θά δείξωμεν δτι τό άθροισμα 

1,1 ΕΜ + ΕΝ ΜΝ 

"ΕλΓ + ΕΝ 'Ρ.Μ". ΕΝ ΕΜ . ΕΝ 



είναι σταθερόν. 
Φέρομεν τάς 



Σχ. 1331. 


έφαπτομένας ΘΜ, ΘΝ. Κατά τά προηγούμενα 
(§ 2134, ΙΙαραχιιρι/ηις), τό σημεϊον θ εύρίσκε- 
, · ται έπϊ τής διευθετούσης καί ή γωνία ΝΘΜ 
εΤναι όρθή, ή δέ Εθ είναι κάθετος έπί τήν 
ΜΝ. Επομένως : 

ΕΜ.ΕΝ Εθ» 

καί διά τήν άπόδειξιν τής προτάσεως άρκ· ί 
ΜΝ 

νά δειχθή δτι ό λόγος εινΰι σταθερός. 

Γνωρίζομεν δτι 

Βθ ΘΞ---ΘΓ ή ΒΓ . 2 . θ Ε ΜΡ, 

δπου ΜΡ κάθετος έπί τήν ΓΝ. Άφ’ ετέρου, 
τά ορθογώνια τρίγωνα ΔΕΘ καί ΝΜΡ είναι 
δμοια, ώς ϊχοντα τάς πλευράς των καθέτους· 
επομένως 


ΜΝ ΜΡ 2 ΘΕ 
ΘΕ ΕΔ ΕΔ 


ΜΝ _ 2_ 
ΘΕ* ΕΔ ’ 


ποσότης σταθερά. 
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2 2 112 
2136.. Παααχήρηαις. = —. Επομένως: =·— ή : 

Τό άθροισμα τών άντιστρόφων τών δύο τμημάτων έστιακής 
χορδής παραβολής είναι ίσον πρός τό διπλάσιον τοΟ άντιστρόφου 
τής παραμέτρου αύτπς. 

θεώρημα 905 


2137. Έάν είς τήν εστίαν παραβολής ύψώσωμεν κάθετον επί τόν 
άξονα καί λάβωμεν επ’ αυτής δυο τμήματα ΕΜ, ΕΝ 
ίσα καί εκατέρωθεν τής εστίας κείμενα, -τά σημεία 
Μ, Ν καί αί προβολαί αυτών Γ, Δ έπί τυχούσης 
εφαπτομένης τής καμπύλης είναι κορυφόί τραπεζίου 
σταθερού έμβαδοΰ. (Λ'. Λ., 1845, σ. 363). 




\τ/ 

ίψ 

Α'\π: 
\ 1·ν 


ϊχ. 1333. 


Επειδή (§ 1566) 

(ΜΓΔΝ) = ΜΝ . ΒΡ = σταθερόν, 

άφοϋ τό μέσον Β τής πλευράς ΔΓ εύρίσκεται 
έπΐ τής έφαπτομένης είς τήν κορυφήν (§ 2134). 

Πρόβλημα 905—1 | 

2138. ΕΙς τήν εστίαν Ε έλλείψεως ύψοϋμεν κά¬ 
θετον έπί τόν μέγαν αυτής άξονα καί έπί ταύτης 

• λαμβάνομεν δύο τμήματα ΕΜ, ΕΝ ίσα καί εκατέ¬ 
ρωθεν τής εστίας κείμενα.. Ζητείται όπως άχθή έφαπτομένη τής έλλεί- 
-ψεως τοιαύτη, ώστε τά τραπέζιον τών Μ, Ν καί των προβολών Γ, Δ 
αυτών έπί τήν ευθείαν ταύτην νά έχη εμβαδόν δοθέν 1ι ! . 

Ή προβολή τής έστίας έπί τήν έφαπτομένην, δηλ. τό μέσον Β 
τοΰ τμήματος ΓΔ, κεΐται έπί του πρωτεύοντος κύκλου. Διά τήν 
κατασκευήν έπομένως τοΰ σημείου τούτου καί τήν λύσιν τοΰ προ¬ 
βλήματος, εύρίσκομεν τήν τομήν Β τής περιφέρειας ταύτης καί 
παραλλήλου πρός τήν ΜΝ, εις άπόστασιν άπ’ αύτής άγομένην 
ΐσην πρός 

Ιί’ 

ΒΡ = —— 

ΜΝ 

Σημείωσες. ΑΙ τόσον στοιχειώδεις λύσεις τών 
ζητημάτων τών §§ 2137 καί 2138 ύπεδείχθησαν 
ύπό τοΰ Τοι-ςιιειη. (Λ'. Λ., 1845, σ. 365). 

Θεώρημα 906 

2139. Πάσα εστιακή χορδή παραβολής είναι τε¬ 
τραπλάσια τής εστιακής άκτίνος είς τό σημείον επα¬ 
φής τής πρός τήν χορδήν ταύτην παραλλήλου εφα¬ 
πτομένης τής καμπύλης. (Λ'. Λ., 1877, σ. 335 καί 
1878, σ. 91). 

Φέρομεν τάς καθέτους ΑΓ, ΒΙ, ΜΡ έπί τήν Σ *· 1333. 

διευθετούσαν τής παραβολής· ή ΜΡ, προεκτεινο- 
μένη, διέρχεται διά του μέσου θ τής ΑΒ (Ο·· η* 

706, 2). ■'Αρα 

2. ΘΡ = ΑΓ + Β! = ΑΕ + ΕΒ =τ ΑΒ. 




1126 


Επειδή τό τρίγωνον ΕΜΤ είναι Ισοσκελές — άφοϋ ΕΜΤ = 

ΘΜλ' = Ε^ΤΜ — θά είναι 

ΕΜ = ΕΤ = ΘΜ = ΜΡ, ΡΘ=2.ΕΜ, 
καί έπομένως 2 ΘΡ ή 4 ΕΜ = ΑΒ. 

Σ-ημΐίωσίί. Τό θεώρημα είναι του δοηόαί, καθηγητοΰ είς Αηαβεν- 
τό όνομα αύτοΟ άνεφέρετο συχνά είς τά -V. Λ.,τών έτών 1875-1880. 

Θεώρημα 907 

2140. Τό μεταξύ δύο σταθερών έφαπτομένων παραβολής τμήμα με¬ 
ταβλητής έφαπτομένης αυτής, 
φαίνεται έκ τής εστίας ύπό στα¬ 
θερόν γωνίαν. (Τναϋέ ά. 
μνο). (Ιΐβ (ίουινβ» τοΰ ΡοηοεΙεί, 
τόμ. I, π° 466, 467. Κατά τόν 
ΡοηοεΙεί, τό Θεώρημα τοΰτο, ώς 
καί τό έπόμενον (§ 2141), άνή- 
κουν είς τόν Ι,&ιηδεΓί). 

Ή άπόδειξις είναι Ανάλο¬ 
γος έκείνης 8ιά τήν έλλειψιν. 

Προβάλλομεν τήν έστίαν 
έπΐ τάς τρεις έφαπτομένας 
κατά τά σημεία Μ, Θ, Ν, κεί¬ 
μενα έπί τής έφαπτομένης είς 
τήν κορυφήν (§ 2134). 

Επειδή τό τετράπλευρου 
1314. ΕΘΔΝ είναι έγγράψψον. θά 

ϊχωμεν 

γων. ΒΘΜ = ΝΘΔ — ΝΕΔ 
καί έκ τοΰ όμοιος έγγραψίμσυ ΘΕΜΒ, 

-γων. ΒΘΜ — ΒΕΜ. 

Έπομένως : 

γων. ΒΕΔ = ΜΕΝ. 

Είναι δηλ. ή γωνία καθ’ ήν φαίνεται τό τμήιια ΒΔ έκ τής 
εστίας ίση πρός τό χαρα.Ί/.ί/ρωμα τ ή; γωνία ; τΛΐ' δύο οχα&ερών έγα- 
ντόμινων. 

Θεώρημα τον ίαπώιτί 907—1 

2X41. Ή περιγεγραμμένη περιφέρεια είς τό τρίγωνων ΒΓΔ (σχ. 1:334) 
διέρχεται διό τής εστίας. 

Επειδή αί είς τά Ε καί Γ γωνίαι είναι παραπληρωματικοί. 
(Βλ. έπίσης έπμ. § 2166). 

Τΰ όοθοχεντοον τριγώνου (ΒΓΔ) χεριγεγραμμϊνοτ εΐ; χαραβο/.ήν εϊρί- 
ηχεται ε.ιί χή; διεν&εχοϊσηί αίχής. (Βίείπετ). 


. 13·.*. -τ,μ. μ ε τ. Έπειϊή τό -τ,μείον Ε είναι τό τημεΐον τού 5ιι·ίηε: 
(ή Μίηιιεί) τοΰ πλήρους τετράπλευρου τών τεοοάρων εϋΊειών ΓΒ. ΓΑ 
11Λ. 3ΙΝ καί κατά τήν !ί 7Ρ3 α. 1τ,;ιε;ιο;ις: 

3) Ο! .τόδείχιον Ικ τοΰ Ρ (= Ε ίνιαΐδα) χαΟέχων επί τά,- χέοσαρα; εί·- 
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2142. Σημείωσες. Έκ τών θεωρημάτων τούτων δυνάμεθα νά 
συναγάγωμεν πλήθος πορισμάτων. (Βλ. ΡοηεεΙεΙ, Τταιίέ κλπ., τομ. 
I, η» 465 καί έπόμ. ΑρρΙΐεαΙϊοη» ά'ΑηαΙυβε εΐ άβ βέοτηέΐτίε, τόμ. II, 
σ. 461 καί έπμ.). 

θεώρημα 908 

2143. Διά τήν σχεδίασιν τον ζυγού μια; ατμομηχανής, γνωστών δν· 
των τον ήμίσεος μήκους ΑΡ 
καϊ τον ήμίσεος πλάτους 
ΡΜ=ΡΝ, Βιαιροΰμεν τά μήκη 
ΑΡ καί ΜΡ εΙς τμήματα ίσα 
καϊ τοϋ αυτού πλήθους. Διά 
των σημείων διαιρέσεως τού 
μήκους ΜΡ φέρομεν παραλ¬ 
λήλους πρώς τόν άξονα ΑΡ 

αΐ ένοΰμεν τό σημείον Ν μέ 
ά σημεία βιαιρέσεως Γ, Δ¬ 
ον άξονος. 

Δείξατε άτι αΐ τομαί τών 
άχθειαών παραλλήλων καί τών 
αντιστοίχων πρώς αΰτάς ευ¬ 
θειών ΝΓ, ΝΔ .. . είναι ση¬ 
μεία παραβολικού τόξου ΑΒΜ. 

Διά τά σημεϊον Β, έπί 

3 

παραδείγματι, Θά έχωμεν ΒΓ = —ΜΡ, έκ δέ τΟν όμοιων τριγώ¬ 
νων. ΒΓΔ, ΡΔΝ λαμβάνομεν: 

ΓΔ _ ΒΓ 
ΔΡ - ΜΡ 

Άλ'λ' είναι 



= Τ κ«ι γδ = ^-δρ = -^(4-αρ)^^αρ. 


ΑΓ = 4-ΑΡ- ΓΔ = 1|-ΑΡ -4-ΑΡ^^-ΑΡ 
5 25 25 25 


καί ώς εΤδομεν 

Επομένως: 

ΒΓ* 
ΜΡ» = 


ΒΓ 


ΜΡ 


_9_ 

25 


ΑΓ 

ΑΡ 


ή ΒΓ» = ΑΓ 


ΜΡ» 


ΑΡ 


ΑΓ.ο. 


Λείας χεϊνιαι έπ' ευθείας Κ, ήτις είναι προφανώς ή έφαπτομένη εις τήν 
κορυφήν τής παραβολής. 

4 καϊ 5) Τα δρθόχεπρα τών τεοοάρω» τριγώτω» χεΓνται ία* ευθείας 
Η.’ παραλλήλου προς την Ε · διέρχεται δε ή Κ δια τον μέσου τής καθέτου 
άποσχάοεως τον Ρ(=Ε) από τής Ρ. 

Είναι επομένως ή Κ' ή διευθετούσα τής παραβολής, 

Τά θεωρήματα 3), 4) καί θ) άποδέικνϋομεν πολύ εύχόλως θεωροϋντες 
τήν ευθείαν Ε ώς τήν ευθεία» Βίτπβοη τού Ε Ιν οχέοει πρός τό έγγε- 
γραμμένον τρίγωνον ΒΓΔ. 
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καί τό σημεΐον Β δύνσται νά θεωρηθή άνήκον είς παραβολήν τής 
όποιας ή έξίσωσις πρός τούς άξονας ΑΧ, ΑΥ, συμπίπτοντας πρός 
τάς διευθύνσεις ΑΡ, ΑΙ, είναι ν* = οχ. 

2144. Χρησιμοποιείται έπίσης και ό Ακόλουθος τρόπος χα- 

ράξεως: 

Συνδέομεν δι’ ευθειών 
Γ , , ίΔ « >ΐί Τό σημεΐον Α μετά τών ση- 

* 7 7^ ^ ΡίΙων 1,2... (Σχ. 1336)· 

-* :-V—- τά σημεία, καθ’ ά αΐ εύ- 

·» —- θεΐαί αδται τέμνουν τάς έκ 

. / _ τών Αντιστοίχων σημείων 

ί //διαιρέσεως έπί τής ΑΕ άγο- 
' μένας παραλλήλους πρός 

± -ρ-τόν άξονα, Ανήκουν είς πα¬ 

ραβολήν. 

ϊχ · 1336 · Επειδή ΘΑ Εχωμεν πάλιν: 

ΒΓ _ 3_ ΒΓ» _ _9^ 
ΜΡ _ 5 * ΜΡ» 25 

καί έκ τών όμοιων τριγώνων ΑΒΓ, ΑΔΕ 
ΑΓ ΒΓ 3 
ΕΔ — ΑΕ — 5 ' 

3 3 

Επειδή ΕΔ = — ΕΜ = — ΑΡ, λαμβάνομεν 


ΒΓ» = ΑΓ. 


= ΑΓ.ο. 


Γράφουν δηλ. πάλιν τά σημεία Β παραβολήν. 



Σϊ. 1337. 


θεώρημα 909 

2146. Δείξαιτ οι' άπ’ 
ευθείας μεθόδου, ότι τό 
χαμπυλόγραμμον τρίγωνον 
ΜΒΝΔΜ, τό οχηματιζόμε- 
νον ύπό παραβολικού τό¬ 
ξου καί τών είς τά άκρα 
του έφαπτομένων, είναι τό 
τρίτον τοϋ παραλληλο¬ 
γράμμου τού χατασκευα- 
ζομένου έπί τής χορδής 
τών έπαφών ΜΝ καί τοϋ 
τμήματος ΒΕ τής συζυ¬ 
γούς πρός την χορδήν τού¬ 
την διαμέτρου· καί ότι τό 
παραβολικόν τμήμα ΜΒΝ 
είναι Ισοδύναμον πρός τά 
δύο τρίτα τού παραλληλο¬ 
γράμμου αΰτού. 


Ώς γνωστόν, ΜΕ= ΕΝ, ΒΕ = ΒΔ κάί τό τρίγωνον ΜΔΝ είναι 
Ισοδύναμον πρός τό παραλληλόγραμμον ΜΓΘΝ. 
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Τό παραβολικόν τμήμα ΜΒΝ είναι ή διαφορά άπό τοΰ τριγώ¬ 
νου ΜΔΝ τής έπιφανείας τής περιεχομένης μεταξύ τών έφαπτο- 
μένων ΔΜ, ΔΝ καί τής καμπύλης. 

Φέρομεν τήν έφαπτομένην ΑΒΖ, παράλληλον τής χορδής ΜΝ· 
ΜΝ 

δά Ιχωμεν ΑΖ = — ^ - καί τό τρίγωνον ΑΔΖ είναι τό τέταρτον 

τοΟ ΜΔΝ ή τό τέταρτον τοΰ παραλληλογράμμου. 

Φέρομεν, όμοίως, τάς έφαπτομένας ΙΙ', ΣΡ παραλλήλους πρός 
τάς χορδάς ΝΒ, ΒΜ. θά Ιχωμεν 

(ΙΖΙ) = -1(ΒΖΝ) = -ί(ΔΒΖ). (ΑΡΣ)=-Ι-(ΑΒΔ) 

καί έπομένως 

ΑΔ7 

8, = (1Ι'Ζ)+·(ΑΡΣ)=ί~. 

ΑΙ έφαπτόμεναι, αΐ παράλληλοι πρός τάς χορδάς ΝΚ, ΚΒ, δί¬ 
δουν δύο τρίγωνα τών όποιων τό άθροισμα είναι Τσον πρός τό 
τέταρτον τοΟ 1ΖΓ. 

ΑΙ δέ έφαπτόμεναι, αί παράλληλοι πρός τάς χορδάς ΒΛ, Λ Μ, 
δίδουν δύο άλλα μέ άθροισμα ίσον πρός τό τέταρτον τοΰ ΑΡΣ. 

Τό άθροισμα έπομένως τών τεσσάρων τούτων νέων τριγώνων 
είναι 

(ΙΖΓ) 4- (ΡΑΣ) _ 1 (ΑΔΖ)_(ΑΔΖ) 

4 — 4 ' 4 ~ 16 

"Ωστε, άν Ρ είναι τό έμβαδόν τοΰ παραλληλογράμμου: 
8,=(ΑΔΖ) = -£. 


δ., = (ΙΖΙ')4-(ΑΡΣ) = 


(ΑΔΖ) 


16 


Ρ_ 

4» 


8 ·=ιγ κ οκ · 

Εργαζόμενοι συνεχώς καθ’ δμοιον τρόπον (δι* άγωγής έφα- 
πτομένων παραλλήλων πρός τάς έπί μέρους χορδάς κλπ.), βλέπο- 
μεν ότι τό έμβαδόν τής έπιφανείας, τής περιεχομένης μεταξύ τής 
καμπύλης καί τών δύο έφαπτομένων ΔΜ, ΔΝ, είναι τό άθροισμα 
τών απείρων δρων μιάς γεωμετρικής φθινούσης προόδου, μέ πρώ- 
Ρ 1 

καί λόγον — < 1. Έπομένως 

Ρ 


τον δρον — 


8 -- 


>“■ 4 


_Ρ 

3 


Παραβ. τμήμα (ΜΒΝ) = - 2 -·Ρ. 


Παρατήρησα. Ή άνωτέρω άπόδειξις είναι κατ' έφαρμογήν τής 
μεθόδου τού ’Αρχιμήδους διΉαπίήσιως (§ 1902).Ό Αρχιμήδης έθεώ- 
ρησε ίαωττριχά τρίγωνα, άντί ΐξωτιριχων, διά τόν ύπολογισμόν τού 
έμβαδού τού παραβολικού χωρίου. 
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Ή μέθο&ος αΟτη ώνομάσθη 3ι' Ιξαπλήοιως, έκ τοΟ λόγου βη 
έξαντλοΟμεν, κατά τινά τρόπον, τόν μεταξύ τής καμπύλης καί τών 
έφαπτοΐ'^νών έπίπεδον χώρον. 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ ΚΑΙ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΥΣΑΙ 


Τόπος 910 

2146. Έκ τών διαφόρων σημείων περιφέρειας φέρομεν καθέτους έκ» 
ιυχοΰααν εύθεϊαν τού έπιπέδου της. Ποιος δ τόπος τών μέσων ιών κα¬ 
θέτων τούτων; 

Έστριβαν ΑΑ' ή περιφέρεια καί χ>· ή εύθεϊα. "Αν 2λ είναι ή 
άπόστασις τοΟ κέντρου άπώ τής εύθείας καί Ν τυχόν σημεΐον τής 
περιφέρειας, θά βχωμεν 

μΓ--1-ΝΓ = 1(2λ+ ΡΝ) = λ + ^· 

Άφ· έτέρου, έάν διαιρέσωμεν τάς τεταγμένας ΡΝ είς δύο Ισα 



μέρη, ό τόπος τών μέσων Μ είναι ϊλλειψις μέ μέγαν άξονα 
ΑΑ' = 2ρ καί μικρόν ΒΒ' = ρ (■**). Επειδή δέ μεταβαίνομεν έκ 
τών σημείων Μ ή Μ' είς τά σημεία τοΟ τόπου μ ή μ' δι’ άφαιρέ- 
σεως άπό τών μηκών ΓΜ ή ΓΜ' τοϋ σταθεροΟ κήκους λ, είναι 
Φανερόν δτι ό τόπος τών σημείων μ, μ'... είναι ϊλλειψις Ιση πρός 
τήν προηχουμένην καί προκύπτουσα έξ αότής διά τής μεταφοράς 

Α'α' (Α'α' = λ). 

Τύπος 911 

( 

2147. Τόποι τοΰ κέντρου τών ελλείψεων, .1) τών έφαπτομένων δύο 
ευθειών είς δύο δοθέντα αυτών σημεία καί 2) τοΰ χέντρον χαϊ τής 


133. 2 η μ. μ ε τ. Επειδή ή καμπύλη ΑΒΜΑ'Μ'ΒΆ είναι προφανώς 
προβολή επί τό έπίπεδον τής περιφέρειας άλλης ίσης πρός αύτήν καί 
διά τήν όποιαν ή γωνία τοΰ έπιπέδου της μετά τοΰ τής αρχικής είναι. 

ω = τοξ. συν —■ — 60®. 
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ε τέρας εστίας τών ελλείψεων, ιών έφαπτομένων δύο εύθετων χαί τών 
οποίων μία τών εστιών Ε' είναι δοθέν οημεΐον. 

1) Κατά τό Θεώρημα τής § 2081, ό τόπος τών κέντρων Ο τών 



έλλείψεον είναι ή εϋθεϊα ΒΡ διά τοΟ μέσου Β τής κοινής χορδής 
έπαφών ΜΝ (Σχ. 1339). 

2) Ό τόπος τής έστϊας Ε είναι εύθεΐα ΡΒ σχηματίζουσα μετά 
τής ΡΤ γωνίαν Τσην πρός τήν Ε’ΡΤ' 

(ΰεώρηηα τυΰ /’οηεαίβΐ). Επομένως, ό τό¬ 
πος τού κέντρου Ο είναι παράλληλος 
Οχ πρός τήν πρώτην εύθεϊαν καί διερ- 
χομένη διά τοΟ μέσου τής ΕΕ' ή του 
μέσου τής Ε'Ρ. 

2147 α. Παρατήρησα. Έφ’δσον ή έστία 
Ε άνέρχεται τήν εύθεϊαν (ε)=ΒΡ έπϊ 
τοσοΟτον καί ή άντίστοιχος Ελλειψις 
έπιμηκύνεται. Διά Ε = Ρ ή έλλειψις 
άπεπλατύνθη ε[ς τόν μέγαν άξονα αύ- 
τής Ε'Ρ. 

Διά θέσεις του Ε πέραν τοΰ Ρ, ώς' 
λ. χ. διά Ε = Β (Σχ. 1341), ή έλλειψις 
άποβαίνει ύπερβολή. Έστω Δ τό ση- 
μεΐον καθ’ β ή εϋθεϊα Οχ (= ΟΟ') 
τέμνει τήν κοινήν έφαπτομένην ΡΤ’ τών 
καμπύλων και Γ τό οημεΐον καθ’ 6 ή 
εύθεΐα Ε'Δ τέμνει τήν εύθεϊαν (ε) — τό¬ 
πον τών έστιών Ε. 

Επειδή τό οημεΐον Δ είναι τό κέν- 
τρον τής Οπερβολής μέ έστίας τό Ε’ ^ 

καί Γ, κεΐται δέ καί έπϊ τής έφαπτο- 
μένης αύτής ΡΤ’, Κπεται 6τι ή εύθεΐα 

αϋτη είναι άσύμπτωτος τής ύπερβολής ταύτης. Όμοίως, τό ση- 
μεΐον τοιιής τής έτέρας έφαπτομένης ΡΤ καί τής Οχ είναι τό κέν- 
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τρον έκείνης έκ τών θεωρουμένων ύπερβολών, ήτις Εχει χήν εύ- 
θε.'αν ΡΤ ώς άσύμπτωτον. 

Ή ευθεία, τέλος, Ε'ν, παράλληλος πρός άμφοτέρας τάς Ο.ν 
καί (ε) εύθείας, τέμνει τάς εύθείας ταύτας είς τό κοινόν έπ’ άπει¬ 
ρον σημεΐον αύτών. Ή άντίστοιχος καμπύλη έπομένως άποβαίνει 
παραβολή, άφοΟ τό κέντρον καί ή μία τών έσπών της άπεμα- 
κρύνθησαν· εις άπειρον (Ο., η° 690). 

Τόπος 912 

2148. Τόπος ιών σημείων ιών ίσον άπεχόνιων δύο περιφερειών 
(Ε. Κ). (Ε', ρ), ή μιας περιφερείας καί μιας εύθείας. 

1) Λνο περιφερειών. Έστω σημεΐον Μ' τοιοΰτον, ώστε Μ'Β—Μ'Β’. 
Επειδή 

ΜΈ - ΜΈ — ΒΕ — Β'Ε' = Κ. - ρ. 
ό τόπος τών σημείων Μ' είναι ή ύπερβολή μέ έστίας Ε, Ε' καί 



μέγαν άξονα 2α = Κ — ρ. Τό σημεΐον Α', μέσον τής ΔΔ', είναι ή 
μία τών κορυφών τής καμπύλης, άφοΟ Α'Ε- ΑΈ' = Κ — ρ, καί 
όμοίως τό μέσον Α τής Ε,Ε,' είναι ή έτέρα κορυφή αύτής· έπειδή 
ΑΕ' — ΑΕ - (ΑΕ,' — ρ) -* (ΑΕ, — κ) = κ — ρ. 

Καί τά σημεία Μ, διά ΜΓ =·ΜΓ', άνήκουν καί αυτά είς τήν 
καμπύλην· έπειδή 

ΜΕ' — ΜΕ = (ΜΓ' - ρ) (ΜΓ — Κ) = Κ — ρ. 

Ή ύπερβολή αυτή είναι ό τόπος (Τ) τών κέντρων τών περιφε¬ 
ρειών, τών έφαπτομένων έξωτερικώς τών περιφερειών (Ε) καί (Ε') 
(άοιστνοός κ/.ιίόυς Α'), ή τών έφαπτομένων έσωτερικώς άμφοτέρων 
καί περιβαλουσών αύτάς (όεξιό; κλάδος Α). 

Ό πλήρης τόπος (Τ) περιλαμβάνει καί μίαν δευτέραν υπερβο¬ 
λήν, τόν τόπον τών κέντρων Μ, Ν' τών περιφερειών, τών έφαπτο¬ 
μένων έξωτερικώς τής μιας τών περιφερειών (Ε), (Ε’) καί έσωτερι¬ 
κώς τής άλλης (περιβαλλουσών αύτήν). Πράγματι, 

ΝΗ = ΝΗ', άρα Ε'Ν - - ΝΕ = (ΝΗ + β) - (ΝΗ' - Κ) = Κ +Ρ 
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καί ΝΊ = Ν'Γ. άρα ΕΝ' — Ε'Ν' = (ΝΊ -{- κ) - (ΝΤ - ρ) = κ + Ρ- 

Τά σημεία Σ, Σ', μέσα τών Ε,Δ' καί Ε,'Δ άντιστοίχως, είναι 
αΐ κορυφαί τής δευτέρας ταύτης (έστιγμένης) ύπερβολής. Επειδή 

Ε'Σ — ΕΣ = (Δ'Σ + Ρ)-(ΣΕ, —Κ)=Κ+ ρ 
καί ΕΣ'— Ε'Σ'= (Σ'ΔΚ) — (ΣΕ,'— ρ). Κ + ρ. (1) 

Έάν ή μία τών περιφερειών 
(Ε), (Ε') είναι έσωτερική τής άλ¬ 
λης, δ τόπος άποτελεΐται έκ δύο 
έλλείψεων, 

2) Πεοιφερείας καί εν&εία;. Διά 
περιφέρειαν (Ε. ρ) καί εύθεϊαν 
χ ό τόπος άποτελεΐται έκ δύο 
παραβολών. 

"Εστω πράγματι ΔΛ παράλ¬ 
ληλος πρός τήν χ γ καί είς άπό- 
στασιν άπ' αυτής ΟΔ — ρ. Επειδή 
ΜΙ = ΜΚ, θά είναι καί ΜΕ = ΜΛ 
καί τά σημεία Μ θά γράφουν 
παραβολήν μέ εστίαν Ε, διευθε¬ 
τούσαν ΔΛ καί κορυφήν τό μέ¬ 
σον Α τής ΔΕ. 

Ή δευτέρα παραβολή ϊχει 
εστίαν τήν Ιδίαν καί διευθετού¬ 
σαν τήν συμμετρικήν τής ΔΛ 
πρός τήν χγ ευθείαν ΘΡ (έστιγ- 
μένην). Επειδή διά τά σημεία, δι’ Σ*. 1343. 

α ΝΗ = ΝΓ ή ΝΕ + ρ ΝΡ+ρ, 
θά είναι καί ΝΕ = ΝΡ. 

Ή κορυφή ταύτης είναι τό μέσον Α' τής Εθ. 

Ή διερεύνησις τών διαφόρων ειδικών περιπτώσεων είναι ένδια- 
φέρουσα καί άπηλλαγμένη δυσκολιών. 

Τόπος 913 

2149 . Τόπος τών κέντρων τών περιφερειών τών διερχομένων διά 
σταθερού σημείου καί έφαπτομένων δοθείσης περιφέρειας ή δοΛείσης 
ευθείας. 

Είναι ειδική περίπτωσις τού προηγουμένου προβλήματος· μία 
τών δοθεισών περιφερειών είναι περιωρισμένη εις τό κέντρον της- 
Άναλόγως δέ τής θέσεως τού σημείου, έντός ή έκτός τής περιφέ¬ 
ρειας, ό τόπος είναι δλλειψις ή ύπερβολή. (ί;., η°* 615 καί 649). 

Τόπος 914 

2150. Διά τών σημείων, είς <Ί μεταβλητή εφαπτομένη παραβολής 
τέμνει δυο άλλας σταθερός έφαπτομένας αυτής, φέρομεν παραλλήλους 
πρός τός έφαπτομένας ταύτας. Ποίος ό τόπος τού κοινού σημείου τών 
παραλλήλων τούτων; 






1134 


Ό ζητούμενος τόπος είναι ή χορδή ΑΓ τών έπαφών. 
Πράγματι, Εστω Η τυχόν σημεϊον τής χορδής ταύτης καί 
ΗΔ, ΗΕ, παράλληλοι πρός τάς δοθείσας έφαπτομένας. θά Εχω- 

μεν έκ τών όμοιων τριγώ¬ 
νων ΓΕΗ, ΓΒΑ : 

ΓΕ ΓΗ 
ΕΒ ~ ΗΑ 

καί έκ τών έπίσης όμοιων 
ΑΔΗ, ΑΒΓ καί τοΟ παραλ¬ 
ληλογράμμου ΒΔΗΕ. 

ΓΗ _ ΔΒ 
ΗΑ — ΑΔ' 

Επομένως 

ΓΕ ΔΒ 
ΕΒ ~ ΔΑ 

καί ή ευθεία ΕΔ θά είναι 
κατ’ άνάγκην Εφαπτομένη 
τής παραβολής (Ο., η°* 710 
καί 712). 

Τύπος 915 



2151. Τόπος τών εστιών καί. κορυφών τών παραβολών τών έχουσών 
δοθεϊσαν διευθετούσαν καί διερχομένων 
βιά σταθερού σημείου ή έφαπτομένων δο- 
θείσης ευθείας. 

1) Επειδή τό σημεϊον Μ Θά άπέχη 
ίσον άπό τής έστίας Ζ καί τής διευθε- 
τούσης ΛΔ, ό τόπος τοΟ Ζ θά είναι ή 
περιφέρεια μέ κέντρόν Μ καί άκτϊνα 
τήν άπόστασιν ΜΛ τοΟ Μ άπό τής 
διευθετούσης. 

Άφ’ ετέρου ή κορυφή Α τής Αντι¬ 
στοίχου παραβολής είναι τό μέσον τής 
Εστιακής άποστάσεως ΖΔ άπό τής διευ- 
θετούσης. Ό τόπος έπομένως τοΟ ση¬ 
μείου Α είναι Ιλλειψις (§ 2146), μέ 
μέγαν άξονα αα' = 2 . ΛΜ καί μι¬ 
κρόν ΜΛ. 

2) Έστωσαν ΤΡ ή σταθερά Εφαπτο¬ 
μένη καί ΔΛ ή διευθετοΟσα (σχ. 1346). Έάν Ζ ή έστία τής παρα¬ 
βολής, τό συμμετρικόν ταύτης σημεϊον Ν πρός τήν έφαπτομένην 
ΤΡ κεϊται έπί τής διευθετούσης. 

Έπομένως γων. ΖΡΜ = ΝΡΜ καί ό τόπος τοΟ σημείου Ζ είναι 
εύθεία ΡΣ, συμμετρική τής διευθετούσης πρός τήν έφαπτομένην ΡΤ. 

3) Διά τόν τόπον τών κορυφών Ο τών παραβολών τούτων, πα- 
ρατηροΟμεν δτι τά σημεία ταϋτα είναι μέσα τών καθέτων Απο¬ 
στάσεων ΖΔ, Ζ'Δ' άπό τής διευθετούσης. Κεϊνται έπομένως έπί 







1135 


Ευθείας ΡΟ, διερχομένης διά τοϋ Ρ καί τοΰ τυχόντος Ο έξ 
■αύτών. 



Τόπος 91Θ 

2152. Τόπος ιών σημείων τών οποίων τό άθροισμα ή ή διαφορά 
ιών αποστάσεων από δαθέντος σημείου και από δοθείσης ευθείας είναι 
δεδομένον μήκος λ. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 76). 

Τόπος 917 

2163. Τόπος τών σημείων τών οποίων τό γινόμενον τών αποστά¬ 
σεων άπύ δύο καθέτων επ’ άλλήλας ευθειών είναι δοθέν Ιί’. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 78). 

Έάν αΐ δοθεΐσαι εύθεϊαι δέν είναι όρθογώνιοι, ό τόπος είναι 
υπερβολή μέ άουμπτώτους τάς εύθείας ταύτας. 

Τόπος 918 


2154. Είς τραπέζιον, ή μεγαλειτέρα βάσις είναι σταθερά, θέσει καί 
μεγέθει, ή μικρότερα ώρισμένου μήκους καί τό άθροισμα τών δύο άλ¬ 
λων πλευρών σταθερόν. Ποιος δ τόπος τοϋ κοινού σημείου Ο τών δια¬ 
γώνιων αύτοΰ; 

"Εστωσαν ΑΔ = α, ΒΓ = β, ΑΒ + ΔΓ = λ. 

Διά τοϋ σημείου Ο φέρομεν παραλλήλους πρός τάς πλευράς· 
θά Εχωμεν: 

ΑΕ = ΟΘ = ΟΗ=? ΔΖ 
καί ΟΕ = ΑΘ, ΟΖ = ΔΗ. 


Ηθ 


2 αβ 
α + β 


1 ) 


(§ 11») 
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. ΑΕ ΔΖ· “Ρ 

ο + Ρ 

Είναι δηλ. σταθερά σημεία τά Ε καί Ζ διά πάσαν θέσιν τού Ο 
Άφ' ετέρου : 


ΘΑ α 
ΘΒ Γ β 

καί όμοίως 
Επομένως : 


.. ΘΑ 
Π ΑΒ 


α + β 
ΔΗ ■ΔΓ. 


α 

α + β 


ΟΖ + ΟΕ-- (ΑΒ+ΔΓ)- α -°- β - 


ΘΑ ----- 


αλ 

α + β’ 


ΑΒ. 


σ 

α+β 


σταθ. 



καί ό τόπος ταΟ σημείου Ο είναι έλλειψις, μέ εστίας τά σημεία 

Ε. Ζ καί μέγαν άξονα ίσον πρός ■ ° λ . 

α + β 


Τόπος 918—1 


2155. Τόπος τοίι σημείου 1\, τομής ,τιϋν ιιή παραλλήλων πλευρών 
τού προηγουμένου τραπεζίου, όταν τύ άθροισμα τών διαγώνιων αυτοί 
είναι σταθερόν λ. Σχ. 1347). 

ΑΡ ΚΛ4’=: ΚΝ ΔΣ — ° (§1199) 

' α - - β 

καί τά σημεία Ρ καί Σ είναι τά σταθερά ένταΰθα σημεία. 

Επίσης : 


ΑΜ ΚΜ 


ΑΓ, ΒΓ α — β 


α α 

, ΑΜ.^ΑΓ. 


'α- β 


ομοίως 

καί επομένως: 


ΔΝ — ΣΚ - ΒΔ . 


α - β 


(ΚΡ + ΚΣ) — (ΑΓ + ΒΔ) 


κλπ. 


αλ 


α — β α — β 


• σταθ. 


ΙΙαηατήρηαις. Τά προηγούμενα δύο ζητήματα συνοψίζονται είς 
τό επόμενον θεώρημα κατά άπλοϋν καί γενικόν τρόπον : 
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Θεώρημα 918—11 

2156. Έστω ΑΔ σταθερόν, θέσει καί μεγέθει, εύθύγραμμον τμήμα 
καί ΒΓ άλλο, σταθερού μήκους, παράλληλον προς τό πρώτον καί τοιοΰ- 
τον ώστε είς πάσαν θέσιν αΰτοϋ νά είναι 

ΑΒ + ΔΓ = X, σταθερόν μήκος. 

θεωροΰμεν τώρα τρίτον τμήμα ΜΕΘ παράλληλον πρός τά δύο πρώτα, 
σταθερού έπίσης μήκους καί άγόμενον διά τών σημείων Ε καί Θ τών 

ΑΕ Δθ μ 

ΑΒ καί ΔΓ, βιά τά όποια -==- — _ = — , σταθερός λόγος. Δει- 

£<□ σΐ ν 

ξατε δτι τό σημεΐον Μ τοϋ τρίτου τούτου τμήματος γράφει ελλειψιν, 
τής οποίας τό κέντρον Ο καί αί έστίαι Ε, Ε' όρίζονται δι’ αγωγής έκ 
τοϋ Μ ευθειών παραλλήλων πρός τήν διάμεσον ΝΡ καί πρός τάς πλευ¬ 
ράς ΛΑ, ΝΔ τοΰ (μεταβλητού έκάστοτε) τριγώνου ΔΝΑ τοϋ σχήματος. 



Πράγματι, παν σημεΐον τοϋ κινητού συστήματος γράφει Ελλει- 
ψιν, πάσαι δέ αί Ελλείψεις αΰται είναι δμοιαι. 

Διά τό σημεΐον Τ, Επί παραδείγματι, Εχομεν (ΒΓ=β, ΔΓ=α): 

ΔΓ + ΓΡ· = ΔΓ + ΑΒ = λ καί ΔΡ' = ΔΑ + ΑΡ' = α + Ρ- 

Είναι Επομένως τά Δ καί Σ' αί Εστίαι καί λ ό μέγας άξων τής 
Ελλείψεως, ήν γράφει τό Γ. 

Διά τό Ν. 

ΑΝ _ ΔΝ α ΑΝ + ΔΝ ΑΝ+ΔΝ α 
ΝΒ — ΝΙ-β ' ΝΒ + ΝΓ λ — (ΑΝ-(-ΔΝ) β 

ή ΑΝ -4- ΔΝ = = σταθ. 

α + β 

Τά σημεία Α καί Δ είναι αί Εστίαι τοΟ τόπου τοϋ Ν. 

Διά τά σημεία Η, φΕρομεν παραλλήλους πρός τάς διαγωνίους: 

ΡΗ ΙΗ _ ΑΕ ΑΕ ΑΒ μ β + α 

ΝΡ — ΑΝ ~ ΑΝ ~ ΑΒ ’ ΑΝ — μ + ν ' α “ σταθ ' 

καί τό Η γράφει όμοιόθετον Ελλειψιν τής ώπό τοΰ Ν γραφομένης 
(κέντρον Ρ, λόγος λ). Ταότης Εστίαι είναι προφανώς τά σημεία 
I καί Κ. 

Τά σηαεΐον Μ γράφει τήν διά τής μεταφοράς ΗΜ τής Ελλεί¬ 
ψεως — τόπου τοΟ Η (άφοϋ ΜΗ = σταθερόν μήκος) παραγομένην 
Ελλειψιν. Έκ τής αύτής μεταφοράς τών σημείων 1 καί Κ, προκύ¬ 
πτουν αί Εστίαι Ζ καί Ζ' τής Ελλείψεως, ήν γράφει τό Μ. Τό 

Γ*»μπρία 72 
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Αθροισμα ΜΖΜΖ'= μήκος μεγάλου άξονος ταότης, λαμβάνεται 
έκ τών σχέσεων 

ΜΖ=ΕΑ, ΜΖ'=ΘΔ, ΜΖ + ΜΖ'=ΕΑ + ΔΘ 


ΕΑ Δθ ΕΑ+ΔΘ 
ΑΒ — Δ1 λ 


Επομένως: 


ΜΖ + ΜΖ' = 


_λμ_ 

μ + ν 


μ . 

μ + ν ’ 


Τύπος 918-111 


2166 α. Τόπος τού κοινού σημείου τών διαγώνιων τραπεζίου περι- 
γεγραμμένου είς ημιπεριφέρειαν καί τού οποίου ή απέναντι τής διαμέ¬ 
τρου πλευρά μεταβάλλεται. 

1.) Έστω Κ τό σημεϊον τούτο- θά Εχωμεν 


ΑΚ 

ΒΕ 


ΔΚ 

ΓΡ 

ΑΚ = 

ΒΕ . ΓΡ 

4Β 

“ ΓΒ ' 

ΓΒ 

ΡΚ 

ΓΡ 

ΡΚ = 

ΒΕ. ΓΡ 

ΒΕ 

_ ΓΒ ’ 


ΓΒ 



Είναι 6ηλ. τό Κ μέσον τής ΑΡ (§ 1246 α) καί ό τόπος του 
Ελλειψις, Εχουσα τήν ΒΓ διά μέγαν άξονα καί διά μικρόν τήν 

ΟΗ = ~ (§ 2146). 

2) Τού όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, αΐ ΒΔ, ΓΕ καί ΑΡ κεϊνται 
Επί τών συμμετροδιαμέσων αότοΰ- κατ’ άνάγκην Επομένως τέμνον- 
ται είς τό αύτό σημεϊον Κ (τού Ι>«ιηοϊηε). 

Τύπος 918—IV 

2166β. (Έκ δοθέντος σημείου Μ έλλείψεως κέντρου Ο φέρομεν κα¬ 
θέτους έπί τους άξονας αύτής. Δείξατε δτι ή εύθεϊα ήτις συνδέει τά ση¬ 
μεία Ρ, Π τών καθέτων τούτων διέρχεται διά σταθερού σημείου Ν 



1139 


και δ« 6 τόπος τοΰ σημείου Ν, δίαν τό Μ διαγραφή τήν καμπύλην, 
είναι Ιλλκιψις μέ κέντρον Ο) ( 1ϊ4 ). 

Τύπος 919 

2157. Είς τυχόν σημεΐον Μ έλλείψεως φέρομεν την έφαπτομένην 

αυτής ΜΤ, ιέμνουσαν τόν μικρόν 
άξονα είς Τ. Ποιος ό τόπος τής 
προβολής τοΰ σημείου Τ έπί τήν 
εστιακήν ακτίνα ΖΜ; (Μαηηΐιεΐπι, 
Λ\ Α., 1862, σ. 126, η» 614, Λύ¬ 
σεις είς σ. 172 καί 316). 

Έκ τής έτέρας έστίας Ζ' φέ¬ 
ρομεν κάθετον Ζ'Δ έπί τήν έφα- 
πτομένην καί προεκτείνομεν αύ- 
τήν μέχρι τής συναντήσεώς της 
Ε μετά τής περιφερεΙας (Ζ, 2 α). 
ΓνωρΙζομεν δτι θά είναι ΔΕ=ΔΖ' 
καί δτι ή εύθεϊα ΖΕ =2 α ΘΛ 
διέρχεται διά τοΰ σημείου έπο¬ 
ψής Μ, 

"Αλλ' έπειδή Ζ'Τ=ΖΤ=ΤΕ, 
τό τρίγωνον ΖΤΕ είναι Ισοσκελές καί ή κάθετος ΤΝ διέρχεται διά 
τοΰ μέσου τής βάσεως ΖΕ. "Επομένως ΖΝ =α καί ό τόπος τοΰ 
Ν είναι ή περιφέρεια (Ζ, α). 

Παρατήρησις. Έάν προβάλω μεν το σημείο» Τ έπί τής άλλης εστιακής 
άχτΐνος Ζ'Μ, ή αυνδέονοα τήν προβολή» ταυ την Λ μετά ιοΰ σημείου Ν 
εΰ&εϊα διέρχεται διά τοΰ κέντρου τής καμπύλης ί 1511 )· 

Σημείωσες. Εις τόν αύτόν τόμον καί εις τάς σελ. 172, 174, 
316, εύρίσκονται διάφοροι λύσεις, γεωμετρικοί ή άναλυτικαί, τής 
προτάσεως. 

θεώρημα 919—I 

2158. Εις τό τυχόν σημεΐον Μ παραβολής φέρομεν τήν έφαπτομέ¬ 
νην αυτής, τέμνουσαν τήν εις τήν κορυφήν Α έφαπτομένην είς Τ. Ό 
τόπος τής προβολής τοΰ σημείου Τ έπί τήν εστιακήν ακτίνα ΕΜ είναι 
περιφέρεια μέ κέντρον Ε καί ακτίνα ίσην πρύς τήν άπόοτασιν ΕΑ (""η. 



134. Σημ. μ ε τ. Εις μετάφρασιν κατά λέξιν. Πρόκειται περί προτά¬ 
σεις εσφαλμένης καί ασαφούς διατυπώαεως; Δέν συνοδεύεται άλλωστε 
ΰπό άποδείξεως — έξ ής θά ήτο δυνατόν νά εξαχθούν συμπεράσματα περί 
τής ορθής έκφωνήσεως. 

135. Σημ. μ ε τ. Επειδή Ζ'Λ = α Φπίσης καί, αφού Ζ'Μ-)-ΖΜ = 2α· 
ΔΜ ΜΖ -■= α. Άλλ' είναι ΖΜ -{- ΜΙΪ ^ α· άρα : ΛΜ = ΜΝ, τό τρίγω¬ 
νον ΛΜΝ Ισοσκελές, ΛΝ παράλληλος τής ΕΖ' καί ή διά τοΰ μέσου Ν 
τής ΖΕ παράλληλος πρός τήν πλευράν, ΒΖ' τού τριγώνου Ζ'ΖΕ διέρχεται 
διά τοΰ μέσου 0 τής τρίτης αυτού πλευράς ΖΖ'. 

136. Σ η μ. μ ε τ. Ή άπόδειξις άπλή, αφού τό μεταξύ τού σημείου 
Μ καί τού άξονος τής παραβολής τμήμα τής εφαπτομένης διχοτομείται 
ΰπό τής έφαπτομένης είς τήν κορυφήν. 
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Τόπος 920 

2159. Αί κορυφαΐ Α καί Β ενός αμεταβλήτου τριγώνου ολισθαίνουν 
έπΐ δύο σταθερών ευθειών. Ποιος ό τόπος ό γραφόμενος υπό τής τρί¬ 
τη; κορυφής ; 

(Βλ. Μέθοδοι, § 144). 

Τό ζήτημα τοΟτο δύναται νά διατυπωθή καί ώς έζής : 

Θεώρημα τον 5{Ηοο(ι·η 920— 1 

2160. Έάν εν εύθύγραμμον τμήμα ΑΒ, μήκους καί θέσεως σταθε 

ρών έπΐ επιπέδου Μ, κινήται εις 
τρόπον, ώστε τά άκρα αΰτοϋ Α 
καί Β νά γράφουν άντιστοίχως 
δύο σταθερός καί τεμνομένα; 
ευθείας, κειμένας έπΐ επιπέδου 
Π συμπίπτοντος πρός τό Μ, τότε 
παν σημεϊον τοΰ επιπέδου Μ γρά¬ 
φει έλλειψιν έπΐ του επιπέδου Π. 

Πόρισμα. Τό τυχόν σημεϊον 
Μ ευθείας ΑΒ, τής όποιας δύο 
ώρισμένα σημεία Α καί Β 
γράφουν δύο τεμνομένας εύ¬ 
θείας ΟΧ, ΟΥ, γράφει έλλει- 
ψιν έχουσαν κέντρον τό ση- 
μεΐον Ο. 

Διά τήν σπουδαιότητα τής 
προτάσεως ταύτης, παραθέτο- 
μεν κατωτέρω μίαν έπ’ ευθείας 
άπόδειξιν αύτής. 

θεωρήσωμεν τήν περιγεγραμμένην περιφέρειαν ε[ς τό τρίγωνον 
ΑΟΒ καί τήν διαμετρικήν ευθείαν ΜΔΛΓ. Φέρομεν καί τάς εύ- 
θείας ΟΓ, ΟΔ. ΑΔ καί ΒΓ. 

'// περιφέρεια (ΟΑΒ) διατηυεϊ αταθεράν ακτίνα, έπειδή είναι περί- 
γεγραμμένη είς τρίγωνον ΑΟΒ σταθερας βάσεως ΑΒ καί σταθε- 

Λ 

ρας Απέναντι αυτής γωνίας = ΟΧ, ΟΥ. 

Τά τρίγωνα ΑΓΜ, ΒΔΜ μένουν επίσης ίσα πρός ίαντά' έπειδή ή· 
ευθεία ΗΜ καί τό Απόστημα ΛΗ τοΰ κέντρου Από τής χορδήφ 
ΑΒ παραμένουν, προφανώς, σταθερά, θέσει καί μεγέθει έπΐ τοΰ έπι- 
πέδου Μ. 

Τά αη^ιεϊα Γ καί Δ γράφουν ευθείας ΟΧ', ΟΥ' διερχο/αένας διά τον Ο' 
καί καθέτους επ' άλλήλαί. Έπειδή, έκ τών έγγεγραμμένων τετρά¬ 
πλευρων : 

ΤΟΧ = ΓΒΑ = σταθ., ΔΟΥ = ΔΓΒ = σταθ. 

α 

καί ΓΟΔ=.90°, ώς βαίνουσα έπί ήμιπεριφερείας. 

Τ6 σημεϊον Μ. άρα, γράφει ίλλειψιν, έχονοαν ιό σημεϊον Ο διά κεν¬ 
τούν καί ήμιάξονας τά μήκη ΙΛΓ, ΜΔ. Διότι τό σημεϊον Μ κεϊται έπί 
τής εύθείας ΓΔ, τής όποίας δύο σταθερά σημεία Γ καί Δ (ΓΔ = 
διάμετρος τής περιφερείας (Λ)) γράφουν δύο εύθείας ΟΧ', ΟΥ' όο- 
θογωνίους (Ο., η 0 643). 
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2160 α. Σημειώσεις. 1) Ό προσδιορισμός τών άζόνων έγινεν 
ύπό του Μαηπίιείιη. ( Ν. Α., 1850, σ. 419, η° 6). 

2) Ό 08. Ιΐιιρΐη έπεζέτεινε είς τόν χώρον τό θεώρημα τοΰ 
δείιοοίεη : 

θεώρημα. Έάν μία ευθεία κινήιαι είς τόν χώρον είς τρόπον, ώστε 
τρία σταθερά σημεία αυτής νά γράφουν τρία δοθέντα επίπεδα, πάν άλλο 
σημείον τής εύθείας γράφει ελλειψοειδές μέ κέντρον τό κοινόν σημείον 
τών τριών επιπέδων. 

Πόρισμα τούτου είναι ή άκόλουθος πρότασις, τήν όποιαν ό 
ΜαηπΙιεϊιιι άπέδειξεν άπ’ εύθείας : 

Θεώρημα. Έάν τέσσαρα σταθερά σημεία ευθείας γράφουν τέσσαρα 
επίπεδα, πάν άλλο-σημείον αυτής γράφει έλλειψιν. (Ν. Α., 1889, σ. 308 
καί 318). 

Θεώρημα τον ϋΐεϊιινε 920—11 

2161. Τό εμβαδόν τής έλλείψεως, ήν γράφει δοθέν σημείον Μ εύ¬ 
θείας τής οποίας δύο σταθερά σημεία Α, Β γράφουν δύο τεμνομένας 
ευθείας ΟΧ, ΟΥ, είναι ανεξάρτητον τής γωνίας τών ευθειών αυτών. 

Επειδή τό έμβαδόν τής έλλείψεως είναι γινόμενον του π καί 
τών ήμιαξόνων αύτής α καί β, διά δέ τήν έλλειψιν ήν γράφει τό 
σημείον Μ. 

α=ΜΓ, β = ΜΔ 

ώς εϊδομεν. *Αρα 

Ε_παβ = π . ΜΓ . ΜΔ, 

άριθμός άνεξάρτητος τής γωνίας τών ΟΧ καί ΟΥ ευθειών. 

Τόπος 920-III 

2161 α. Ποιος ό τόπος τοϋ κέντρου Κ τοΰ κύκλου τών έννέα ση¬ 
μείων τοΰ τριγώνου ΟΑΒ τών δύο προηγουμένων άσκήσεων; (ννεΐΐΐ). 

Τό κέντρον τής περιφέρειας ταύτης είναι τό κέντρον τής περι- 
γεγραμμένης είς τό μέσον ή συμπληρωματικόν τρίγωνον ΑΌ'Β’ τοΟ 

Α Β 

ΑΟΒ. Τούτου, ή πλευρά Α'Β'= —^— είναι σταθερού μήκους, ή 

γωνία Ο'είναι ίση πρός τήν σταθερόν ΧΟΥ καί αΐ κορυφαί Α' καί 
Β' γράφουν τάς εύθείας ΟΧ, ΟΥ. Επειδή δέ μένει καί ίσον 

πάντοτε έαυτώ, άφοϋ ΚΑ' = ΚΒ’ = άκτΐνος περιφέρειας ΑΟΒ 

('£ 28, 2), ό τόπος τοΟ Κ θά είναι Ελλειψις (§ 2159). 

Βλέπε καί Ι.Μ.Ε., τών ΒοιιτςεΙ καί Ινοη,ςεΐιεηιρκ, 1887, σ. 163). 

Τόπος 920—IV 

2161 β. Δείξατε ότι αί εύθεϊαι τοΰ Βίηιεοπ, αί σχετικοί πρός δύο 
τρίγωνα έγγεγραμμένα είς τήν αυτήν περιφέρειαν καί πρός τυχόν ση¬ 
μείον Μ τής περιφερείας, τέμνονται κατά σταθεράν γωνίαν. 

Ό δέ τόπος τοΰ κοινοΰ αυτών σημείου είναι κωνική τομή (7Λ·ο: 
Εανηχ/). 

Τό κοινόν τών εύθειών σημείον είναι τό μέσον εύθυγράμμου 
τμήματος σταθερού μήκους καί τοΰ όποιου τά πέρατα όλισθαί- 
νουν έπί δύο όρθογωνίων εύθειών. (3ί«</ιε«ί*, 1901, σ. 104 ζτμ. 1090). 
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Τόπος 921 

2162. Μία περιφέρεια κυλιέται είς τό εσωτερικόν άλλης διπλάσιάς 
«Ικτίνος. Ποιος ό τόπος ό γραφόμενος ΰπό τοϋ τυχόντος σημείου τοϋ 
έπιπέδου τής κυλισμένης περιφέρειας ; 

Κατά τό ΰεώρημα τον (ΙαπΙατι ή τοΰ Λα ΙΗτο (§ 1285), τό τυχόν 
σημεΐον Α τής κυλισμένης περιφερείας Μ γράψει διάμετρον τής 
άκινήτου Ρ. 

Έστωσαν Α καί Β δύο διαμετρικά σημεία τής περιψερείας Μ. 
Τα σημεία ταϋτα θά γράψουν δύο διαμέτρους καθέτους έπ" άλ- 
Χήλας τής περιψερείας Ρ καί κατά τό ύεώρημα χοΰ 8οΗοοΙε.η πάν 
άλλο σημεΐον τοΰ έπιπέδου τής κινητής περιψερείας Μ θά γράψη 
Ελλειψιν. 

Παρατήρηοις. Τά σημεία Α, Β καί πάν άλλο τής περιψερείας Μ 
γράψουν διαμέτρους· ταύτας δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν ώς άπεί- 
ρως πεπλατυσμένος έλλείψεις. 

Σημείωσες. Κατά τόν ίδιον Ι.α Πΐτε, ή θεώρησις τών ίηιχυκίοει- 
Λιον όψείλεται εις τόν ΠοίΛΓί'ηεΒ. Διά τάς καμπύλος ταύτας βλ. 
<ϊπ» 892. 

Τόπος 922 

2163. Ποιος ό τόπος τών κέντρων τών ελλείψεων, αϊτινες έγγράφον- 
ται είς δοθέν κυρτόν τετράπλευρον ; (Νεύτων). 

Είναι ή συνδέουσα τά μέσα τών διαγώνιων αύτοΰ ευθεία. 

Πράγματι, δυνάμεθα πάντοτε νά άνεύρωμεν Επίπεδον έπί τό 
όποιον ή προβολή μιας τών έν λόγω έλλείψεων νά είναι περιφέ¬ 
ρεια. Ταύτης τό κέντρον Ο έύρίσκεται, κατά τήν § 1614, έπί τής 
εύθείας μν. τής συνδεούσης τά μέσα τών πλευρών τοΰ τετραπλεύ- 
ρου αβγδ. καθ' δ προβάλλεται τό δοθέν τετράπλευρον ΑΒΓΔ. 

Επειδή δέ ή ευθεία μν είναι προβολή τής άντιστοίχου ΜΝ είς 
τό Επίπεδον ΑΒΓΔ καί τό σημεΐον Ο ή προβολή τοΰ κέντρου Ο 
τής έλλείψεως. ή πρότασις άποβαίνει ψανερά. 

2164. Παρατήρησες. Έκ τοΰ άνωτέρω θεωρήματος, δυνάμεθα να 
προσδιορίσωμεν τό κέντρον έλλείψεως. ής δίδονται πέντε έψαπτό- 
μεναι. "Επειδή άνά τέσσαρες έκ τών εύθειών αύτών όρίζουν τετρά¬ 
πλευρα περιγεγραμμένα είς τήν κωνικήν τομήν καί τών όποιων 
αί άντίστοιχοι εύθεϊαι ΜΝ διέρχονται διά τοΰ ζητουμένου κέν¬ 
τρου τής καμπύλης. 

Τόπος 923 

2165. Τόπος τών εστιών τών παραβολών, αϊτινες περιγράφονται εί; 
τρεις δοθείσας ευθείας. 

"Εστω ΑΒΓ τό τρίγωνον τών τριών έψαπτομένων. Γνωρίζομεν 
δτι αί προβολαί τής έστίας Ε έπί τάς τρεις έψαπτομένας είναι 
τρία σημεία Δ, Ζ, θ, κείμενα έπί τής Εφαπτομένης είς τήν κορυ¬ 
φήν τής καμπύλης. Κεΐνται έπ" εύθείας έπομένως τά τρία ταύτα 
σημεία καί κατά τό άντίστροψον τοΟ θεωρήματος τού ϋοΙει-1 8ί>η$οκ 
(§ 22), τό σημεΐον Ε πρέπει νά εύρίσκεται έπί τής περιγεγραμμένης 
περιψερείας εις τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Ό τόπος, έπομένως, τών έστιών Ε είναι ή περιφέρεια αυτή. 
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21ΘΘ. Γξαρατηρήαεις. 1) θεώρημα του ίαπιόβΓΐ: *Η περιφέρεια 
ήτις διέρχεται διά τών σημείων τομής τριών έφαπτομένων παραβολής, διέρ¬ 
χεται διά τής εστίας αυτής. 

Πρόκειται περί άλλης διατυπώσεως τής προηγουμένης προτά- 
σεως. (θλ. καί § 2141). 

2) Υπάρχουν πολυάριθμοι έφαρμογαί τοΟ άνωτέρω τόπου. Δο- 
θεισών λ. χ. τεσσάρων έφαπτομένων παραβολής όρίζεται ή έστία 
αύτής, ώς τομή τών περιφερειών τών περιγραφομένων εις τρία έκ 
τών σχηματιζομένων τριγώνων όπό τών ευθειών αύτών. 

Τό σημεϊον τοΟτο άλλωστε είναι τό σημεϊον του δίεϊπετ ή Μΐ- 
ςιιεί τοΟ τετραπλεύρου τών δοθεισών έφαπτομένων (§ 21). 

Τόπος 923—I · 

2166 σ. Ό τόπος τών εστιών τών κωνικών τομών, αΐτινες έφάπτον- 
ται τών ίσων πλευρών ΑΒ, ΑΓ Ισοσκελούς τριγώνου καί εις τάς κορυ- 
φάς Β καί Γ αυτού, άποτελεΐται έκ τής διχοτόμου τής γωνίας Α καί 
έκ τού περιγεγραμμένου εις τό τρίγωνον κύκλου. 

1) Είναι φανερόν κατά πρώτον, ΰτι αΐ έλλείψεις ή ύπερβο- 
λαί, τών όποιων ό πρωτεύων 
άξων κεϊται έπί τής διχοτόμου 
Αθ καί έφάπτονται τών ΑΒ, ΑΓ 
εις Β καί Γ, έχουν τάς έστίας 
των έπί τής διχοτόμου ταότης. 

Καί αί μέν έστίαι τών έλλεί- 
ψεων τούτων είναι τομαί Ρ, Ρ' τής 
ευθείας Αθ καί τών ζευγών τών 
διά τοΟ Β (ή Γ) ευθειών, τών 
Ισον κεκλιμένων πρός τήν έφα- 
πτομένην ΑΒϋ καί πρός τά δε¬ 
ξιά ταύτης κειμένων (μή φαινο¬ 
μένων εις τό σχήμα). "Εστω Ρ ή 
έντός τοΟ τριγώνου έστία καί Ρ' 
ή έκτός αύτοΰ κειμένη. 

Διά θέσιν τής ΒΡ' παράλλη¬ 
λον πρός τήν διχοτόμον, η έστία 
Ρ' είναι άπομεμακρυσμένη εις 
άπειρον ένώ ή άλλη Ρ είναι Σι. 

(προφανώς) τό κέντρον Ο τής 

περιφέρειας ΑΒΓ. Είναι λοιπόν ή όριακή αϋτη έλλειψις παραβολή 
(Π), ϊχουσα έστίαν τό Ο καί έφαπτσμένη τής εύθείας ΙΚ τών μέ¬ 
σων τών πλευρών ΑΒ, ΑΓ' έπειδή τά σημεία ταΟτα είναι καί 
μέσα τών έφαπτομένων τμημάτων ΑΒ, ΑΓ, άπό τών σημείων έπα- 
φής μέχρι του άξονος τής καμπύλης. 

Διά θέσεις τής ΒΡ' πέραν τής παραλλήλου πρός τήν Αθ, τό 
σημεϊον Ρ' μεταπηδά εις τό τμήμα ΑΗ τής εύθείας Αθ, ένώ τό 
Ρ παραμένει έντός τοΟ τριγώνου καί ή άντίστοιχος έλλειψις Απο¬ 
βαίνει υπερβολή μέ έστίας τά σημεία πάλιν Ρ, Ρ'. Είναι δηλ. ή 
παραβολή (Π) τό όριακόν σχήμα μεταξύ τών θεωρουμένων έλλεί- 
ψεων καί ύπερβολών. 

2) Ή περιγεγραμμένη περιφέρεια ΑΒΔΓ είναι ό τόπος τών 
έστιών τών έλλείψεων καί ύπερβολών, τών όποιων ό κάθετος έπί 
τόν έστιακόν άξων κεϊται έπί τής διχοτόμου Αθ. 
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Έστω πράγματι τυχοΟσα παράλληλος πρός τήν ΒΓ ευθεία, 
τέμϋουσα τήν περιφέρειαν (Ο) είς Ε καί Ε'. Διά νά δείξωμεν δτι 
τά σημεία ταΰτα είναι έστίαι μιας τών θεωρουμένων έλλείψεων, 
άρκεΐ νά άποδειχθή ή Ισότης τών γωνιών ΕΓΑ καί ΕΤΤ. ΑΟτη 
δμως είναι φανερά, έκ του έγγεγραμμένου τετράπλευρου ΕΤΑΒ 
του σχήματος, άφοΰ 

γων. ΕΓΑ = Ε'ΒΑ (έκ τής συμμετρίας) = ΕΤΤ, 
ώς έξωτερική τοΟ έν λόγω τετραπλεύρου. 

Διερευνητής. 'Εάν ή άχθεϊσα παράλληλος εφάπτεται τής περιφέ¬ 
ρειας είς Δ, ή άντίστοιχος έλλειψις είναι περιφέρεια. "Οταν διέρ¬ 
χεται διά τής ΒΓ, ή έλλειψις άποβαίνει' άπείρως πεπλατυσμένη 
καί συμπίπτει πρός τό τμήμα ΒΓ. Διά θέσεις τέλος ΜΝ μεταξύ 
ΒΓ καί Α, λαμβάνομεν ύπερβολάς, άφοΰ 

γων. ΑΒΜ -- ΑΒΝ. 

Κατά ταΰτα, τό τόξον ΒΔΓ τής περιφέρειας Ο είναι ό τόπος 
τών έστιών τών έλλείψεων καί τό τόξον ΒΑΓ ό τόκος τών εστιών 
τών ύπερβολών. 

2166β. Παρατηρηθείς. 1) γων. ΑΕΒ = ΑΕΓ, γνωστή Ιδιότης τής 
έλλείψεως. 

2) Ό προηγούμενος τόπος είναι ό ίδιος τής § 85 α. 

3) ’Εάν τό τρίγώνον ΑΒΓ δέν είναι Ισοσκελές, ό πλήρης τόπος 
είναι καμπύλη τρίτον βα&μον, μέ διπλοΰν σημεΐον τό Α καί διερ- 
χομένη διά τών Β καί Γ. (.V. Α., τών Τετηιιειιι καί (',ετοιιυ, 1850, 
σ. 247, Ματίοτεν). 

2166γ. Σημείωαις. Σννδετοι τόποι. ΟΙ σύνθετοι τόποι, διάφορα 
παραδείγματα τών όποιων έόώσαμεν ήδη (§§ 85 α καί β,86, 1407 γ, 
2166 α), άπαιτοΰν προσοχήν τινα, δταν τό πρόβλημα όδηγή είς 
γενικήν έξίσωσιν βαθμού άνωτέρου τοΰ τετάρτου. Είς τό πρόβλημα 
λ. χ. τοΰ Οΐιαείεκ : ίΥά ενρε&ή ό τόπο; τώι· τομών τών κοινών έφαπτιι- 
μένων δο&είοης ελλείη'εως καί τών περιφερειών, αίτινες διέρχονται δι ά Λύο 
δεδομένων σημείων ατίιτης, ό τόπος οΟτος άποτελέϊται έκ μιας κωνι¬ 
κής τομής καί μιας καμπύλης τετάρτου βσθμοΰ. Τό ζήτημα τοΰτο 
έδωσε γένεσιν είς πολυαρίθμους μελέτας καί ή πλήρης σπουδή 
αύτοΰ έγινεν μόνον τό 1880 είς τά .V. Λ., σ. 122, ύπό του Κ. Ι’. 
Ιλ Οοϊηέε. 

Είς τήν ΜαΙΗεήε, 1881, σ. 53, άναφέρεται τό ίδιον πρόβλημα, ό 
δέ Νειιδετβ είς μίαν πολύ ένδιαφέρουσαν Ση/ιιείωσιν, συνοψίζει πά- 
αας τά; μέχρι τότε δοδείοας λύσεις είς τάς σελ. 54 έως 57 τοΰ ίδιου 
τεύχους. 

Τά Λ'. Α., 1905, σ. 471, έπανέρχονται έπί τής πλέον ένδιαφε- 
ρούσης περιπτώσεως τοΰ προβλήματος τοΰ (253*168. 

Πρόβλημα 924 

2167. Ποια ή περιβάλλουσα τής μιας πλευράς ορθής γωνίας, τής 
όποιας ή άλλη πλευρά διέρχεται διά σταθερού σημείου ένιϊ> ή κορυφή 
σύτής γράφει: 

1) Δοθεϊσαν ευθείαν ή 

2) Δοθεϊσαν περιφέρειαν ; 

(Βλ. Μέ&οδοι, §§ 126 καί 127). 
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Πρόβλημα 925 

2168. Τέμνομεν τάς πλευράς ορθής γωνίας υπό ευθειών εις τρόπον, 
Δοτέ τά οχηματιζόμενα τρίγωνα νά έχουν εμβαδόν δοθέν ΙίΛ Ποια ή 
περιβάλλουσα τών ευθειών τούτων; 

•(Βλ, Μέ&οδυι, § 129). 


Πρόβλημα 926 

2169. Ποια ή περιβάλλουαα τών ευθειών ΑΓ, α'ίτινες διαιροΰσιν 
δύο δοθέντα εύθύγραμμα τμήματα ΔΜ, ΔΝ είς μέρη άντιοτρόφως 
ανάλογα; 

(Βλ. Μέό οδο<, § 128). 

Πρόβλημα 926—I 

2170 "Εστω Μ τυχόν αημεϊον έπί ευθείας ΑΒ. Έπϊ έκαστου τών 
τμημάτων ΜΑ, ΜΒ κατασκευάζομεν τετράγωνα, πρός τό αυτό μέρος 
τής ΑΒ κείμενα έάν τό αημεϊον Μ είναι έσωτερικόν τοϋ τμήματος ΑΒ, 
εκατέρωθεν δέ αυτής έάν τό Μ είναι ίξωτερικόν τοΰ ΑΒ. 

Δείξατε ότι ή ευθεία ή ένοϋσα τά κέντρα Λ, Ν τών τετραγώνων 
τούτων περιβάλλει παραβολήν. (Α. Βιιΐϊη, Μ. έ., 1887, σ. 215). 

Ή παραβολή αϋτη έχει έστίαν τώ μέσον τής ΑΒ καί διευθε¬ 
τούσαν τήν έκ τής κορυφής Δ, του 4πϊ τής ΑΒ κατασκευαζομένου 
Ισοσκελούς όρθογωνίου τριγώνου ΑΔΒ, άγομένην παράλληλον 
πρός τήν ΑΒ. 

Πρόβλημα 927 

2171. Ποία ή περιβάλλουσα τεμνούσης ΔΕ σταθερός γωνίας Α, 
όταν τό άθροισμα τών πλευρών ΑΔ, 

ΑΕ τοΰ σχηματιζομένου εκάστοτε τρι¬ 
γώνου ΑΔΕ παραμένη σταθερόν = λ; 

Διά νά άναχθώμεν είς προηγού- 
μενον ζήτημα, λαμβάνομεν έπί τών 
πλευρών τής δοθείσης γωνίας μήκη 
ΛΒ=ΑΓ=λ. Επειδή ΑΕ + ΑΔ=λ, 
θά είναι ΕΓ = ΑΔ καί ή εύθεΐα ΕΔ 
θά διαιρή τάς ΑΒ καί ΑΓ είς τμή¬ 
ματα άντιοτρόφως άνάλογα. 

"Επομένως (§ 2169), ή περιβάλ- 
λουσα τής ΕΔ είναι παραβολή, κλπ. 

2171α. Παρατηρηθείς. 1) Έάν ή 
περίμετρος τοΰ τριγώνου ΑΔΕ ήτο 
•σταθερά, ή περιβάλλουσα τής εύ- 
θείας ΔΕ θά ήτο ή παρεγγεγραμμένη είς τό τρίγωνον καί είς τήν 
γωνίαν Α περιφέρεια (§ 739). 

2) Ή προηγουμένη παραβολή έφάπτεται τών ΑΕ, ΑΔ είς τά 
Β καί Γ. 

3) Έάν τό έμβαδόν τού τριγώνου ΑΔΕ ήτο σταθερόν, ή περι- 
βάλλουσα τής ΔΕ θά ήτο ύπερβολή, μέ άσυμπτώτους τάς πλευ- 
οάς τής γωνίας. 
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Πρόβλημα 928 

2172. Ποία ή περιβάλλουοα ιών περιφερειών, χών όποιων χά κέν· 
χρα κεϊνχαι έπΐ παραβολής καί αίχινες έφάπχονχαι χορδής χής καμπύ¬ 
λης καθέτου έπΐ χόν άξονα αΰχής; 

(Βλ. Μέθοδο», § 132), 

Πρόβλημα 928—1 

2173. Ποία ή περιβάλλουοα χών περιφερειών, χών όποιων χά κέν¬ 
τρα κεϊνχαι έπΐ έλλείψεως καί αίχινες έφάπχονχαι περιφέρειας έχούοης 
κένχρον την μίαν χών έοχιών χής καμπύλης; 

(Βλ. Μέθοδο», § 133). 

Πρόβλημα 929 

2174. "Έστω Η χό όρθόκενιρον τριγώνου έγγεγραμμένου είς περί, 
φέρειαν. Υπάρχουν άπειρα τρίγωνα εγγεγραμμένα είς χήν ίδιαν περί 
φέρειαν καϊ εχονχα χό αΰχό όρθάκενχρον Η μετά τοϋ δοθέντος. Ποία 
ή περιβάλλουοα χών πλευρών χών τριγώνων τούτων; 

(Βλ. Μέθοδο», § 130). 

Σημείωαις. Τό Θεώρημα χοϋτο άποδίδεται συχνά είς χόν Ρηιιΐ 
5εΓΓ«ί Ν. Α., 1865, σ. 478), άλλ’ άνήκει πράγματι είς τόν ΕιηΐΙε 
Ι,οιηοΐηε (Ν. Α., 1858, σ. 240). 

Τά ζητήματα ταΰτα δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν συσχετιζόμενα 
πρός τά άντίστροφα σχήματα του ΜαΙδΐειι. (Βλ. §§ 2306, 2308 κ.έξ.). 

Τόκος 930 

2175. Ποιος ό τόπος χών κορυφών Μ σταθερός γωνίας α, χής οποία; 

μία πλευρά διέρχεται διά τής έστίας 
Ε δοθείοης έλλείψεως ένώ ή άλλη 
εφάπτεται αυτής; 

"Εστιασαν Μ, Μ' δύο τυχοϋ- 
σαι Θέσεις τής κινητής κορυφής. 
Ή προβολή Ρ τής έστίας Ε £πί 
τήν έφαπτομένην πλευράν τής 
γωνίας γράψει τόν πρωτεύοντα 
κύκλον τής έλλείψεως, τά δέ τρί¬ 
γωνα ΕΡΜ, ΕΡ'Μ' μένουν πάν¬ 
τοτε δμοια άλλήλων, ώς όρθογώ- 
νια καί έχοντα μίαν τόν όξειών 
γωνιών των σταθεράν. 

Κατά τήν πρότασιν έπομένως 
τής § 1355, ό τόπος τών σημείων 
Μ θά είναι περιφέρεια καί τής· 
όποίας ή άκτίς θά 6χη λόγον 

πρός τήν άκτΐνα ΟΑ = α, ίσον πρός τόν λόγον -^ρ- ■ 

Διά τόν προσδιορισμόν τής περιφερείας ταύτης παρατηροΰμεν 
δτι τό κέντρον Γ αύτής θά εύρίσκεται έπΐ τής καθέτου είς τό μέ* 
σον Ο τής ΕΕ'. Έάν λοιπόν κατασκευάοωμεν τρίγωνον ΕΓΟ 


Μ' 
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δμοιον πρός τό ΕΡΜ, τά τρίγωνα ΟΕΡ καί ΓΕΜ θά είναι, προ¬ 
φανώς, έπίσης δμοια καί έπομένως 

ΓΜ ' ΕΜ ,. ΕΜ ΕΓ 

η ΓΜ — α 


ΟΡ = α 


ΕΡ 


ΕΡ 


= α. = 


ΕΟ 


- - σταθ. 
ημα 


Είναι δηλ. τό μήκος ΓΜ ή άκτίς τής ζητούμενης περιφέρειας 
καί Γ τό κέντρον αυτής (πρβλ. § 1353, 1)). 

2176. Παρατηρηθεί;. 1) Ή δοθεΐσα Ιλλειψις είναι δισεφαπτομένη 
τής περιφέρειας Γ καί εις τά σημεία Δ, Δ’, δπου αΐ έστιακαί 
Ακτίνες σχηματίζουν γωνίαν α μετά τών έφαπτομένων. (Πρβλ. 
έπμ. 2186). 

2) Διά χήν έστίαν Ε' καί τά σημεία Ν, ό τόπος είναι ή Ιδία 
περιφέρεια. Διά δέ τά σημεία Λ (ΕΑΡ = α), ό τόπος είναι ή συμ¬ 
μετρική τής εόρεθείσης περιφέρεια πρός τήν ευθείαν ΕΕ'. 

3) Ή περιφέρεια ΜΜ'Ν όνομάζεται περιφέρεια τον Ι’οιιαΊεΙ. 


Πρόβλημα 930—1 


2177. Μία τών πλευρών σταθερά; γωνίας 
σημείου Ε, ένώ ή κορυφή αυτή; Μ 
γράφει δοθεϊσαν περιφέρειαν (Γ). 

Ποια ή περιβάλλουσα τής άλλης 
πλευράς τής γωνίας; (Λ\ Λ., 1865, 
σ. 546. Τό ζήτημα χοΟτο έξητά- 
σθη Οπό του Ροηοείοί άπό τού 
1817, είς τάς ΑρρΙίεαΙίοπε κλπ. 
αύτοΰ, τόμ. 11, σ. 462). 

Έκ τοϋ σημείου Ε, υποτιθε¬ 
μένου έσωτερικοΰ τής περιφέ¬ 
ρειας (Γ). φέρομεν κάθετον ΕΡ 
έπί τήν πλευράν, ής ζητοΰμεν τήν 
περιβάλλουσαν. Επειδή τό τρί¬ 
γωνον ΕΡΜ παραμένει πάντοτε 
δμοιον έαυτω, τό σημεϊον Ρ γρά¬ 
φει περιφέρειαν (§ 1355)· έπομέ- 
νως, ή περιβάλλουσα τής δευτέ- 
ρας πλευράς ΡΜ τής όρθής γω¬ 
νίας ΕΡΜ είναι Ιλλειψις (§ 127), 
μέ μέγαν άξονα ΑΕΕΆ'. 

Διά τόν προσδιορισμόν τοϋ τό¬ 
που τών σημείων Ρ, κατασκευά- 
ζομεν πάλιν τό τρίγωνον ΕΓΟ δμοιον τού 
τριγώνων ΟΕΡ, ΓΕΜ. θά Εχωμεν 

ΟΡ_ ΟΕ 

"ΓΜ — ρ ' ΓΕ 


α διέρχεται διά δοθέντος 


Μ' 



ΕΡΜ. ’Εκ τών όμοιων 


ΟΕ 

ή ΟΡ = ρ . = ρ ημ α 


δπου ρ ή άκτίς τής δοθείσης περιφέρειας. Ο είναι τό κέντρον καί 
ΟΑ = ρ ημ α ή άκτίς τοϋ πρωτεύοντος κύκλου τής έλλείψεως. 

Παρατηρήσεις. 1) Ή Ιλλειψις είναι δισεφαπτομένη τής δοθείσης 
περιφέρειας ΜΜ'Ν (§ 2176). 

2) Όταν τά σημεΐον Ε είναι έξωτερικόν τής περιφέρειας, ή περιβάλ- 
λσνσα είναι νιτερβολή. 
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Τόπος 930—11 


2178. Είς ιό προηγούμενον πρόβλημα, όταν ή γωνία α μεταβάλλε¬ 
ται αΐ αντίστοιχοι περιβάλλουσαι είναι ελλείψεις όμοιαι. 

Έστωσαν σ, β οΐ ήμιάξονες τής τοχούσης έκ τών έλείψεων αυ¬ 
τών καί υ τό ήμισυ τής έστιακής άποστάσεως. θά Ιχωμεν 


α = ρημα, γ = ΓΕημα, β = Ί α’ — γ* = ημ α Ί ρ 8 — ΓΕ’. 


Επομένως, 



σταθερός άριθμός. 


Τόπος 930-III 


2179. Ό τόπος τής δεύτερος εστίας Ε', όταν ή γωνία α μεταβάλλε¬ 
ται, είναι περιφέρεια δμόχεντρος τής (Γ). 

Επειδή ΓΕ'= ΓΕ. 


Τόπος 930—IV 

4180. 1) Ή περιβάλλουσα πασών τών προηγουμένων ελλείψεων 
είναι ή περιφέρεια (Γ). 

Πράγματι, ή περιφέρεια αυτή είναι δισεφαπτομένη έκάστης 
τών έν λόγω έλλείψεων. 

2) Έάν ή περιφέρεια (Γ) άντιχατασταθή δι’ ευθείας, έχάστη τών 
περιβαλλουαών είναι παραβολή. 

θεώρημα 930— V 

2181. "Εάν έν Ισοσχελές τρίγωνον ΜΝΛ, ιού οποίου ή βάσις ΜΝ 
είναι χορδή δοθείσης περιφερείας καί ή μία πλευρά του ΑΜ διέρχεται 
διά σταθερού σημείου, μεταβάλλεται είς τρόπον ώστε νά παραμένη 
πάντοτε όμοιον έαυτφ, 

1) Ή τρίτη πλευρά αΰτοϋ ΝΛ διέρχεται έπίσης διά σταθερού ση¬ 
μείου Ε'. 

2) Ή περιβάλουσα τής βάσεοις του είναι έλλειψις δισεφαπτομένη τής 
δοθείσης περιφερείας (** 5 ). 

Πόρισμα 170 τον ΕνχΙείδον, έκ τοΰ όποίου δυνάμεθα νά εΰρωμεν 
τά σημεία τον Βνοεατά (/. Μ. Α., 1890, σ. 35, 83, 151. Ο. Τ«ιτγ, Ιί. 
νΐκατίέ, Ι.αιινβΓηβν. Έπίσης, ΜαΙΗεβϊί, 1890, σ. 115). 


Τόπος 930- VI · 

2181 α. Αί χορυφαί Α χαί Β τριγώνου ΑΒΓ είναι σταθεραί. ό δέ 
ποϋς Δ τής διχοτόμου τής γοινίας Γ γράψει δοθεΐσαν ευθείαν ΜΝ. Εΰ- 
ρετε τον τόπον τής κορυφής Γ. 


137. X η μ. μ ε τ. Πρόκειται περί άλλης διατυπώαεως τών προηγου¬ 
μένων Θεωρημάτων. 
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Φέρομεν τάς εύθείας ΒΕ, ΓΗ καθέτους έπί τήν ΜΝ. θά Εχωμεν; 
ΓΗ ΔΓ _ ΓΑ 
ΒΕ — ΔΒ ~ ΒΑ · 

ΓΗ 

ή ==λ, σταθερός άριθμός. 

“Επομένως: 'Ο τόπος χοΰ σημείου Γ είναι κωνική τομή, εχονοα ίοτίαν 
ιό οημείον Α, διεν&ετοΰοαν τήν εΰδεΐαν ΜΝ και διερχομένη διά τον ση¬ 
μείου Β. 

Σημείωσες. Ν. Οον· τοΰ Οείαΐεη, τόμ. 1, 1874 - 75, σ. 185, λύοις 
ύπό Νβιιδει·£. 

Πρόβλημα 931 

2182. Έάν εν μεταβλητόν σχήμα μένη πάντοτε δμοιον έαυτώ, μία 
των ευθειών του ΜΕ διέρχεται πάντοτε διά σταθερού σημείου Ε, ένφ 
τό σημεΐον Μ γράφει περιφέρειαν, τότε πάν άλλο σημεΐον τοΰ σχήμα¬ 
τος γράφει έπίσης περιφέρειαν καί πάσα εύθεϊα αότοΰ μή διερχομένη 
διά τοΰ Ε περιβάλλει κωνικήν τομήν. 

1) Έστω Ν τυχόν του σχήματος σημεΐον. Τό τρίγωνον ΕΜΝ 
μένει δμοιον έαυτώ καί τό σημεΐον Ν γράφει Επομένως περιφέ¬ 
ρειαν (§ 1355). 

2) Επειδή ή ευθεία ΜΝ σχηματίζει σταθεράν γωνίαν πρός τήν 
ΜΕ, ένω τό Μ γράφει περιφέρειαν, ή περιβάλλουσα τήν ΜΝ θά 
είναι κωνική τομή Εχουσα κέντρον (§ 2177). 

3) Όμοίως διά τυχοΰσαν εύθεΐαν ΑΒ, τέμνουσαν τήν ΜΕ είς 
Εν σημεΐον Β X. χ. Τό σημεΐον Β γράφει περιφέρειαν, όμόκεντρον 
τής γραφομένης ύπό τοΟ Μ, ή δέ ΑΒΕ παραμένει άμετάβλητος- 
περιβάλλει άρα καί ή ΑΒ κων. τομήν Ιχουσαν κέντρον. 

- Πρόβλημα 932 

2183. Δίδονται δύο ορθογώνιοι εϋθεΐαι.ΟΧ, ΟΥ καί . ^οΰμεν τάς 
ελλείψεις δεδομένου έμβαδοΰ, τών όποιων οί άξονες κεϊνται έπΐ των 
ευθειών αυτών. Ποια ή περιβάλλουσα τών ελλείψεων τούτων; 

Τό έμβαδόν έκάστης έλλείψεως είναι 

παβ = α.ΟΑ.ΟΒ 

καί έπομένως ΟΑ . ΟΒ = σταθ. = 2λ’. 

ι 

"Εστω τώρα αλβ ό πρωτεύων κύκλος τής τυχούσης (Ε) έκ τών 
έλλείψεων τούτων (σχ.1357) καί μλν Εφαπτομένη αύτοΟ, δι’ ήν τό 
σημεΐον έπαφής λ είναι τό μέσον τοΰ μεταξύ τών οα, οβ τμήματος 

αύτής, ή αολ = λοβ = 1 5». θά είναι 

(ορλπ) = -^-(οαγβ) ή τρ. (ομν) = τετράγων, (οαγβ), 

καί ή σχέσις αύτή τών έμβαδών θά διατηρηθή καί κατά τή\> προ¬ 
βολήν τής περιφέρειας είς Ιλλειψιν. “Επομένως: 

“Εάν θεωρήσωμεν έφαπτομένην ΜΛΝ τής (Ε), διχοτομουμένην 
είς τό σημεΐον έπαφής Λ, τό τρίγωνο* ΟΜΝ θά είναι Ισοδύναμον 
πρός τό όρθογώνιον ΟΑΓΒ 

0Μ.0Ν = 20Α. ΟΒ = 4 λ 2 . 



1150 


Αλλά τότε (§§ 78, 118), ή εύθεΐα ΜΝ θά περιβάλλει ύπερβο- 
λήν χαΐ τής όποίας θά έφάπτεται, είς έκάστην θέσιν αύτής, κατά 
τό μέσον Λ τοΟ ' μεταξύ τών άσυμπτώτων ΟΧ, ΟΥ τής καμπύλης 
τμήματος αύτής. Επειδή δέ ή ΜΛΝ έφάπτεται καί τής έλλείψεως 
<Ε) καί ε(ς τό αύτό σημεϊον Λ, συμπεραΐνομεν: 




Ή περιβάλλουσα τών έλλείψεων (Ε) άποτελεΐται έκ δύο Ισο¬ 
σκελών ύπερβολών, έχουσών άσομπτώτους τούς άξονας ΟΧ, ΟΥ 
καί τήν αύτήν δύναμιν 1 ε*. 

Σημείωαις. Ν. Α., 1869, σ. 95, 0. ΗειΊιεΙιιε. Ό Ο. Γοιιτεί ύπο- 
δεικνύει είς τό Ιδιον τεΟχος, σ. 323, δτι τό πρόβλημα λύεται έπΐ- 
σης, ώς άνωτέρω, εύκόλως, δταν α( έλλείψεις σταθερού έμβαδού 
έχουν κοινόν Εν ζεύγος συζυγών διευθύνσεων. 

θεώρημα 932—I 

2183 α. ΕΙς πάσαν Ισοσκελή υπερβολήν, τυχοϋσα χορδή αΰιής φαί¬ 
νεται έκ τών άκρων μιας 
διαμέτρου ύπδ γωνίας ίσας 
ή παραπληρωματικός. 

Αί γωνίαι αϋται είναι 
Τσάι δταν ή χορδή τέμνη 
τήν διάμετρον· άλλως εί¬ 
ναι παραπληρωματικοί. 

1) Έστιασαν ΑΒ ή 
διάμετρος καί ΓΔ ή 
χορδή, θά δείξωμεν δτι 

ΓΑΔ + ΓΒΔ—180». 
Πράγματι (§ 2131 α) : 
μ — V = 2 α, 

Υ - α=2(90»— α)= 180»-2α. 


γ + μ — (α + ν) = 180». 



Διά προσθέσεως, λαμβάνομεν 
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!ίλλ* είναι γ μ = 360“ — β· 

ϋρα (α -)- ν) -(- β = 180“ 

ή ΓΑΔ -)- ΓΒΔ = 180“. 

2) Διά τήν χορδήν ΕΔ, ίχομεν 

μ —ν = 2α (1) 

σ - ι = 2 α (2) 

καί άφαιροϋντες έκ τής (2) τήν (1) 

μ + ι = σ + ν 

ή ΕΑΔ = ΕΒ'Δ. 

Θεώρημα των Βεϊαπε/ιοπ καί ΡοηεεΙεί 932—11 

2183β. Εις πάν τρίγωνον έγγεγραμμένον είς ισοσκελή υπερβολήν, τό 
όρθόκενιρον αύτοΰ κεϊται έπί τής καμπύλης. 

Ή περιγεγραμμένη περιφέρεια είς τό τρίγωνον ΑΒΓ τέμνει τήν 



υπερβολήν είς Εν τέταρτον σημεΐον Δ - δι’ αύτοΰ φέρομεν τήν διά 
μετρον τής καμπύλης ΔΟΗ. 
θά ίχωμεν (§ 2183 α) : 

ΒΔΓ + ΒΗΓ = 180“ 

καί έπειδή ΒΔΓ = ΒΑΓ, 

ΒΑΓ + ΒΗΓ 180“, 
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Όμοίως, ΑΔΓ = ΑΗΓ (§ 2183 ο) 

καί μ — ν, ώς συμπληρώματα ίσων γωνιών. Καί έπειδή 

•'Ν 

ΓΗΒ = ΓΕΒ, 

έπεται ρ = σ καί τά τρίγωνα ΗΕΓ, ΗΕΒ είναι Ισοσκελή, ή ΓΒ- 
κάθετος έπί τήν ΑΗΘΕ καί ι — ι' = τ. 

Είναι κατά συνέπειαν κάθετοι έπ' άλλήλας αΐ ΓΖ καί ΑΒ καί 
τό κοινόν αύτών σημεΐον Η, τό όρθόκεντρον τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, 
κεΐται έπϊ τής καμπύλης. 

' Παρατήρηοις. Τό άκρον Η' τής διαμέτρου ΑΟΗ' τής ύπερβολής 
εΤναι τό όρθόκεντρον τού τριγώνου ΒΔΓ καί κοινόν σημεΐον τής 

■ \ 

ύπερβολής καί του κ. τόξου (Β, Γ, Η). 

2183 γ. 'Ο κύκλος τών εννέα σημείων τριγώνου εγγεγραμμένου είς 
υπερβολήν διέρχεται διά τού κέντρου τής καμπύλης. 

"Εστωσαν Μ, Ν, Κ. τά μέσα τών πλευρών ΓΔ, ΒΓ, ΒΔ του 
τριγώνου ΓΒΔ. θά πρέπει νά δειχθή δτι τό τετράπλευρον ΜΝΚΟ 
είναι έγχράψιμον. 

Πράγματι, 

/Ν /\ 

ΜΟΡ=ΓΗΒ, ώς Εχουσαι τάς πλευράς των παραλλήλους 

/\ /\ 

καί ΜΝΚ — ΓΔΒ, ώς άπέναντι γωνίαι παραλληλογράμμου. 

“Αρα ΜΟΚ + ΜΝΚ = ΓΗΒ + ΓΔΒ = 180». 

ΙΙαρατι/ρηαις. Ή περιφέρεια (Μ, ΟΜ) διέρχεται διά τών κοινών 
σημείων τής ΔΓ καί τών άσυμπτώτων. (Μέθοδοι, § 174). 

2183 9. Σημειώσεις. 1) Τό θεώρημα τών ϋνίαηϋΐιοη και ΡοηύβΙΐΐ 
εύρίσκεται είς τάς ΛμρΙίοαΙίοηε ά’ΑηαΙρίβ βΐ άε ΟέοιηέΙνίβ τοΰ Ροπ- 
οείβΐ, τόμ. 11, σ. 504. Επίσης, .4. ιί. €., τόμ. XI, 1820 - 21. 

Ή άπόδειξις έπανευρίσκεται είς τό Τηήΐέ άε (ίέοηιέΐνίε τών 
1< σποδέ καί ΟοιπδβΓοιιεϊβ, 7η έκδοσις, τόμ. Π, π° 1193, σ. 465. Βλ. 
έπίσης καί,.Υ. .1., 1864, σ. 541 καί 1865, σ. 32 - 39, δπου ό ). Μεη- 
ιίοη δίδει διάφορα ένδιαφέροντα θεωρήματα έπί τής Ισοσκελούς 
ύπερβόλής. 

Καί σήμερον άκόμη προσπορίζεται τις μεγάλην ώφέλειαν 4κ 
τής άναγνώσεως, μελέτης καί άφομοιώσεως τοΰ ΤταΐΙέ άε$ ρνο- 
ρνίιΊέί ρη>Ϊ6ϋΙΐνβ$ άβα βρηνεβ καί τών ΑρρΙίεαΙίοιιε ά'ΑηαΙρεε εί άε 
ΟέαιιιβΙνίε τοΰ Ροποείετ. 

Διά τήν έκτίμησιν τοΰ ϊργου τών γεωμετρών τοΟ XIX αί&νος, 
κατάλληλον βιβλίον είναι ή Είνάβ *μγ Ιβ ΑένεΙορ/ιεριε/ιί άεα 
>αέίΗοάΐ3 ρβοιπείΓίί/Μβε τοΰ ΟεεΙοη Πετδοηχ (1904, ΟαιιΙιεΓ-ΥίΙΙβΓχ). 
Ή ώραία αϋτη μελέτη άναδημοσιεόεται «ίς τό τέλος τής ΗΜοίτε 
ιίε$ ΜαΐΗέηιαΙί(ΐιΐΐ$ τοΰ Κοιιεε - ΒαΙΙ. 

2) Ή τετράς τών τεσσάρων σημείων Α, Β, Γ, Η, ώνομάσβη <5ο- 
Ουχεντοιχΐρ ήιιάς υπό τοΰ Ι,οπκοΐι&ηιρκ. (■/. Μ. 8., 1891, τόμ. 15, 
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σ. 151). "Εκαστον τών τεσσάρων τούτων σημείων είναι τό όρθό- 
κεντρον του τριγώνου τών τριών άλλων. 

Εις τό Ιδιον σχήυα δίδεται έπίσης καί τό δνομα όρΰοχεντροειΛές 
ιμιαιΙί'αηι/Ιε ' 

Τόπος 932-III 

2183ε. Έάν ή μία τών κορυφών παραλληλογράμμου περιγεγραμμέ- 
νου εις έλλειψιν γράφη τήν μίαν τών διευθετουσών αυτής, ή απέναντι 
ταύτης γράφει τήν έτέραν διευθετούσαν καί αί άλλαι δύο κορυφαί τόν 
πρωτεύοντα τής έλλείψεως κύκλον. (ιΥ. Α., 1860, σ. 228, 229, ύπο 
Τ.εκοε/ε ή Ι,εχοΛΒεκ, μαθητου Οέτοηο). 

"Επειδή αί έκ σημείου τής διευθετούσης άγόμεναι έφαπτόμεναι 
συναντούν τόν πρωτεύοντα κύκλον εις τά άκρα διαμέτρου αύτοΰ. 

Θεώρημα τοΰ Γεέψετ 932—IV 

2183 ζ. "Ορθογώνιον τρίγωνον ΒΑΓ στρέφεται περί τήν κορυφήν 
του Α καί μένει πάντοτε έγγεγραμμένον εις δοθεϊσαν κωνικήν τομήν. 
Δείξατε οτι ή χορδή ΒΓ διέρχεται διά σταθερού σημείου. 

Ή περιγεγραμμένη εις τό τρίγωνον ΒΑΓ περιφέρεια τέμνει τήν 
κωνικήν τομήν εις Εν τέταρτον σημεϊον Σ (σχ. 1359 α), καί ή διά¬ 
μετρος ΣΤ ορίζει τήν όρβήν γωνίαν ΣΑΤ. Ή δέ Εφαπτομένη τής 




κων. τομής εις Α καί ή εις τό Ιδιον σημεϊον κάθετος έπ" αύτήν 
ΑΔ συναντοΟν τήν περιφέρειαν εις δύο σημεία Ζ, Δ έπί διαμέ¬ 
τρου κείμενα. 

"Εάν έκ τοΰ Α προβάλωμεν έπί τής κων. τομής τά σημεία Β, Γ, 
Σ, Τ, Ζ καί Δ κατά τά Β, Γ, Σ, Γ', Α καί Δ', αί διάμετροι ΒΓ, 
ΣΤ, ΖΔ γίνονται αί χορδαί ΒΓ, ΣΓ', ΑΔ' τής καμπύλης. Καί έπειδή 
αί διάμετροι ΒΓ, ΣΤ, ΖΔ τής περιφέρειας διέρχονται διά τοΟ κέν¬ 
τρου αύτής Ο, Επεται βτι καί αί άντίστοιχοι χορδαί θά διέρ- 


13Κ. 1! η μ. μ ε τ. Τετράγωνον ; 

139. 2 η μ. μ ε τ. Κατά προτάσεις τής Προβολικής Γεωμετρίας (πρβλ. 
ΕχβΓοϊοββ άβ (Ιέοιπέΐήο ιποάοΓπε, ύπό (ϊ. Ι’αρβΙΐοΓ, τεύχη όγδοον 
καί ένατον. 

Γεωμετρία 73 
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χωνται διά τοΰ αύτοΟ σημείου θ. Τούτο δέ θά είναι σταθερόν 
σημεϊον, ώς τομή τής καθέτου ΑΔ’ είς τό Α καί τυχούσης έκ τών 
θεωρουμένων χορδών. 

Παρατηρήσεις. 11 Ή άπόδειξις Ισχύει διά πάσαν κων. τομήν. 

2) Τή βοηθείφ τής ένελίξεως, ή άπόδειξις είναι πολύ άπλή 
(σχ. 1359 β): 

Διά τής στροφής τής γωνία; ΑΜΑ' περί τό σημεϊον Μ, αΙ πλευ- 
ραί αότής ΜΑ, ΜΑ’ παράγουν τάς όμολόγους άκτϊνας δύο ίΐ’ε/.ι- 
χζιχών δεσμών, έχουσών όμολόγους άκτϊνας τήν έφαπτομένην ΜΤ 
καί τήν κάθετον ΜΝ. Επομένως, αΐ χορδαΐ ΑΑ', Α,Α,’ κλπ. τέμ- 
νονται είς σταθερόν σημεϊον Ζ, κείμενον έπί μιας τών χορδών 
τούτων, τής καθέτου ΜΝ. 

3) Τό θεώρημα ιοι' Ρτέςχετ προκύπτει διά τής μεθόδου τών άντι- 
,στρόφων πολικών έκ τής στοιχειώδους ίδιότητος τής παραβολής : 
'Ο τόπος τών κορυφών τών πεοιγεγραμμένων είς παραβολήν ΰρ&ών γωνιών 
είναι εΰΰεία : ή διενβετοΰαα τής παραβολής. (.V. .1., 1894, σ. 322, Ο.τ- 
ζβιιιίβπ). 

Τό σημεϊον τοΰ Ρΐ'έρίβΓ Εχει πλείστας Ιδιότητας· βλ. σχετικώς 
ώραϊον άρθρον τοΟ Οέταπί εις ΜαΙΙιε$ί$, 1899, σ. 136. 

Σημείωσες. ΤοΟ Ρτέβίβε, άποφοίτου τής ΚεοΙε ΡοΙ^ΙεεΙιηίηηε. 
εύρίσκονται ώραϊαι σχετικά! έργασίαι εις τόν VI τόμον τών Α.ά.Ο·, 
1815-16, σ. 229 καί 242: ΤΙιέονέιηεε ηοηυεαιιχ εηε Ιεβ Ιίι/ηεε εΙ 8«>·- 
(αεε$ άιε βεεοηά οηίνε. 

Περιβάλλονσα 932— V 


2183η, 1) Νά εύρεθή ή περιβάλλουσα τών χορδών τών συνδεουσών 
τά άκρα τών ζευγών συζυγών διαμέτρων έλλείψεως (α, β). 

2) Όμοίως, τών επιπέδων τών διερχομένων διά τών άκρων τριών συ¬ 
ζυγών διαμέτρων Ελλειψοειδούς (α, β, γ). 


1) Αναγόμενοι είς τόν πρωτεύοντα κύκλον τής έλλείψεως, άνα- 
γνωρίζομεν άμέσως δτι ή ζητουμένη περιβάλλουσα είναι ή ίλλει- 
ψις, καθ’ ήν προβάλλεται έπί τοΰ Επιπέδου τής δοθείσης έλλεί- 
ψεως, ή περιφέρεια - περιβάλλουσα τών χορδών, αϊτινες ένοΰσιν 
τά πέρατα ζευγών καθέτων διαμέτρων τοΟ κύκλου τούτου. 

Είναι έπομένως ή ζητουμένη περιβάλλουσα Ελλειψις όμόκεν- 

_ γ 2 α γ ρ 

τρος καί όμοια τής δοθείσης καί μέ άξονας —~— καί Ε-~- 

2) Ή περιβάλλουσα τών έπιπέδων τούτων είναι έλλειψοειδές 
όμόκεντρον καί δμοιον τοΟ δοθέντος καί μέ άξονας 

α Γ2 β 1Τ , γ Ί~2 „ 

~ 2 ~· ~2 — * αι —2 _ ( 0) · 


Περιβάλλουσα 932— VI 

2183 Ποια ή περιβάλλουσα τών υποτεινουσών τών ορθογωνίων 
τριγώνων, τών όποιων ή κορυφή τής όρθής γωνίας είναι τό χέντρον 
κων. τομή; καί αί δύο άλλαι χορυφαΐ χεϊνται έπϊ τής καμπύλης ; 


140. 2 η μ. μ ι τ. Καθ' ίμοίαν άπόδειξιν· έπειδή τό δοθέν Ελλειψοει¬ 
δές δόναται νά θεωρηθή «προβολή» σφαίρας. (Βλ. Άναλ. Γειομ. Ν. 2α- 
χελλαρίοΐ), II τόμος : 'Επιφάνειαι Β’ βα&μον). 
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Διά τήν Ελλειψιν, είναι -περιφέρεια όμόκεντρος αύτής και άκτΐ- 
νος ίσης πρός α ^ · · - . Διά τήν ύπερβολήν, ή άκτίς είναι 
αβ 


_, όπου α ό πρωτεύων τής καμπύλης άξων· διά τήν πραγ- 

V β’ — α- 

ματικότητα τής περιφέρειας ταύτης, θά πρέπει α < β. 

Διά τό έλλειψοειδές, ή περιβάλλουσα τών έπιπέδων, τών όρι- 
ζομένων διά τών άκρων ένός τρισορθογωνίου συστήματος ήμιδια- 
μέτρων αύτοΰ, είναι σφαίρα όμόκεντρος τής έπιφανείας καί άκτΐ- 
αβγ 

νος ρ = . 

Υα’+Ρ’+Υ 2 


Σημείωαις. Τό άνωτέρω πρόβλημα, διά κωνικήν τομήν Εχουσαν 
κέντρον, προετάθη είς τά .4. ά. Ο. (τόμ. XV, 1824 - 25, σ. 76) καί 
έλύθη είς τόν Τδιον τόμον, σ. 197 ύπό τοΟ ζ)ιι«π·εΐ, κατά συνήθη 
είς αότόν, άπλοΰν καί εύφυή τρόπον. Μεταβαίνει άπό τής έλλεί- 
ψεως είς τήν ύπερβολήν διά τής άντικαταστάσεως τοΰ β διά 
τοΟ β V — 1. 

Είς τήν σελ. 199-204 είς άνώνυμος συνδρομητής άποδεικνύει 
τό θεώρημα άναλυτικώς καί τό έπεκτείνει δι’ έπιφανείας τετάρ¬ 
του βαθμοΟ έχούσας κέντρον. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

’ΈΙΙειτμις καί υπερβολή 

Πρόβλημα 933, 

2184. Είς ποιαν άπόστασιν άπό τοΰ κέντρου έλλείψεως εΰρίακεται 
χορδή αυτής παράλληλος πρός τόν μέγαν άξονα και ίση πρός τό ήμισυ 
αύτοΰ ; 

Είς άπόστασιν V 3 (§ 50). 

Πρόβλημα 934 

2185. Δίδεται έλλειψις διά τών εστιών της καί τοΰ μήκους 2 α τοΰ 
μεγάλου άξονος. Νά ευρεθοΰν τά κοινά σημεία τής καμπύλης ταύτης 
καί περιφέρειας έχούσης κέντρον κείμενον έπί τοΰ μικροΰ άξονος. 

(Βλ. Μϊ&οόοι, § 116). 

Πρόβλημα 935 

2186. Δοθείσης έλλείψεως, νά άχθή έφαπτομένη αύτής σχηματίζουσα 
γωνίαν φ μετά τών εστιακών άκτίνων εις τό σημείον επαφής. 

'-Ν 

"Εστω ΕΜΛ — φ. Επειδή ή έφαπτομένη είναι ίσον κεκλιμένη 
πρός τάς έστιακάς άκτΐνας, ή γωνία Ε'ΜΕ Θά είναι ίση πρός 
180° —2 φ καί τά ζητούμενα σημεία Μ Θά είναι κοινά τής δο- 
Θείσης έλλείψεως καί τών δύο συμμετρικών κυκλικών τόξων 
(Ε, Ε', 180» — 2 φ). 
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ΑΙ τέσσαρες έφαπτόμεναι Αποτελούν Ενα περιγεγραμμένον ε!ς 
τήν ελλειψιν ρόμβον. 

'Οοιαχά ιιίγίΰη . Τώ άνω - τω ίσα κυκλ. τόξα δέχονται τόσον 



Σχ. 13Π0. 


μεχαλυτέραν γωνίαν, όσον μικροτέρα είναι ή άκτίς των. ΕΙς τάς 
κορυφάς Β η Β' έπομένως λαμβάνομεν τήν μεγαλυτέραν γωνίαν 
ΕΒΕ' καί εΙς τός κορυφάς Α β Α' τήν μικροτέραν. 

. ΠρΑγματ’, 6ιΑ τήν έφαπτομένην είς Α, ή γωνία τών έστιακών 
Ακτινών είναι μηδέν. 

Πρόβλημα 936 

2187. Νά εΰρεθή ιό εμβαδόν τής έλλείψεως, θεωρούμενης τής 
καμπύλης ταύιης ώς προβολής περιφέρειας επί επίπεδον. 

"Εστω α ή Ακτίς τής περίφερείας. 

Ή δίΛμετρος αυτής, ή τιαρΑλληλος πρός τήν τομήν τΟν δύο 
έπιπέδων, προβάλλεται κατΛ τό Αληθές αύτής μέγεθος καί δίδει 
τόν μέγαν Αξονα 2 α τής έλλείψεως· ή δέ δίΛμετρος τής περιφέ¬ 
ρειας, ή κΑθετος έπί τήν προηγουμένην, προβΑλλεται κατΑ μήκος 
2 β ίσον πρός τόν μικρόν Αξονα τής καμπύλης. Ή γωνία ω τής 
δευτέρας διαμέτρου μετά τής προβολής της είναι ή γωνία τών 
έπιπέδων τής περίφερείας καί τής έλλείψεως: 

β 

συν ω = — · 
α 

Επειδή δέ ή προβολή μιας έπιπέδου έπιφανείας έπί έπίπεδον 
Εχει έμβαδόν ίσον πρός τό γινόμενον τοΟ έμβαδοΟ τής προβαλλό¬ 
μενης έπί τό συνημίτονον τής γωνίας τών δύο έπιπέδων, ΘΑ είναι 

α 

έμβ. έλλείψεως =' έμβ. περίφερείας X συν ω = πα’. — = παβ. 

Λ 

Πρόβλημα 937 

2188. Νά υπολογισθοΰν τά μήκη α, β των ήμιαξόνων έλλείψεως 
ουναρτήοει τών μηκών α', β' δύο συζυγών ήμιδιαμέιρων αυτής καί τής 
γωνίας αυτών. 

Έκ τών δύο σχέσεων §§ 2073 καί 2075): 

α' 1 -4- βΐ* = α* β“ καί 2 αβ = 2 α'β' ημ V, 
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εύρίσκομεν 

α = + β* + 2 αβ = (α + β)* = Ο 1 » + Ρ' 5 + 2 α'β' ημ V 
καί α 1 β 2 — 2 αβ -- (α — β)* = α'* + β'* — 2 α'β' ημ Υ. 

Επομένως: 

α = -^-Υ α' 5 + β'« + 2 α'β' ημ V + -ί- V α'» + β' 5 — 2 α'β' ημ Υ. 

β = -γ β'* 2 α'β' ημ V- γ V α- + β'- — 2 α'β' ημ Υ. 

Πρόβλημα 938 

2189. Νά χατασχευασθοϋν γεωμετρικός οΐ άξονες έλλείψεως, δταν 
δίδωνται θέσει αί δύο ΐσαν συζυγείς διάμετροι αυτής. 

"Εστω ΟΔ —ΟΔ'. Ό μέγας άξων κεϊται έπί τής διχοτόμου 
ΟΧ τής γωνίας ΔΟΔ' καί 
ό μικρός εΤναι κάθετος έπ' 
αύτόν. 

Φέρομεν τήν διχοτόμον 
τής γωνίας ΧΟΥ· ή τεταγ- 
μένη ΔΡ μάς όδηγεΐ εις τό 
μήκος ΟΕ τής άκτΐνος τοΟ 
πρωτεύοντος κύκλου τής 
έλλείψεως, ή δέ τετμημένη 
δίδει ΟΙ = β. (Ο., π» 635). 

ΙΙαοατήρησις. Ή περίπτω- 
σις καθ’ ήν γνωρίζομεν τάς 
δύο ΐσας συζυγείς διαμέ¬ 
τρους έλλείψεως καί τήν 
γωνίαν αύτόν, έμψανίζεται 
συχνά εις τάς έψαρμογάς, 
ώς λ. χ. εις τούς ανακουφι¬ 
στικούς θολούς νοίιίεε εη £*■ 

ιίεεΙι&Γί'ε) έίς τήν Αρχιτε¬ 
κτονικήν, εις τούς κυματόμους τών λοξών πολυτόξων γεφυρών κλπ. 

Εις τάς περιπτώσεις ταύτας, τό έμβαδόν τής έλλείψεως είναι 

π . ΔΟ’ ημΔΟΔ' = πα' 5 ημψ. (φ = ΔΟΔ'). 

Επειδή δέ 

Ο Ρ = Ο Δ . συν Δ Ο Ρ = α' συν -γ 
κ αί ΟΕ = α = ΟΡν2, 

ϊπετςχι α' = α' V 2 συν · 

Όμοίως, ΟΥ=α'ημ-^-, καί β = α' V 2 ημ -γ · 

2189 α. Σημιϊωστς. Εις τήν πράξιν καί Ιδιαιτέρως εις τούς βό¬ 
λους τών γεφυρών, ή έλλειψις άντικαβίσταται ύπό τής ώοει&οϋς 
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(Ακριβέστερου, ύπό τοΰ ήμίσεος τής καμπύλης ταύτης) ή ύπό 
τής 7. αβή; κανίστρου, μέ τρία ή πέντε κέντρα (§§ 1759- 1763). 

Πρόβλημα. 939 

2190. θεωροϋντες τήν ελλειψιν ώς προβολήν περιφέρειας καί άνευ 
κατασκευής τής καμπύλης, νά φέρωμεν έφαπτομένην αυτής : 

1) ΕΙς δοθέν σημεϊον τής καμπύλης. 

21 Έκ σημείου έκτος τής καμπύλης κειμένου. 

3) Παράλληλον πρός δοθεϊσαν διεύθυνσιν. 

1) "Εστω Ν τό δοθέν σημεϊον. Ή τεταγμένη ΡΝΜ δίδει τό 
σημεϊον Μ τής περιφερείας, τήν έφαπτομένην αύτής ΜΤ καί τήν 
ζητουμένην ΝΤ. 

2) "Εστω θ τό δοθέν σημεϊον. Φέρομεν τήν εύθεΐαν ΒΘΡ' καί 
έκ τοΰ Ρ' έφαπτομένην Ρ'ΘΉ' τής περιφερείας. 



Τό θ' είναι τό Αντίστοιχον τοΰ θ' σημεϊον έπΐ. τοΰ έπιπέδου 
τής περιφερείας. 

Αί έκ τού θ' έφαπΤόμεναϊ ΘΉ', Θ’Λ', μάς όδηγούν Αμέσως 
καί είς τάς έφαπτομένας ΘΗ, ΘΛ τής έλλείψεως. 

3) "Εστω ΟΣ ή δοθεϊσα διεύθυνσις. Εύρίσκομεν τήν άντίστοι 
χον ταύτης διεύθυνσιν ΟΣ' είς τό έπίπεδον τής περιφερείας καί 
φέρομεν έφαπτομένην ΙΙ' παράλληλον πρός τήν ΟΣ'. Έκ τής έφα- 
πτομένης ταύτης, κατασκευάζομεν κατά τά προηγούμενα καί τήν 
ζητουμένην έφαπτομένην Γ τής έλλείψεως. παράλληλον πρός 
τήν ΟΣ. 

Πρόβλημα 939—I 

2191. Μέ τά ίδια δεδομένα, νά άχθη κάθετος έπΐ τήν ελλειψιν: 

1) Είς δοθέν σημεϊον αύτής. 

2) Παράλληλος πρός δοθεϊσαν διεύθυνσιν. 

1) "Εστω Μ τό δοθέν σημεϊον. Εύρίσκομεν, κατά τόν προηγού- 
μενον τρόπον, τήν έφαπτομένην ΜΙ τής έλλείψεως κάί φέρομεν 
κάθετον έπ' αύτήν ΜΝ. 

Παρατήρηοις. Ή κάθετος ΜΓΊ δέν είναι προβολή τής καθέτου 
Μ'Ο έπί τήν περιφέρειαν διά τούτο είναι Αναγκαία Λ κατασκευή 
τής έψαπτομένης ΜΙ. 
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2) Έστω ΟΓ ή δοθεϊσα διεύθυνσις καί ΟΔ κάθετος 4πΙ 
τήν ΟΓ. 

Εύρίοκομεν τήν έφαπτομένην ΤΕ' τής περιφέρειας, τήν παράλ¬ 
ληλον πρός τήν άντίστοιχον τής ΟΔ διβύθυνσιν ΟΔ'. Έκ τούτης 



άναγόμεθα εις τήν εφαπτομένη·.· ΓΕ τής έλλείψεως καί τήν κά¬ 
θετον ΕΖ. 

2191α. Σημιίωοις. Ανάλογοι κατασκευαί παρέχουν τάς λύσεις 
τών αυτών προβλημάτων, δταν γνωρίζωμενλδύο συζυγείς διαμέ¬ 
τρους τής έλλείψεως καί τήν γωνίαν αύτών. Βασίζονται δμως 



αυται έπί μερικών θεωρημάτων μή άποδεικνυομένων είς τά Ιίοαπ 
άί· ΙίέοιιΐέΙήβ ήμών καί τά όποια περισριζόμεθα ένταΟθα νά άνα- 
φέρωμεν μόνον : 

Έίτν χλίνωμεν κατά την αυτήν γωνίαν τάς τι ταγμένοι έλλείψεως, λαμ- 
βάνυμεν νλλχιψιν .τά/.ιν, άναφερομένην εις Αιο βυζνγεΐς διαμέτρους αυτής. 

Το αυτό συμβαίνει χαϊ Αιά τήν περιφέρειαν, διά χλί «α>( χατά τήν αν- 
τήν γωνίαν τ&ν τεταγμίνων της χαΐ πολλαπλασιασμόν αυτών έχΐ τον αυτόν 
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άρι&μόν (Σχ. 1364). Αί έφαητάμεναι εις άντΙατοιχα σημεία Μ, Μ' συναν¬ 
τούν τήν ΑΑ' εΙ( τό αντο αημιΐον. . 

Διά τά θεωρήματα ταΰτα καί τάς έκ τούτον κατασκευής, πα- 
ραπέμπομεν εις τό Λρρβηάίοβ αι*χ Εχβτοχοβί άβ Οέοτηέίγίβ ήμών. 

Αί άνωτέρω κατασκευαί εύρίσκονται έπίσης καί ε[ς τήν 3ην 
ίκδοσιν τών Εχ. άε Οέοηι. ϋείο'ίρίίνε (η° 3 91 καί έπόμενα). 


θεώρημα 939—II 

2192. ΕΙς τήν έλλειψιν, 6 λόγος τής τετμημένης ενός σημείου αυτής 
πρός τήν ΰποκά θετόν τής καμπύλης εί: 

. . τ . . α» 

αυτό είναι ίσος προς · 

Ρ 

Πράγματι, έκ τών όρθογωνίων τρι¬ 
γώνων ΟΜ'Τ καί ΝΜΤ εύρίσκομεν 

ΡΜ' ! = ΡΟ . ΡΤ, 

ΡΜ» = ΡΝ . ΡΤ. 

Επομένως: 

ΟΡ ΡΜ' 3 α 5 



ΝΡ 


ΡΜ 3 


θεώρημα 939—III 

2192 α. Έστω Μ σημεΐον έλλείψεως, ΜΝ ή κάθετος επί τήν καμπύ¬ 
λην χαί ΟΑΓΒ τό έπί των ήμιαξόνων 
ορθογώνιον. Δείξατε διι ή τεταγμένη 
ΜΡ τοΰ Μ καί ή έκ τού Ν κάθετος 
έπί τήν ΑΒ τέμνονται έπί τής διαγώ¬ 
νιου ΟΓ τοδ όρθογωνίου. 

Τά τρίγωνα ΗΡΝ καί ΟΑΒ είναι 
δμοια, ώς Εχοντα τάς πλευράς των 
καθέτους (σχ. 1366). Επομένως: 

ΡΗ _ α 
ΡΝ ~ β 

καί διαιροΰντες τήν Ισότητα ταύτην 
διά τής προηγουμένης (§ 2192), εύρίσκομεν τήν 

ΡΗ _ β _ ΑΓ 
ΟΡ — α ~ ΑΟ ’ 

ήτις άποδεικνύει δτι τό σημεΐον Η εύρίσκεται έπί τής ΟΓ. 

1η Εφαρμογή. Λα αχ&ή ή κάθετοί εί? τό σημεΐον Μ. 

Έκ τής τομής Η τής ΟΓ καί τής τεταγμένης ΡΜ φέρομεν κά¬ 
θετον ΗΝ έπί τήν ΑΒ. Ή ΜΝ είναι ή ζητουμένη κάθετος. 

2α Εφαρμογή. Λα άχ&οϋν α! κάθειοι ε,-τί τήν ελ/.ειψιν ίχ σημεΐον Ν 
τοΰ μεγάλον αν τής αξονος. 

Έκ τοΟ Ν φέρομεν κάθετον έπί τήν ΑΒ, τέμνουσαν εις Η τήν 
ΟΓ. ΟΙ πόδες τών ζητουμένων καθέτων εύρίσκονται έπί τής έκ 
τοΰ Η καθέτου έπί τήν ΟΑ. 
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θεώρημα 939—IV 

2192 β. Έάν ή έκ τοΰ Γ (σχ. 1367) κάθετος έπΐ τήν ΑΒ τέμνη τήν 
ΟΑ είς I, ή 81 ήμιδιάμετρος ΟΜ τέμνη τήν ΑΓ βΐς Λ, ή κάθετος ΜΝ 
έπΐ τήν καμπύλην είναι παράλληλος πρός τήν ΛΙ. 

"Εστω ΗΜΝ τό τρίγωνον τοΰ προηγουμένου σχήματος· ΐπειδή 
αΐ ΗΝ καί Γ1 είναι παράλληλοι, ώς καί α! ΜΝ καί ΓΑ, Θά Εχωμεν: 
ΟΙ _ ΟΓ _ ΟΛ 
ΟΝ - ΟΗ ~ ΟΜ ' 

Είναι δηλ. Λ1 παράλληλος τής ΜΝ. 

3η Εφαρμογή. Λα ετρε^ή ιό οημεϊον Μ ε/.λείφεως, εις <7 ή κάάετο; 
επ' αυτήν έχει δοδεΐοαν διενδυνοιν. 

Προσδιορίζομεν πρώτον τό ση- 
μεϊον I διά τής καθέτου έκ τοΰ Γ 
έπΐ τήν ΑΒ. Έκ τοΰ I φέρομεν πα¬ 
ράλληλον ΙΛ πρός τήν Βοθεϊσαν δι- 
εΰθυνσιν. Τό ζητοΰμενον σημεΐον εΰ- 
ρίσκεται έπΐ τής ΟΛ. 

■/)) *Εφαρμογή . Λ’ά εΰρε&ή οημεϊον 
Μ έλ/.είψβω(, εις ,7 ή κάθετο; ε.τ* αυτήν 
σχηματίζει δο9εϊααν γωνίαν φ με ιό τής 
ήμιδιαιιίτρον ΟΜ. Μέγιοτον τής γωνία; 
ιαύτης. 

Προσδιορίζομεν πάλιν τό σημεΐον I καί γράφομεν κυκλ. τόξον 
(Τ) διά τών Ο, 1, δεχόμενον γωνίαν φ. Ή τομή Λ αύτοΰ καί .τής 
ΑΓ όρίζει τήν ήμιδιάμετρον ΟΛ, έφ’ ής κεϊται τό οημεϊον Μ. 

Ή μεγίστη γωνία φ λαμβάνεται διά τόξον (Τ) έφαπτόμενον 
τής ΑΓ. Τό σημεΐον έπαφής θά είναι τότε τό Γ. Πράγματι τα 
τρίγωνα ΙΓΑ καί ΑΒΓ είναι όμοια (ώς Εχοντα τάς πλευράς των 
καθέτους) καί Επομένως : 

Α! _ _ΑΓ__ ΑΓ 

ΑΓ' — ΒΓ ~ ΑΟ' ' 
ή ΑΓ’ = ΑΟ . Α1. 

Είναι, κατά συνέπειαν, ή μεγίστη γωνία φ Τση πρός τήν γω¬ 
νίαν ΟΓΙ. 

2192 γ. Σημιίωαις. Τά θεωρήματα 219<ί καί αΐ έφαρμογαί των 
μάς άνεκοινώθησαν όπό τοΰ καθηγητοΰ εις τήν ΑΥ οΐε άεε ροτιΙ* 
βΙ εΙιαιιεβέει Μειιποε ιΓΟοεβηκ καί έδημοσιεύθησαν ταυτοχρόνως 
εις τό 3. ιί. .1/. ΚΙ. τοΰ Υιιίδβτΐ (1η Δεκεμβρίου 1Β9Β). 

Ή κατασκευή τής καθέτου είς τό σημεΐον Μ (πρώτη Εφαρ¬ 
μογή), έδόθη Οπό τοΰ σοφοϋ καθηγητοΰ διά τήν εύκολωτέραν χά- 
ραξιν τών άρμών είς τούς Ελλειπτικούς θόλους καί εΐχεν ήδη άνα- 
κοινωθή είς τά ΑηιιαΙεα άε$ ροηΐ 5 εΙ είιαιΐίβέεε τό 1886, 2α εξαμη¬ 
νία, σ. 403). 

Πρόβλημα 940 

2193. Νά εΰρεθούν τά σημεία είς τά όποια δοθεϊσα εΰθεϊα συναντά 
υπερβολήν, διδομένην διά τών εστιών καί τοΰ μήκους τοΰ πρωτεύοντος 
άξονος αυτής. 

(Βλ. Μέ»οδο<, § 113 β). 
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Παραίήρηαις. Δυνάμεθα νά προσδιορίσωμεν τά σημεία, κατά τά 
όποια βοθεϊσα εύθεΐα συναντδ ύπερβολήν, διδομένην διά τών 
άσυμπτώιων της καί ένός αυτής σημείου. (Βλ. Εχ. ά. Οέοηι. Οε$ον·, 
4η Εκβ., Σημ. η°® 1311 καί Εξής). 

Πρόβλημα Θ41 

2194. Δίδεται Ισοσκελής υπερβολή 8ιά τών ασύμπτωτων χαΐ τής 
δυνάμεως λ 5 αΰτής. Ζητείται νά άχθή Εφαπτομένη τής καμπύλης τοί- 
αύτη, ώστε τό μεταξύ τών ασύμπτωτων τμήμα αΰτής νά Ιχη μήκος 
δοθέν. 

(Βλ. Μέύοδοι, ρ 118). 

Πρόβλημα 942 

219Β. Νά κατασκευαστή ( 14 ') έλλειψις ή υπερβολή, τών όποιων δϊ- 
δονται τό χέντρον, τΰ μήκος 2 α τοϋ πρωτεύοντος άξονος χαΐ δύο έφα- 
πτόμεναι. 

Μέ κέντρον τό Ο καί άκτΐνα α γράφομεν τόν πρωτεύοντα 




κύκλον καί είς χά σημεία Γ, Γ', Δ, Δ', καθ’ ά τέμνει οδτος τάς 
δοθεΐσας έφαπτομένας, φέρομεν καθέτους έπ’ αύτάς. 

ΑΙ κάθετοι αδται τέμνονται άνά δύο είς τάς Εστίας. Έάν αΐ 
έστίαι είναι έσωτερικαί τοΟ πρωτεύοντος κύκλου (σχ. 1368), τά 
δοθέντα στοιχεία άνήκουν είς Ελλειψιν· άλλως, είς ύπερβολήν 
(σχ. 1369). 

Υπάρχουν έν γένει δύο λύσεις· έπειδή δυνάμεθα νά θεωρήσω- 
μεν ώς Εστίας καί τάς τομάς ε, ε’ τών καθέτων είς τά Γ, Δ' καί 
Γ', Δ. "Η εε’ θά είναι ή έστιακή άπόστασις μιας ύπερβολής, κλπ. 


141. 2ημ. μ ε τ. Νά*εύρεθοϋν δηλ. σημεία όσαδήποτε τών καμπύλων 
αύτών, ή απ’ εύθβίας εκ.τών δεδομένων ή δ·.ά προσδιορισμού τών χορίων 
στοιχείων τών καμπύλων. 
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Ποίημα 042-1 

2196. 'Ορητβς, έάν δίδωνται δ προ' τεύων άξων (θέσει καί μεγέθει) 
καί μία Εφαπτομένη. 

Γράφομεν τόν πρωτεύοντα κύκλον έπΐ τοΟ μεγάλου ήμιαξονος 
ΑΑ' καί φέρομεν καθέτους είς τά κοινά σημεία Γ, Γ' αύτοΟ καί 



Σχ. 1370. Σχ. 07*. 


τής δοθείσης έφαπτομένης. θά Εχωμεν Ελλειψιν, έάν ή Εφαπτομένη 
τέμνη τόν μέγαν άξονα έκτός τοΟ τμήματος ΑΑ' αύτοΟ καί ύπερ- 
βολήν είς τήν άντίθετον περίπτωοιν (σχ. 1370 καί 1371). 

Πρόβλημα 942—11 

2197. "Ομοίως, έάν δίδωνται μία τών εστιών, μία Εφαπτομένη, ή 
διεύθυνσις τοϋ πρωτεύοντος άξονος χαί τδ μήκος του 2 α. 

Έκ τής έστίας Ε φέρομεν κάθετον ΕΓ έπί τήν έφαπτομένην Τ 



καί μέ κέντρον τό Γ καί άκτϊνα α γράφομεν περιφέρειαν τέμνου- 
σαν τήν εύθεϊαν χν είς Ο καί Ο'. Μέ κέντρον Ο Εν τών σημείων 
τούτων καί άκτϊνα α γράφομεν περιφέρειαν (πρωτεύοντα κύκλον) 
καί εις τό σημεΐον Δ, καθ' δ αϋτη τέμνει τήν έφαπτομένην Τ, φέ¬ 
ρομεν κάθετον ΔΕ' έπί τήν Τ μέχρι τοΟ άξονος χ ν. Τό σημεΐον 
Ε' είναι ή δευτέρα Εστία. 

Ή περιφέρεια (Ο', α) δίδει δευτέραν λύσιν. 

’Εάν σι έστίαι εύρίσκωνται Εντός τοΟ πρωτεύοντος κύκλου 
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(σχ. 1372), ή καμπύλη είναι Ελλειψις· ύπερβολή δέ έάν εύρίσκων- 
ται έκτός αύτοΟ (σχ. 1373), 

Τό πρώτον σχήμα δίδει έλλείψεις, τό δεύτερον μίαν ύπερβολήν 



:■/ 1Κ3. 


καί μίαν Ιλλειψιν. θά είχομεν δύο ύπερβολάς, έάν ή εύθεΐα χ ν 
διέτεμνε τό τμήμα ΑΑ'. 

Πρόβλημα 942—III 

β 

2193. Όμοίως, έάν δίδωνχαι άΐ δύο έσιίαι καί ό λόγος — χών 
αξόνων. 



Λαμβάνομεν έπί τών άξόνων μήκη ΟΜ, ΟΝ τοιαΰτα, ώστε: 
= — (σχ. 1374) καί διά τοΰ σημείου Ε φέρομεν παράλλη- 


ΝΟ 


λον ΕΒ πρός ΝΜ. θά ϊχωμεν 

καί έπομένως ΒΕ=α, ΟΒ = β. 

2) Διά τήν ύπερβολήν (σχ. 1375), ύψοΟμεν εις τό τυχόν σημεϊον 

ΜΟ οι 

Μ τού έστιακοΟ άζονος κάθετον ΜΝ τοιαύτην. ώστε ^ ~ "ρ"' 
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ΜΙ κέντρον Ο καί άκτΐνα ΟΝ γράφομεν τόξον ΝΔ καί έκ τοΟ Ε 
φέρομεν παράλληλον ΖΙ πρός τήν ΝΔ. 


Επειδή 

θά είναι 
άφοΟ 


ΟΑ ΟΜ _ α 
ΑΙ _ ΜΝ Γ “ β ’ 

ΟΑ γ— α, ΑΙ β, 

ΑΟ» + ΑΙ 5 = ΟΙ» — ΟΕ-’ —. γ- 


Ή εύθεϊα ΟΙ είναι άσύμπτωτος τής καμπύλης (Ο., ιι° 663). 


Πρόβλημα 942—IV 

2199. Όμοίως, έάν δίδωνιαι μία εστία Ε, ϊν αημεΐον Μ τής καμπύ¬ 
λης. ί| εφαπτομένη εις αύιό καί τό μήκος 2 α ή 2 γ. 

Εύρίσκομεν τό σημεϊον Ε,, συμμετρικόν τοΰ Ε πρός τήν έφα- 



πτομένην Τ καί έπί τής ευθείας Ε,Μ λαμβάνομεν μήκος Ε,Ε' ή 
Ε,Ε" ίσον πρός 2 α. 

Διακρίνομεν τρεις περιπτώσεις : 

1) 2α>ΜΕ (σχ. 1376). Εύρίσκομεν μίαν ϊλλειψιν καί μίαν 
υπερβολήν. 

2) 2 α - ΜΕ. Ή Ιλλειψις είναι εύθεϊα γραμμή, ή ΜΕ. 

3) 2α < ΜΕ (σχ. 1377). Εύρίσκομεν δύο ϋπερβολάς. ΑΟτα 
συμπίπτουν πρός τήν έφαπτομένην ΜΤ διά 2 α = 0. 

Έάν δοθή ή έστιακή άπόστασις 2 γ, ή άλλη εστία Ε' (ή Ε") 
είναι κοινόν σημεϊον τής εύθείας ΜΕ, καί τής περιφέρειας (Ε, 2 γ). 

Διά 2γ> ΕΕ, > ΜΕ, Ιλλειψις καί υπερβολή. 

Διά 2 γ = ΕΕ, > ΜΕ, ή ύπερβολή άνάγεται εις τήν έφαπτο- 
μένην ΜΤ. 

Διά 2 γ = ΕΕ, ΜΕ, αί δύο λύσεις είναι εύθεϊα ΜΤ (ύπερ¬ 
βολή) καί ή εύθεϊα ΜΕ (Ιλλειψις), 

Διά ΜΕ>2γ> ΕΕ,, λαμβάνομεν δύο ύπερβολάς. 

Τό έλάχιστον τοΟ μήκους 2γ είναι ή άπόστασις τοΟ Ε άπό 
τής εύθείας ΜΕ,. Εις τοΟτο άντιστοιχεϊ μία μόνον ύπερβολή. 
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Πρόβλημα 942— V 


2200. "Ομοίως, έάν δίδωνται μία εστία Ζ καί τρεϊς έφαπτόμεναι. 



μιας έξ αυτών. 


Προβάλλομεν τήν έστίαν έπί τάς 
τρεις έφαπτομένας είς Δ, Δ', Δ" καί 
γράφομεν τόν -πρωτεύοντα κύκλον 
(φΔ'Δ”). Ή εύθεϊα ΖΓ ύρίζει τόν μέ- 
γαν άξονα κλπ. 

Έάν τό σημεϊον Ζ είναι έσωτερι- 
κόν της περιφερείας. ή κων. τομή είναι 
Ιλλειψις (οχ. 1378)· άλλως είναι υπερ¬ 
βολή. 

Πρόβλημα 942— VI 

2201. Όμοίως. έάν δίδωνται μία εστία, 
δυο έφαπτόμεναι καί τό σημεϊον έπαφής 


Έστωσαν Ε,, Ε', τά συμμετρικά σημεία τής δοθεΐσης έστίας 
πρός τάς έφαπτομένας. Ό διευθύνων κύκλος Γ (Ε', 2 α) θά διέρ¬ 




χεται διά τΟν Ε,, Ε', καί θά έχη τό κέντρον του Ε’ έπί τής Ε',Μ. 
Εύρίσκεται, έπομένως, ή δευτέρα έστία Ε’ διά τής τομής τής Ε',Μ 
καί τής καθέτου είς τό μέσον τής Ε,Ε',. Ή καμπύλη είναι Ιλλει- 
ψις έάν τό σημεϊον Ε είναι έσωτερικόν τοΰ Γ (σχ. 1379). "Αλλως, 
είναι ύπερβολή (σχ. 1380). 

Πρόβλημα 943 

2202. Νά κατασκευαστή ελλειψις έκ δύο έφαπτομένων, των ση¬ 
μείων έπαφής καί τής ευθείας έφ’ ής κεϊται ό μύγας αυτής άξων. 

"Εστωσαν ΒΜ, ΒΜ' αί έφαπτόμεναι καί χν ή ευθεία έφ’ ής ό 
μέγας άξων. Ή εύθεϊα ΒΓΟ, ή συνδέουσα τό Β μετά τού μέσου 
Γ τής χορδής τΟν έπαφών, διέρχεται διά τού κέντρου τής καμπύ¬ 
λης (§ 2081)· άφ’ έτέρου (§ 2077): 

α> = ΟΡ . ΟΤ. 

θά πρέπει λοιπόν νά γράψωμεν περιφέρειαν έπί διαμέτρου ΟΤ 
καί νά τάμωμεν αυτήν ε!ς Ε διά τής τεταγμένης ΡΜ. θά ϊχωμεν 
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ΟΕ 3 = ΟΡ . ΟΤ = α- καί ή περιφέρεια μέ κέντρον Ο καί Ακτίνα 
ΟΕ θά εΐναι ό πρωτεύων τής έλλείψεως κύκλος, κλπ. 



*Η ευθεία ΜΑ, παράλληλος τής χν, τέμνει τήν ΟΕ εις άπό- 
οτασιν άπό τοΰ Ο ϊσην πρός τό μήκος τοΰ μικρού άζονος 
π» 635). 

Πρόβλημα 943—I 


2202α. Νά εύρεθοϋν τά σημεία καθ’ α δοθεϊσα ευθεία τέμνει υπερ¬ 
βολήν, διδομένην διά ιών ασύμπτωτων καί 
ενός σημείου αύτής. 

Θά σπουδάσωμεν διαδοχικώς τάς 
διαφόρους δυνατάς περιπτώσεις. 

1η Περίπτωαις. *// Λαΰεϊαα εΰΰεΐα εί¬ 
ναι παράλληλης πρύς μίαν «ιϋν αανμπχώτων. 

"Εστωσαν ΟΖ, ΟΚ αΙ Ασύμπτωτοι. 

Α τό δοθέν σημείον καί ΖΗ ή δοθεϊσα 
εύθεϊα. 

Πασα εύθεϊα παράλληλος πρός μίαν 
τών Ασύμπτωτων υπερβολής τέμνει αύ- 
τήν εις Εν μόνον σημεϊον εις πεπερα- 
σμένην άπόστασιν (§§ 25Θ καί 2124). 

"Εστω Μ τό ζητούμενον σημείον 
καί έκ τών Α. Μ άς φέρωμεν παραλ¬ 
λήλους πρός τάς άσυμπτώτους. Γνωρίζομεν 8τι ή έξίσωσις ύπερ- 
βολής πρός άξονας τάς άσυμπτώτους αύτής είναι 



Επομένως 


*ΐ 


χΓ = 1τ*. (Ο., η· 678) 

ΟΒ . ΟΓ Ιί’, ΟΘ.ΟΖ = 1ν= 

Οθ _ ΟΓ 
ΟΒ ~ ΟΖ * 


Επειδή τά μήκη ΟΒ, ΟΓ, ΟΖ είναι γνωστά, τό Οθ — ΖΜ 
άρίζεται ώς τετάρτη αύτών Ανάλογος καί αΐ παράλληλοι πρός 
τάς άσυμπτώτους έκ τών θ καί Ζ τέμνονται εις τό ζητούμενον 
σημείον Μ. 

2202 β. — 2α Περίατωαις. Ή δο&εΐσα εν&εϊα είναι παράλληλο! ποι'ις 
ένα τών αξόνων τής καμπύλης (σχ. 1381 δ). 

1) Ύποθέσωμεν πρώτον δτι ή εύθεϊα Ζθ εΐναι παράλληλος πρός 





1168 


τόν δευτερεύοντα άξονα ΟΥ τής καμπύλης. Προβάλλομεν το 

δοθέν σημεΐον Α έπΐ τών 



θά είναι ΑΔ = ΟΒ.——|-ΑΒ 

α 1 


άξόνων είς τά σημεία Β και 
Γ καί προεκτείνομεν τήν τε- 
ταγμένην ΑΒ μέχρι τών το¬ 
μών της Δ, Ε μετά τών άσυμ- 
πτώτων Οθ, 0Ζ. 

Ή έξίσωσις τής καμπύλης 
πρός τούς άξονας ΟΧ, ΟΥ 
είναι 



Επειδή, ώς γνωστόν, 
ΒΔ __β_ 

"ΟΒ ~ α ' 

ΒΔ = ΟΒ . - 5 - , 
α 

ΑΕ = ΟΒ.-?- - ΑΒ 
σ 


καί ΑΔ . ΑΕ = ΟΒ 5 . — - ΑΒ*, 

α 1 

_ΑΔ . Α£ _ ΟΒ» ΑΒ» _ 

η β» - α» β» “ * 

άφοΰ ΟΒ καί ΒΑ είναι αί συντεταγμένοι του σημείου Β. Επο¬ 
μένως 

ΑΔ . ΑΕ =.β». 

Οΐοΐ'δή: ιοκ ΰντυς, ώστε, τοϋ σημείου Α τής υπερβολής, τά μήκη ΑΔ, 
ΑΕ έχουν γινόμενον σταθερόν. 

Κατά συνέπειαν, όρίζονται τά κοινά σημεία Μ, Ν τής ύπερ- 
βολής καί τής εύθείας Ζθ διά τής εύρέσεως τών πλευρών Μθ, 
ΜΖ όρθογωνίου παραλληλογράμμου, ϊχοντος άθροισμα προσκει¬ 
μένων πλευρών Μθ ΜΖ = Ζθ = γνωστόν μήκος καί έμβαδόν 
Μθ . ΜΖ = ΑΔ . ΑΕ = β». 

Ή λύσις του γνωστού αύτοϋ προβλήματος είναι πολύ άπλή 
(§ 297). Έπί τής Ζθ ύψοϋμεν καθέτους ΖΗ, ΘΙ, ΐσας άντιστοίχως 
πρός τά μήκη ΑΔ, ΑΕ καί γράφομεν τήν περιφέρειαν μέ διάμε¬ 
τρον ΗΙ. Τά κοινά σημεία (δταν ύπάρχουν) ταύτης καί τής εύ¬ 
θείας Ζθ όρίζουν τά σημεία Μ, Γί. 

Ύπάρχουν δύο λύσεις, μία ή καμμία λύσις. 

2202 γ. Ύποθέσωμεν τώρα δτι ή εύθεϊα ΜΝ είναι παράλλη¬ 
λος πρός τόν πρωτεύοντα τής ύπερβολής άξονα, τέμνουσα εις Ζ 
καί Θ τάς άσυμπτώτους. (Σχ. 1381 γ). Έάν Α τό δοθέν σημεΐον, 
άποδεικνύομεν, καθ’ δμοιον τού προηγουμένου τρόπον, δτι 

ΜΖ . Μθ = ΑΔ ΑΕ = α» 


καί τά σημεία Μ, Ν, το'·τί τής δοθείσης εύθείας καί τής ΰπερ- 
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βολής, εΰρίσκονται κατά τόν 
πον καί τά έν § 299 έκτεθέντα. 

Εύρίσκονται δύο οημεΐα το¬ 
μής πάντοτε Μ, Ν. 

2202 9. 3η Πιρίπτωσις. ΊΙ 
Λοϋεϊαα εν&εΐα Ργει ινχονσαν Οέοιν. 

Ή περίπτωσις αϋτη άνά- 
γεται είς τήν προηγουμένην 
δευτέραν διά τών Ιδιοτή¬ 
των τών σι^υγών διαμέτρων 
(§ 2126), θεωροΰντες πράγ¬ 
ματι τήν εύθεΐαν ΟΒΧ, διερ- 
χομένην διά τοΰ κέντρου Ο 
τής καμπύλης καί τοΰ μέσου 
Λ τής Ζθ (μέσον, ώς γνω¬ 
στόν, καί τής χορδής ΜΝ), ώς 
καί τήν παράλληλον ΟΥ τής 
Ζθ, λαμβάνομεν δύο συζυγείς 
διευθύνσεις τής ύπερβολής καί 
καμπύλης παραμένει πάλιν ή 



τό σχήμα ύποδηλούμενον τρό- 



Σ/.. Ι&Ι ίν). 

/ 

πρός τάς όποιας ή έξΐσωσις τής 



δπου α', β' αΐ άντίστοιχοι συζυγείς ήμιδιάμετροι. 
Εύρίσκομεν καί πάλιν 

ΜΖ. Μθ = ΑΔ. ΑΕ 


καί ή κατασκευή τών σημείων Μ, Ν είναι πανομοιότυπος τών 
προηγουμένων (σχ. 1381 β καί ε). 




Παρατήρησα. Χρήσιμος θά ήτο ή σύγκρισις τής άνωτέρω γεω¬ 
μετρικής μεθόδο.υ πρός τήν τής Παραστατικής Γεωμετρίας ( Εχ· ά. 
0. Ωηοτ., π° 8 123, 124), δπου χρησιμοποιείται είς βοηθητικός 
κώνος. 

/ιωμιιρία 
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Παραβολή 


Πρόβλημα 944 

2203. Νά χατασκευασθή παραβολή έκ ιών ακολούθων δεδομένων : 
Της ίατίας χαΐ όνο ίηχιπιομίνων αντης. 

Ή εύθεϊα ΒΓ (Σχ. 1382), τών προβολών τής έστίας έπί τάς 




έφαπτομένας, είναι ή έφαπτομένη εις τήν κορυφήν καί ή έκ της 
έστίας κάθετος ΕΑ έπί τήν ΒΓ 6 άξων τής καμπύλης. 

Πρόβλημα 944—1 

2204. Έκ τής εστίας, τοΟ άιονος καί μιας εφαπτομένης. 

Προβάλλομεν τήν έστίαν έπί τήν έψαπτομένην (σχ. 1383) καί 
έκ τής προβολής Β φέρομεν κάθετον ΒΑ έπί τόν άξονα. Τό ση- 
μεΐον Α είναι ή κορυφή τής παραβολής. 

Πρόβλημα 944—11 

2205. Έκ τής διευθετούσης, ενός σημείου καί τής έφαπτομένης 
είς αυτό. 

Προβάλλομεν τό σημεϊον Μ έπί τής διευθετούσης (σχ. 1384) 
είς Β καί λαμβάνομεν τό συμμετρικόν Ε του Β πρός τήν έφαπτο- 
μένην. Τό σημεϊον Ε είναι ή έστία τής παραβολής. 

Πρόβλημα 944-111 

2206. Έκ τής διευθετούσης ή τής εφαπτομένης είς τήν κορυφήν 
καί δύο έφαπτομένων. 

Είς τήν πρώτην περίπτωσιν (σχ. 1385), Εστωσαν Ε, καί Ε,' αί 
τομαί τών δοθεισών έφαπτομένων καί τής διευθετούσης. Αί συμ¬ 
μετρικά! τών εύθειών Ε,Λ καί Ε,’Λ' πρός τάς εύθείας Τ καί Τ', 



1171 


άντιστοίχως, τέμνονται εις τήν εστίαν Ε τής καμπύλης. Έπειόή, 
Τις γνωστόν, 

νων. ΤΕ,Λ = ΤΕ,Ε καί γων. ΤΈ,'Λ' == ΤΈ,Έ. 




2Γχ. 13ϊύ. 


Είς τήν δευτέραν περίπτωσιν, α! κάθετοι έπί τάς έφαπτομένας 
είς τά σημεία Β, Β'—κοινά τΩν δοθεισΩν έφαπτομένων καί τής 
Εφαπτομένης είς τήν κορυφήν — τέμνονται είς τήν εστίαν πάλιν 
τής παραβολής. 

Πρόβλημα 94£—/Ι' 

2207. Έκ τής εστίας ή τής διεν&ετούσης, καί δύο σημείων. 


Έάν δίδεται ή έστία Ζ. (σχ. 1386), 
καθώή καί τά σημεία Μ καί Μ', 8ά 
πρέπει νά φέρωμεν κοινήν έφαπτομέ- 
νην Δ ή Δ' είς τάς περιφερείας 
(Μ, ΜΖ) καί (Μ', Μ'Ζ). Υπάρχουν 
δύο λύσεις, άντίστοιχοι τΩν διευ- 
θετουσΩν Δ ή Δ'. 

Έάν δίδεται ή διευθετούσα Δ, 
θά πρέπει νά γράψωμεν τάς περιφέ¬ 
ρειας μέ κέντρα τά Μ καί Μ' καί 
έφαπτομένας τής Δ. Εύρίσκομεν δύο 
λύσεις Ζ, Ζ’ μίαν ή καμμίαν, κατά 
τό πλήθος τΩν κοινΩν σημείων τΩν 
δύο τούτων περιφερειΩν. 

ΙΙαραιήρηαις. Δυνάμεθα νά θεωρή- 
σωμεν έπίσης καί τά άκόλουθα δε¬ 
δομένα καί νά άχθΩμεν είς άπλάς 
λύσεις τΩν άντιστοίχων προβλη¬ 
μάτων : 

Την ίαχίαν, !} διενθειονοαν, Ρν οη/ιε Γογ 
και μίαν ΐφαπχο/ιένην. 



Τήν εστίαν, Ρν σημείον καί τήν κάθετον εις αίιά. 
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Πρόβλημα 944 — V 

2208. Έχ τοΰ άξονος, ενός σημείου και τής εφαπτομένη; εί; αυτό. 

Ή εις τό μέσον τοΰ τμή¬ 
ματος ΜΤ (σχ. 1387) κάθε¬ 
τος έπ' αύτό τέμνει τόν 
άξονα είς τήν ΐστίαν Ε 
(Ο., η» 694). 

Τό δέ μέσον Α τοΰ τμή¬ 
ματος ΤΕ εΓναι ή κορυφή 
τής παραβολής (Ο., η° 699). 
"Ομοίως, έκ τΟν : 

α) ".Ίςονο;, μιας χυ&ιίοι 
χαΐ της παραμέτρου. 

β) ”.4ίοΐ’θί, >νό; ο η μι ι'ον 
χαΐ τον μ ήχου; τή; εί; αντί, 
εφαπτομένη;, 

γ) Μια; εφαπτομένη;, τον 
ο η με ίου επαφή;, του μι)χοι·; 
τή; εις αύτό εφαπτομένης χαΐ τη; παραμέτρου. 

Πρόβλημα 944— VI 

2209. Έχ τοΰ άξονος καί δυο σημείων. 

Έστωσαν Αχ, Μ καί Β ό άξων καί τά σημεία (σχ. 1388). 



Η 



Ζ/„ 1388. **■ 1389. 


"Εάν Α είναι ή κορυφή, θά έχωμεν (έκ τής έξισώσεως τής καμ¬ 
πύλης) τήν άναλογίαν; 

ΜΡ» „_ΒΓ» Β ΜΡ» ΑΡ 

ΑΡ ~ 2 Ρ— ΑΓ '* ΒΓ» - ΑΓ ’ 

έζ «Κ 

ΜΡ»~ΒΓ« ΑΡ — ΑΓ = ΓΡ 
ΒΓ» · - ΑΓ 


"Αρα 


__ ΓΡ.ΒΓ* _ ΓΡ.ΒΓ» 

ΑΙ - (ΜΡ + ΒΓ) (ΜΡ - ΒΓ) ~ ΗΜ". ΗΜ 
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μήκος γνωστόν καί εύκόλως κατασκευάσιμον. Τό σημεϊον Μ" είναι 
τό συμμετρικόν του Μ πρός τόν άξονα. 

Παηαχήηηαι;. Φθάνομεν είς τήν λύσιν ταχύτερον έάν λάβωμεν 
ύπ' δψιν ότι (§ 2143): 


ΑΔ _ _ΗΡ_ 
ΔΡ _ ΗΜ 


καί ΑΔ = 


ΔΡ ,ΗΡ 
ΗΜ 


τετάρτη Ανάλογος γνωστών μηκών. 


Πρόβλημα 944— 17/ 


2210. Έλ δύο σημείων καί τών είς αυτά έ (ραπτόμενων. 

Έστωσαν Μ καί Μ' τά σημεία έπί τών έφαπτομένων ΜΡ καί 
Μ'Ρ (σχ. 1390). Ή εύθεϊα Ρθ, ή συνδέουσα τό σημεϊον Ρ μετά 



ίχ. 1390. 


τοΰ μέσου τής χορδής τών έπαφών, είναι παράλληλος πρός τόν 
άξονα (Ο., η* 705). 

Προβάλλομεν τά σημεία Μ καί Μ' είς Ε καί Η έπί τής ευθείας 
ταΰτης. έστωσαν δέ Β, Γ τά μέσα τών τμημάτων ΡΕ καί ΡΗ. Ή 
τομή τών εύθειών ΜΒ καί Μ'Γ είναι ή κορυφή Α τής παραβολής. 
Πράγματι, θά Εχωμεν έκ τοΰ σχήματος 

ΑΤ = ΑΟ, Αν = ΑΙ 

καί αί ύφαπτόμεναι ΤΟ, VI θά διαιρούνται είς δύο ίσα μέρη 
έκάστη ύπό τοΟ σημείου Α. Είναι, Επομένως, τοϋτο ή κορυφή τής 
παραβολής (Ο., η° 699). 

Έάν δέ φέρωμεν καί τήν κάθετον Μ'Ν καί λάβωμεν Εκατέρω¬ 
θεν τοΰ Α τμήματα ΑΖ—ΑΔ=- 2 ~, τό σημεϊον Ζ θά είναι ή 

έστία τής παραβολής (Ο., η° 699, 2) καί ή κάθετος είς τό Δ έπί 
τόν άξονα ή διευθετούσα αύτής. 
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Πρόβλημα 946 

2211. Παραβολικόν τμήμα ΑΒΓ εχει ώς βάσιν χορδήν ΒΓ κάθετον 
έπί τόν άξονα τής καμπύλης. Νά άχθή έφαπτομένη ΖΕΘ τοιαύτη, όίοτε 
τό οημεΐον επαφής Ε νά είναι μέαον τού τμήματος ΖΘ, τοϋ περατουμι- 
νου είς τήν χορδήν ΒΓ καί είς τήν έκ τοΰ Γ παράλληλον πρός τόν 
άξονα τής καμπύλης. 

(ΒΧ. Μέ&οδοι, § 318). 

Πρόβλημα 946 

2212. Νά άχθή επίπεδον τέμνον κώνον έκ περιστροφής κατά δοθεΐ- 
οαν έλλειψιν ή παραβολήν ή υπερβολήν. 

Κατά τό Θεώρημα τοΰ Γ)αηάεΚη (Ο., η» 843), τό άναφερόμενον 
είς τάς έιππέδους τομάς κώνου έκ περιστροφής, γνωρίζομεν ότι 




πάσα έπίπεδος τομή ένός τοιοΰτου κώνου είναι ελλειψις, π αραβολί/ 
ή »·.-* ερβολή. 

Έπί τοΰ προκειμένου. Θά πρέπει νά ώρίσωμεν τό τέμνον έπί· 
πεδον είς τρόπον, ώστε ή τομή νά είναι ίση πρός τήν δοθεΐσαν 
καμπύλην. 

Κατά τάς περιπτώσεις, δίδονται οί άξονες 2 α, 2 β ή ή παρά¬ 
μετρος ρ. "Εστω 2 α ή γωνία είς τήν κορυφήν τοΰ κώνου. 

1) Έλλιιφες (σχ. 1391). 

Τό πρόβλημα άνάγεται είς τήν κατασκευήν τριγώνου ΑνΑ', τοΰ 
όποιου γνωρίζομεν τάς πλευράς ΑΑ’ = 2α, Αν = 2γ = 2 /"α» + β 3 
(Ο., η· 846, η· 2) καί τήν γωνίαν V = 90® — α είς μοίρας. 

Υπάρχει πάντοτε λύσις καί μία μόνον, άφοΟ ΑΟ < ΑΑ' καί 
V < 90". Ή κατασκευή τοΰ τριγώνου τούτου δρίζει καί τά μήκη 
ΑΣ, Α'Σ έπί δύο διαμετρικών τοΟ κώνου γενετειρών, άρα καί τό 
τέμνον έπίπεδον, κάθετον διά τής ΑΑ' έπί τό ΑΣΑ'. 

2) Παραβολή (σχ. 1392). θά πρέπει νά κατασκευάσωμεν τό όρ- 

θογώνιον τρίγωνον ΑΘΟ, τοϋ όποιου γνωρίζομεν τήν όξεΐαν γω¬ 
νίαν 0=α καί τήν πλευράν Αθ = (Ο., η® 848, 2). Τό πρό¬ 

βλημα Ιχει πάντοτε λύσιν καί μίαν μόνην. 
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2213. 3) Υπερβολή (σχ. 1393). Τό πρόβλημα άνάγεται είς τήν 
κατασκευήν του τριγώνου ΑΥΑ', είς τό όποιον είναι γνωστά ή 
πλευρά Α Α' — 2 α, ή Αν = 2 V α 3 + β*= 2 υ καί ή γωνία V = 90"— ο 

η° 851,2). Επειδή ή άπέναντι τής γωνίας Υ πλευρά ΑΑ'— 2 α 
είναι μικρότερα τής ΑΥ=2γ, θά υπάρ¬ 
χουν δύο λύσεις, μία ή καμμία. θά πρέ¬ 
πει ή γωνία 2 α νά είναι τουλάχιστον ϊση 
πρός τήν γωνίαν 2φ τών άσυμπτώτων τής 
δοθείσης υπερβολής (§2124γ), έάν δέ ή 
γωνία αυτή είναι Τση πρός 2 α ή ΑΑ’ θά 
είναι παράλληλος πρός τόν άξονα τοΰ 
κώνου καί ΥΑ' = 2β. 

Έάν ή γωνία 2 α είναι μεγαλύτερα τής 
γωνίας 2φ, θά Εχωμεν πάντοτε δύο λύσεις. 

2214. Παρατηρήσεις. 1) Δυνάμεθα εύκό- 
λως νά ώρίσωμεν τομήν ένός κυλίνδρου 
διαμέτρου 2 β κατά Ελλειψιν μέ άξονας 
2 α καί 2 β 2 α. 

Όμοίως, Επί δοθέντος κώνου δυνάμεθα 
πάντοτε νά τοποθετήσωμεν δοθεϊσαν Ελ- 
λειψιν ή παραβολήν, καθώς καί υπερβολήν, άλλά τής όποιας ή 
γωνία τών άσυμπτώτων νά μή ύπερραίνη τήν γωνίαν εις τήν κο¬ 
ρυφήν του κώνου. 

'( ) ιυ χ<<ιν κώνος περιί/ει πάσας τα; <5ΐ’>'αι«ί ίλλεϊι/ιεις ή παραβολάς. 

2 ) Διά τήν σπουδήν τών καμπύλων 2ου βαθμού, δυνάμεθα πάν¬ 
τοτε νά ϋποθέσωμεν άτι ή Ελλειψις άνήκει είς κύλινδρον ή εις 
κώνον έκ περιστροφής καί δτι ή παραβολή ή ή ύπερβολή εις κώ¬ 
νον έκ περιστροφής. 

2214α. Σημείωσες. "Η μέ&οίος τοΰ ΟαηεΙι Ιίη (ό., η“ 843 κ. έ.) διά 
τήν σπουδήν τών κωνικών τομών, όδηγεϊ είς τήν θεώρησιν τών 
ΐοτιαχών χόχλων ώς πρός τόν πρωτεύοντα άξονα τών καμπύλων 
αυτών. 

Διά τήν ελλειψιν λ. χ. ή τομή (Γ) τοΰ έπιπέδου της ύπό σφαί¬ 
ρας Εφαπτομένης τοΰ κώνου καί ή άντίστοιχος εις τήν σφαίραν 
ταύτην διευθετούσα (τομή τοΰ έπιπέδου Επαφής τής σφαίρας καί 
του κώνου μετά του έπιπέδου τής έλλείψεως), Εχει τήν άκόλουθον 
ιδιότητα: 

Ή έκ παντός σημείου τής έλλείψεως άγομένη Εφαπτομένη 
πρός τόν κύκλον (Γ) Εχει λόγον σταθερόν πρός τήν άπόστασιν 
τοΰ σημείου τούτου άπό τής διευθετούσης. 

Ανάλογος πρότασις καί διά τάς άλλας δύο κωνικάς τομάς. 
Έάν ή σφαίρα Εφάπτεται τοΰ έπιπέδου τομής, ό Εστιακός κύκλος 
περιορίζεται φυσικά εις τήν Εστίαν τής έλλείψεως. 

ΟΙ εστιακοί χόχλοι τής έλλείψεως, οί άναφερόμενοι είς τόν μέ- 
γαν αυτής άξονα, είναι συμμετρικοί, άνά δύο, πρός τόν μικρόν 
άξονα. Όρίζονται δέ έπίσης καί Εστιακοί κύκλοι τής έλλείψεως 
άναψορικώς πρός τόν μικρόν αύτής άξονα. 

Βλέπε σχετικώς: Λ'οίίοηε εοιηρίιηηι ηίαίι-εε ειεν Ιεβ εοίιτύα ιααεί- 
/η, ύπό Ρ. ΗΒΓόεήη, σ. 44. 

Δύο αιώνας πριν τών ΟιιεΙείεΙ καί υαηάεΐίη, ,.εΤς άλλος γεω- 
μέτρης βέλγος, ό (Ιτε^οίτε <1ε δπϊηΐ - Υίηοεητ, εΤχεν άποδείξει δτι 
ή τομή ένός κυκλικοΟ κώνου ύπό έπιπέδου τέμνοντος τάς δύο 
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αϋτοΰ χώνας είναι υπερβολή (§2124 6)· ό μαρκήσιος Ιιε ΓΙΊορίΐα! 
ήπλοποίησεν τήν Απόδειξιν ταύτην. (Μα!ΐιε4α, 1904, σ. 129, άρθρον 
τού Λ. ΛηΙ'.Γν έπί Ιίο'.ι ΤΙΐ'·οτϊ>η«* άε ϋνεοοίΐ’ΐ’ άε .'τιιίηΙ ■ ΙΊΊιινη/)· 

Τόπος 946— I 

2214β. Εις τά διάφορα σημεία τής τομής κοινού εκ περιστροφής 
καί επιπέδου φέρομεν καθέτους έπί τον κώνον· ποιος ό τόπος τών δευ¬ 
τέρων τομών τών καθέτων τούτων καί τοϋ κώνου ; 

Είναι κωνική τομή, Ανάλογος τής δοθείσης. "Ομοίως, καί έάν 
έθεώρώμεν εύθείας ίσοκλινεΐς Αντί καθέτων. 

Κατά τόν ΤβΓηιιβιη, ή Επιφάνεια τών καθέτων τούτων είναι 
Εκτου βαθμού. 

Τόπος 946—11 

2214 γ. Ό τόπος τών σημείων τών όποιων αί αποστάσεις από δοθέν- 
τος σημείου καί άπό δοθείσης ευθείας είναι σταθερός αριθμός λ, είναι 
κωνική τομή. 

Ή καμπύλη αΰτη είναι Ελλειψις ή υπερβολή ή παραβολή έάν 
λ <1 ή λ > 1 ή λ= 1, άντιστοίχως. 

θεωρήματα. 'Η ελλειψις καί υπερβολή Εχουν δύο διευθετούσας έκά* 
στη, καθέτους έπί τόν εστιακόν άξονα καί εις ίσα; αποστάσεις άπί> 
τών κέντρων τών καμπύλων κειμένας. 

Σχετικώς, δύναταί τις νΑ ουμβουλευθή τά Ακόλουθα συγγράμ¬ 
ματα : 

('.οιιη ώ' αέοχηέΐΐ'ίι· όΙέ>ι>εηΙηίνε, ϋπό Ι'. (ί. - Μ., τι"* 988 - 991 καί 
1068- 1071.· 

έΐέιηεηΐχ άε (ίέοιιΐέΐηε, ϋπό λ. ΛιιιίυΙ, άναθεωρηθέντα ύπό Ι'. 
Υϊιιΐβϊοιιχ, 1897, ο. 447 - 450 καί 467- 469. 

ΤηιίΙέ άε ΟόυηιέΙείε, ύπό Κυιιοΐιύ καί ΟοηιόΚΓοηκίΐυ, 7η Εκδοσις, 
ιιο* 1079- 1088. 

ΤΙαηαχηοήσεις. 1) Τό Ιΐεοιηημα χον Ιιαηιΐυΐίπ άγει εύκόλως ε[ς τήν 
σπουδήν τών Αα-υθποικιών τών κωνικών τομών. 

2) θεωρών τήν Ελλειψιν ώς όρθογώνιον’ προβολήν κύκλου, ό 
<Ιο ςίοιιτεεΙΙυχ καθορίζει τάς έστίας τής καμπύλης· Αναλόγως εΐρ- 
γάσθη καί ό )ιι1ιεΙ-Κύιιον διά τήν εϋρεσιν τών διευθετουσών (.Υ.Λ., 
1905, σ. 543). 

“Ελιξ 

Πρόβλημα 947 

2216. Νά ύπολογισθή τά μήκος Ενός τόξου κυκλικής ελικος συναρ¬ 
τήσει τής οριζόντιας προβολής αΰτοϋ (τοϋ αντιστοίχου τόξου τής περι¬ 
φέρειας τής βάσεως τοϋ κυλίνδρου έφ’ ον κεϊται] καί 

1) Τής διαφοράς τών τεταγμένων τών άκρων αύτοϋ. 

2) Τοϋ βήματος τής ελικος. 

Ά) Τής σταθερός γωνίας τών έφαπτομένων τής καμπύλης μετά τών 
γενετείρων τοϋ κυλίνδρου. 

Τό πρόβλημα τούτο καί τό Επόμενον λύομεν ευκόλως, Θεωροΰν- 
τες τήν έπίπεδον γωνίαν τής όποιας ή χνλιϊχς έπί τής κυρτής Επι¬ 
φάνειας τού κυλίνδρου παράγει τήν Ελικα. 

1) ΚαΛ τόν όρισμόν τής καμπύλης, τοξ. ΥΡ = υρ, τοζ. ΝΜ = νμ, 

κ.λ.π. Καί Επειδή _ 

νμ = V (νγ)’ -}- ((ρμ) — (νυ)) 5 , 



1177 


Επεται ΝΜ = | ΥΡ 2 + (ΜΡ - ΝΥ)’. 

2) Τό βήμα ΑΒ ή α'β τής Ελικος παρίσταται συνήθως διά τοΰ 
δ (σχ. 1395). "Εχομεν 

(μν) _ _(υρ)^ . 

1ι (αα') 

(μγ) είναι ή διαφορά τών τεταγμένων τών σημείων Μ καί Ν, 
αα' = 2πΚ. "Αρα 1 


(μγ)* = 


1ι 2 . (υρ) 2 
(2 πΚ)* 



καί 



δ 2 . (ΥΡ ) 2 
4π»Κ 2 


ή 


ΜΝ = ΥΡ 



ΙΓ-' 

4π 2 Ρ’’ 


3) "Εστω Φ ή σταθερά γωνία βαα’. Είναι 



(νγ) 

(νμ)' 


= συν φ, 


ΜΜ 


(νμ) 

ΥΡ 


(νγ) 

συν φ 


Αρα: 


συνφ 
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Πρόβλημα 948 


2218· Νά ύπολογισθή ιό εμβαδόν τής κυλινδρικής έπιφανείας τής 
περιεχομένης: ρ 

1) Μεταξύ ενός τόξου τής έλικος, τών τεταγμένων των άκρων αύτοΰ 
καί τής όριζοντίας προβολής του. 

2) ^ Μεταξύ δύο γενετείρων τοΰ κυλίνδρου καί τών τόξων ΝΜ, Ν'Μ' 
δύο ελίκων τοΰ αύτοΰ βήματος. 

3) Μεταξύ τών τόξων τών δύο προηγουμένων ελίκων τοΰ αύτοΰ βή¬ 
ματος καί τών τόξων ΝΕ, ΜΖ δύο άλλων ελίκων κα&έτων έπί τάς 
πρώτος (Σχ. 13?6). 

1) Εμβαδόν μρυν = . ( υρ ). £ρατ ; 

έμβαδόν ΜΡΝν = ΡΜ + νΝ . ^ 



2) Α1 έλικες τοΰ αύτοΰ 
βήματος είναι παράλληλοι 
καί πάράγονται έκ τών πα¬ 
ραλλήλων ευθειών νμ, ν’μ'. 
Είναι δέ 

(νν'μμ') = (υρ) . (μμ’)' 

άρα (ΝΝ'ΜΜ') = ΥΡ . ΜΜ 

3) ΑΙ έλικες, αΐ κάθετοι 
έπί τάς δύο πρώτας, παρά- 
γονται έξ’ εύθειών εν, ζμ 
καθέτων έπί τάς νμ καί ν'μ. 


Είναι δέ 

(ενμζ) = (μν). (ζμ) = (νν'μμ') = (υρ) . (μμ')' 


άρα (ΕΝΖΜ) = νΡ . ΜΜ'. 

2216α. ΣημιΙωαις. Είς τό Λρμεηάία ααχ Εχβτοΐα» άο Οεοιιιέ/πε 
(1877) περιέχονται διάφοροι άσκήσεις σχετικαί πρός τήν έλικα (η>·’* 
868 καί 876). 

Ό Λγκος τοΰ στερεού, τοΰ όριζομένου ϋπό μιδς κυλινδρικής 
έκ περιστροφής έπιφανείας, όρθής τομής τοΰ κυλίνδρου καί ένός 
έλικοειδοΰς καθέτου [μέ γενετείρας καθέτους] έπί τόν άξονα, είναι 
τό ήμισυ τοΰ άντιστοίχου κυλινδρικού τομέως (“=). 

’Η έξίσωσις τής προβολής έλικος, βήματος λ, έπί έπίπεδον πα¬ 
ράλληλον πρός τόν άξονα του κυλίνδρου είναι 


>· = ημ 



)· 


Διά λ = 2π, λαμβάνομεν τήν έξίσωσιν τής συνήθους ήμιτονοει- 
δοϋς καμπύλης. 


142. 2 η μ. μ ε τ. Μέ 6άσιν τόν τομέα ΑΟΒ τής τομής ('Γ). τόν ορι¬ 
ζόμενου υπό τής τομής ΟΑ τού έλικοειΒοδς καί τής (Τ) καί τής προβο¬ 
λής ΟΒ τής τελευταίας γενετείρας ΟΓ τού έλικοειδοΰς έπί τό έπίπεδον 
^Τ)· **ί Οψοί τήν άπόατααιν τής ΟΓ από τοΰ επιπέδου (Τ). 



1179 


Μέγιστα καί "Ελάχιστα 


Πρόβλημα 949 


2217. Ποιον τό μέγιστον έχ 
ορθογωνίων ; 

Ή Θεώρησις τοϋ πρωτεύοντος 
κύκλου δεικνύει δτι τούτο είναι 
τό 6χον διαγώνιους τάς Ισας συ¬ 
ζυγείς διαμέτρους τής έλλείψεως. 

ΎπενθυμΙζομεν δτι, διά τήν 
κατασκευήν αύτού, θά πρέπει νά 
φέρωμεν έφαπτομένην ΛΔΖ τής 
έλλείψεως τοιαύτην ώστε ΔΖ=ΔΛ. 
Αναγόμενοι είς τόν πρωτ. κύ¬ 
κλον εύρίσκομεν δτι θά είναι 

ΓΛ = ΓΕ = ΟΓ = α 
καί _ 

ΟΛ = α.Ϋ2, ΟΖ=βΥ2. 


ιών έγγραφομένων είς έλλειψιν 



Πρόβλημα 960 

ϋ218. Δοθείοης έλλείψεως, νά άχθοΰν δυο παράλληλοι πρός δοθεΐ- 
ααν διάμετρον, ίσον άπέχουσαι αυτής χαΐ τοιαϋται, ώστε τό είς αύτάς 
αντιστοιχούν έγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον νά ίχη τήν μεγίστην 
περίμετρον. 

(βλ. ΜέΰοΛοι, § 339). 


Πρόβλημα 961 

2219. Ποιον τό μέγιστον χαί ποιον τό έλάχιστον έχ των περιγραφο- 
μένων εις έλλειψιν ορθογωνίων ; 

Ό τόπος τών κορυφών τών όρθών γωνιών, τών περιγεγραμμέ- 
νων εί<· Γ ' ι ν, είναι ό χόχλος τον Μοπβΐ, όμόκεντρος τής έλλεί- 
ψεωο . ακτϊνος Υα’ -}-β· (§ 2094). Επομένως: 

1; 6 είς τόν κύκλον τούτον μέγιστον έγγεγραμμένον όρθογώ- 

νιον : ’ναι τό τετράγωνον. Τό περιγεγραμμένον κατά συνέπειαν είς 
τήν Γ -,ειψιν τετράγωνον είναι τό μέγιστον τών περιγραφομένων 
είς αυτήν όρθογωνίων. 

ΑΙ κορυφαί τού τετραγώνου τούτου κεϊνται έπί τών προεκτάσεων 
τών άξόνων, τόήμισυ 6έ τής διαγωνίου του είναι ίσον πρός τήν 
άκτΐνα ρ =: )α’ + β’ · Ή έπιφάνειά του άρα είναι 2.(α’ 4-β’). 

2) Έχ τών έγγραφομένων είς τόν κύκλον τοΟ -Μοπ^ε όρθογω¬ 
νίων, έκεΐνο είναι τό μικρότερον, διά τό όποιον α( προσκείμενοι 
πλευραί του διαφέρουν περισσότερον άπ’ άλλήλων- έπειδή τό 
άθροισμα τών τετραγώνων τών πλευρών αύτών είναι σταθερόν. 
Είναι κατ’ άκολουθίαν τό ζητούμενον έλάχιστον όρθογώνιον τό έπί 
τών άξόνων τής έλλείψεως κατασκευαζόμενον, μέ έπιψάνειαν 
2α.2β = 4αβ. 
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Πρόβλημα 952 

2220. Ε(ς βοθέν παραλληλόγραμμον νά έγγραφή ή μεγίστη ελλειψις. 

"Εστω ΑΒΓΔ τό παραλληλόγραμον, ΕΖ, ΘΗ σΐ συνδέουσαι 
τά μέσα τών πλευρών του εύθεϊαι. Άν ΙΚΙΆ είναι μία τυχοΟσα 

Ελλειψις Εγγεγραμμένη 
εις τό παραλληλόγραμ¬ 
μον. ή χορδή τών Επα¬ 
φών ΙΓ διέρχεται διά τοΰ 
κέντρου Ο τής καμπύ¬ 
λης καί είναι διάμετρος 
αυτής. 

“Εστωσαν Κ, Λ τά 
σημεία τομής τής έλλεί- 
ψεως καί τής ευθείας ΕΖ. 
Ή εύθεΐα ΚΟΛ είναι ή 
συζυγής διάμετρος τής 
II', Επειδή αί Εφαπτόμε- 
ναι ΜΝ, ΡΠ. αί άγόμε-· 
ναι παραλλήλως τής ΙΙ',θά πρέπει νά διαιρώνται είς δύο Τσα μέρη 
ύπό τής χορδής τών Επαφών (§ 2071)· ή δέ εύθεΐα ΕΖ—τόπος τών 
μέσων δλων τών τεμνουσών, αϊτινες περατοΟνται είς τάς παραλ¬ 
λήλους ΑΒ καί ΓΔ — θά περιέχη τά σημεία Κ καί Λ. 

Τό Εμβαδόν τής Ελλείψεως ταύτης είναι π.ΟΚ.ΟΙ'.ημφ, 
δπου φ ή γωνία τών συζυγών ήμιδιαμέτρων ΟΚ καί ΟΓ, Ενώ τό 
Εμβαδόν τοΟ περιγεγραμμένου παραλληλογράμμου, τοΟ Εχον- 
τος πλευράς παραλλήλους πρός τάς διαμΕτρους ταύτας, είναι 
40Κ . ΟΓ. ημ φ. Είναι λοιπόν ό λόγος τής Ελλειπτικής Επιφανείας 

πρός τήν τοΰ παραλληλογράμμου σταθερός καί ίσος πρός καί 

ΈπομΕνως: 

Ή μεγίοιη ελλειψις είναι έχιίνη διά τήν όποιαν αί ΕΖ καί ΘΗ είναι 
συζυγείς διάμετροι. 

Πράγματι: 

Έμβ, Ελλείψεως (ΕΖ, Ηθ) =(ΑΒΓΔ) = 

= (ΤΥΣΡ') > (ΡΠΝΜ) = Έμβ. Ελλείψεως (ΙΓ, ΚΛ). 

Παρατήρηαις. Ώς εΤδομεν, ή μεγίστη Ελλειψις είναι Εφαπτομένη 
τών πλευρών τοΟ παραλληλογράμμου είς τά μέσα αύτών. "Αν 2α, 
2β είναι τά μήκη αύτών, τό Εμβαδόν τής έλλείψως ταύτης είναι 

παβ ημ α = πα . Εν, 

δπου Εν τό ήμισυ τοΟ Επί τήν ΑΒ ή ΓΔ ϋψους τοΟ παραλλη¬ 
λογράμμου. 

Πρόβλημα 953 

2221. Διά δοθεντος σημείου Α Επί τών αξόνων Ελλείψεως ή τών 
προεκτάσεων αύτών, νά άχθή τέμνουσα ΑΒΓ τής χαμπύλης είς τρόπον, 
ώστε τό τρίγωνον ΟΒΓ νά είναι τό μέγιστον [διά τάς Εχ τοΰ Α τεμνούσας|. 

Αρκεί νά άναφερθώμεν είς τό πρόβλημα τής § 1696. Ή προ- 
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βολή έπί τό έπίπεδον τής έλλείψεως τοΰ μεγίστου τριγώνου ΒΌΓ' 
διά τόν πρωτεύοντα αυτής κύκλον δίδει τό ζητούμενον τρίγωνον ΒΟΓ. 

ΙΙαηατήοηοι;. Επειδή τό τρίγωνον ΒΌΓ’ είναι όρθογώνιον ε(ς 
Ο, αΐ πλευραί ΟΒ, ΟΓ τού άντιστοίχου πρός αύτό τριγώνου ΒΟΓ 
είναι συζυγείς ήμιδιάμετροι. 

Πρόβλημα 954 

2222. 1) Νά εγγραφή είς δοΟεϊσαν ελλειι,αν ιό μέγιστον τρίγιονον, 
εκ τών έχόντων μίαν κορυφήν δοΟέν σημεΐον τής καμπύλης. 

-) Ποιο; ό τόπος ιών ιιέσοιν ιών βάσεων τών έγγεγραμμένοιν τριγιίι- 
νων καί Ισοδυνάμων προς τό προηγούμενον μέγιστον τρίγωνον ; 


II Β' 



1) Επειδή ό λόγος δύο Αντιστοίχων τριγώνων εις τά έπίπεδα 


τοΰ πρωτεύοντος κύκλου καί τής έλλείψεως είναι σταθερός — . 

α 

είναι φανερόν δτι τό έμβαδόν τοΰ μεγίστου τριγώνου έκ τών έγ- 

γραφομένων είς Ελλειψιν είναι γινόμενον τοΰ λόγου — έπί τό 

α 

έμβαδόν τοΰ μεγίστου τριγώνου έκ τών έγγραφομένων είς τόν κύ¬ 
κλον. "Επομένως : 


Β 3α 2 Υ3 

Μέγιστον τρίγωνον είς τήν Ελλειψιν :=—--— 

α 4 


3αβ Ϋ3 
4 


άφοΰ τό μέγιστον είς τόν κύκλον τρίγωνον είναι, ώς γνωστόν, τό 
ισόπλευρον. 

Ή σύγκρισις τών σχημάτων 1399 (είς τόν κύκλον) καί 1400 (είς 
τήν Ελλειψιν) άρκεϊ διά νά όδηγηθώμεν είς τήν κατασκευήν τοΰ 
ζητουμένου μεγίστου τριγώνου είς τήν Ελλειψιν, τοΰ Εχοντος κορυ¬ 
φήν Α' (Αντίστοιχον τοΰ Α είς τόν κύκλον). 

Διά τό ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ κ.λ.π. είς τόν κύκλον, ή 
πλευρά ΒΓ είναι παράλληλος πρός τήν έφαπτομένην Λθ, 
Ο Μ = ΜΔ, ΗΓ =ΓΘ. Διά τήν κατασκευήν Επομένως τοΰ ζητου¬ 
μένου μεγίστου τριγώνου Α'Β’Γ’, φέρομεν τήν έφαπτομένην Λ'Α'Θ' 
είς τό σημεΐον Α' τής έλλείψεως, τήν διάμετρον Α'ΟΔ' αύτής καί 
διά τοΰ μέσου ΙΛ' τής ήμιδιαμέτρου Ο'Δ' παράλληλον χορδήν ΒΤ' 
πρός τήν έφαπτομένην είς Α'. 

θά ήδυνάμεθα έπίσης νά παρατηρήσωμεν δτι, άφοΰ ή έφαπτο- 
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μένη Η'Γ'Θ' διχοτομείται εις τό Γ'. τό τρίγωνον Α'ΒΤ' κατ’ άνά- 
γκην θά είναι τό μέγιστονί Επειδή είναι αύτό Ισοδύναμον πρός 
τό παραλληλόγραμμον Α'ΝΤ'Μ' καί τούτο τό μέγιστον έκ *τών 
έχόντων μίαν κορυφήν έπί τής καμπύλης καί τάς πλευράς του πα¬ 
ραλλήλους πρός τάς Α’θ' καί ΑΉ' (§§ 359, 360). 

2) Επειδή τό μέσον Μ’ τής πλευράς ΒΤ' τοΰ τριγώνου Α'ΒΤ' 
είναι καί μέσον τής ήμιδιαμέτρου Ο’Δ', τήν Ιδιότητα δέ ταύτην 
έχουν προφανώς καί αί τρ<-1; πλευραί τοΰ τριγώνου, είναι φανε¬ 
ρόν δτι ό τόπος τών σημείων Μ' είναι Ελλειψις όμοιόθετος τής 
δοθείσης καί όμόκεντρος αύτής. 

2223. “Αλλαι παρατηρήσει;. 1) Τό Ισόπλευρον τρίγωνον Θ'Η'Λ' 
είναι τό έλάχιστον έκ τών περιγραφομένων εις τήν δοθεΐσαν Ελ- 
λειψιν (§ 369)· καί έπειδή 

ΑΟ = -ί ΑΗ, ΔΗ=ζΔΟ (σχ. 1399) 

καί ΔΉ'=Δ'0' (σχ. 1400) 

Επεται δτι ό τόπος τών κορυφών Η' τών περιγεγραμμένων τριγώ¬ 
νων έλαχίστου έμβαδοΰ είναι Ελλειψις, όμόκεντρος καί όμοιόθετος, 
ώς καί ή προηγουμένη, τής δοθείσης. 

2) θεωροΰντες τήν Ελλειψιν ώς προβολήν κύκλου, έπιλύομεν 
εύκόλως προβλήματα μεγίστου ή έλαχίστου, άναφερόμενα εις Εμ- 
βαδά Εγγεγραμμένων καί περιγεγραμμένων σχημάτων εις τήν Ελ- 
λειψιν. Άντικαθιστώμεν δύο διαμέτρους όρθογωνίους εις τόν κύ¬ 
κλον διά ζεύγους συζυγών .διαμέτρων εις τήν Ελλειψιν, διάμετρον 
καί κάθετον Επ' αύτήν χορδήν εις τόν κύκλον διά διαμέτρου καί 
χορδής παραλλήλου πρός τήν συζυγή τής πρώτης διαμέτρου, κ.λ.π. 

3) Ό κυκλικός τομεύς άντιστοιχεΐ εις έλλειπτικόν τομέα καί τό 
εις αυτόν έγγραφόμενον όρθογώνιον εις παραλληλόγραμμον, του 
όποιου δυο πλευραί είναι παράλληλοι πρός τήν χορδήν του Ελλει¬ 
πτικού τομέως, Ενώ αί άλλαι δύο παράλληλοι πρός τήν συζυγή 
διεύθυνσιν τής χορδής ταύτης, δηλ. πρός τήν ένοΰσαν τό κέντρον 
τής Ελλείψεως μετά τοΰ μέσου τής χορδής εύθεΐαν. 

2223 α. Σημείωσες. Επανερχόμενοι καί πάλιν εις τά Εγγεγραμ¬ 
μένα εις Ελλειψιν τρίγωνα ΑΒΓ μεγίστου Εμβαδοΰ, δυνάμεθα νά 
άχθώμεν εις τά έπόμενα συμπεράσματα (κατά τόν Ε. Μείο, Ι.ά.Μ.. 
1911. σ. 44). 

Τά τρίγωνα ταΰτα Εχουν τό αύτό κ. βάρους Ο μετά τής 
Ελλείψεως. 

Τό όρθόκεντρον Η έκάστου αύτών είναι ή κοινή τομή τών εις 
τάς κορυφάς Α, Β, Γ, καθέτων τής Ελλείψεως. Τούτο είναι φανε¬ 
ρόν, άφοΰ ή πλευρά ΒΓ λ.χ. είναι συζυγής κατά διεύθυνσιν, ώς 
εΤδομεν, τής ήμιδιαμέτρου ΟΑ, άρα παράλληλος πρός τήν Εψα- 
πτομένην εις Α· κατά συνέπειαν, τό έκ τοΰ Α ύψος τοΰ τριγώνου 
είναι ή κάθετος εις τό σημεϊον αύτό έπί τήν Ελλειψιν. 

Εις πάν τρίγωνον, τό κέντρον βάρους Ο αύτοΰ διαιρεί κατά 
λόγον 1: 2 τό τμήμα τό περιεχόμενσν μεταξύ τού όρθοκέντρου Η 
καί τού κέντρου Ο τής περιγεγραμμένης περιφέρειας. 

Τέλος, τό όρθόκεντρον Η είναι τό κέντρον τής περιφέρειας διά 
τήν όποιαν τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι αύτοπολικόν τό τετράγωνον 
τής άκτϊνος ταύτης είναι τό ήμισυ τής δυνάμεως τοΰ όρθοκέντρου 
Η πρός τήν περιγεγραμμένην περιφέρειαν (Ο) εις τό τρίγωνον. 
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Πρόβλημα 955 

2224. Εις δοθέν τυχόν τρίγωνον νά έγγραφή ή μεγίστη ελλειψι;. 

Έκ τής Χύσεως τού Αντιστρόφου προβλήματος : Λα περιγραφί] ιό 
■ΐ/.άχιοιο* τρίγωνον εις ύο&εΐοαν ίλΧιιψιν, ΘΑ συναγάγωμεν σχέσεις με¬ 
ταξύ του τριγώνου καί τής ζητού¬ 
μενης έλλείψεως του πρώτου προ¬ 
βλήματος. 

1) ΔιΑ τήν περιφέρειαν ΔΕ,Ζ, 

<σχ. 1401), τό έλΑχιστον περιγεγραμ- 
μένον τρίγωνον είναι τό Ισόπλευρον 
ΓΑ,Β,. ΈΑν λοιπόν ζητώμεν τό έλά- 
χίστον περιγεγραμμένον είς τήν Ελ- 
λειψιν τρίγωνον, του όποιου μία 
πλευρΑ νΔ είναι κΑθετος έπϊ ένα 
τών Αξόνων, λ. χ. τόν μέγαν άξονα, 
τούτο ΘΑ εΐναι τό Ισοσκελές ΑΒΓ. 

Ό λόγος τών έμβαδών τής έλ- 
λείψεως καί τού τριγώνου ΑΒΓ εΤναι 
Α αύτός πρός τόν λόγον τών έμβα¬ 
δών τού κύκλου καί τού τριγώνου 
ΓΑ,Β, (§ 200). Επειδή δέ τό έλΑχιστον περιγεγραμμένον εις τήν 
Ελλειψιν τρίγωνον Αντιστοιχεί είς τό μέγιστον έγγεγραμμένον είς 
αύτήν καί Αφ’ έτέρου γνωρίζομεν ΰτι (§ 2222) : 

ΟΗ = ΗΘ, ΔΗ = ΗΓ, 
βά Εχωμεν, συναρτήσει τής ΟΔ =α: 

ΔΗ = . ΔΓ = 3α, Γθ = ΘΟ = α. 

2) Α1 αϋταί σχέσεις [μεταξύ τών έμβαδών καί μηκών (§ 200)] 
ΰφίσταται έΑν μετασχηματίσωμεν τό σχήμα 
1401, κλίνοντες πΑσας τάς τεταγμένας αύτού 
κατά τήν αύτήν γωνίαν (σχ. 1402). ΔυνΑμεθα 
Επομένως νΑ συναγΔγωμεν τΑ Ακόλουθα συμ¬ 
περάσματα ; 

Διά τό τυχόν τρίγωνον Α'Β'Γ', ή μεγίστη 
Εγγεγραμμένη εις αύτό Ιλλειψις Εχει μίαν 

2 

τών. διαμέτρων της Δ'θ' ΐσην πρός τά τής 

διαμέσου Γ'Δ' τού τριγώνου καί κειμένην έπ’ 
αύτής. Ή εύθεϊα Ε’Ζ', τών μέσων τών πλευ¬ 
ρών ΓΆ', Γ'Β' είναι χορδή έπαφών καί συ¬ 
ζυγής κατά διεύθυνσιν, τής διαμέτρου Δ'θ', 
τό δέ κέντρον Ο' τής έλλείψεως είναι τό κ. 
βάρους του τριγώνου Α’Β'Γ'. 

2 

"Ομοίως, ή Κ'Ζ’είναι τΑ -^- τής διαμέσου 

Α'Ζ' καί διάμετρος τής έλλείψεως. 

Άφ' έτέρου, είς τόν κύκλον Εχομεν (Σχ. 1401): 

Ε,Ζ, = αΥΤ = ΟΜ,Υ3, 
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καί έπομένως διά τήν Ιλλειψιν τοΟ Ιδιου σχήματος 
ΕΖ = ΟΜ ΥΓ= β Υ3 , β = , 

γ 3 

καί όρίζεται οϋτω τό μήκος τής διαμέτρου ΜΝ, συζυγοΰς τής Δθ. 

ΑΙ αύταΙ σχέσεις Ισχύουν διά τά άντίστοιχα μεγέθη ε(ς τό 
σχήμα 1402. θά έχωμεν : 

ΜΌ' = β'=-^. 

Ϋ3 

Ή γωνία τών συζυγών διαμέτρων είναι ή γωνία τής διαμέσου 
Γ'Δ'.μετά τής βάσεως Α'Β' τοΰ τριγώνου. 

2224 α. Παρατήρησις. Δι’ έπαλήθευσιν, δυνάμεθα νά ύπολογί- 
σωμεν τά έμβαδά τής έλλείψεως καί τοΟ περιγεγραμμένου τριγώ¬ 
νου καί νά συγκρίνωμεν αύτά πρός τά έμβαδά τοΟ κύκλου καί 
τοΟ περί αυτόν Ισοπλεύρου τριγώνου. 

Οι αντίστοιχοι λόγοι θά πρέπει νά είναι Τσοι. 

1) (Σχ. 1401). Επειδή 

9α* 

Γ = Έμ. κύκλου = πα 2 καί Ε = (ΓΑ,Β,) = 


έπεται 


£ _π_Υ3 
Ε ~ 9 


2) (Σχ. 1402). Γό έμβαδόν τής έλλείψεως είναι 


Γ' = πα'β' ημ ψ. | ψ = (Α'Β', ΔΤ') ] 

τοΟ δέ τριγώνου τό έμβαδόν, συναρτήσει τής πλευράς Α'Β' καί τής 
έπ' αύτήν διαμέσου Γ'Δ', είναι 

Ε' = Α'Β'. ΔΤ'. ημ ψ 


άφοΟ υ Γ - = ΔΤ'. ημ ψ. Άλλ’ είναι έκ τοΟ σχήματος : 

Α'Β'=2. Ε'ΖΤ = 2β'Υλ 
Γ'Δ' = 3α'. 


Έπομένως: 


Γ'_ πα'β' ημ ψ 

Ε ' ·1.2β'Υ3.3α’ 


π 

3Ϋ3 



Γ 


~ Ε 


Πρόβλημα 966—I 

2224 β. Ποια ή περιβάλλουσα τών πλευρών τών τριγώνων τών έχόν- 
των τό αΰτό κέντρον βάρους θ χαΐ έγγεγραμμένων είς δοΰεΐααν ελ· 
λειψτν; 

θεωροΟντες τόν πρωτεύοντα κύκλον τής έλλείψεως καί τό Αν¬ 
τίστοιχον τοΟ θ σημεΐον θ', άναγνωρίζομεν ότι υπάρχει Απειρία 
τριγώνων έγγεγραμμένων είς τόν κύκλον τοΟτον καί έχόντων τό 
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αύτό κέντρον βάρους θ' (§ 2185 β). Αί πλευρού τών τριγώνων τού¬ 
των Εφάπτονται μιας έλλελψεως, ήτις είναι Εκείνη τής § 130,3 
Επειδή τά τρίγωνα ταΰτα έχουν προφανώς καί τώ αύτό όρθόκεν- 
τρον Η (§ 1119). 

Επανερχόμενοι ε(ς τήν Ελλειψιν, διαπιστοΰμεν άμέσως δτι ή 
ζητουμένη περιβάλλουοα είναι ή προβολή τής έλλείψεως ταύτης 
έπί τό -Επίπεδον τής δοθείσης έλλείψεως. 

Θεώρημα 955—11 

2224 γ. Υπάρχει απειρία τριγώνων εγγεγραμμένων εις δοθείσαν ελ' 
λειψιν (Ε) καί έχόντοιν όρθάχεντρον μίαν εστίαν Ε τής καμπύλης. Ή 
περιβάλλουοα τών πλευρών των τριγώνων τούτων είναι άλλη έλλειψις 
(θ), έχουαα τήν αυτήν εστίαν Ε καί τάς αύτάς διευθύνσεις πρωτευόν¬ 
των αξόνων μετά τής δοθείσης. 

Θεωρήσωμεν κώνον (Κ) έκ περιστροφής περιγεγραμμένον εις 
τρισορθογώνιον τρίεδρον στερεάν γωνίαν. Οδτος δύναται νά τμηθή 
κατά Ελλειψιν (Ε) ΐσην πρός τήν δοθεΐσαν (§ 2212), όπότε ή μία 
τών έστιών αύτής Ε θά εΤναι προβολή έπί τό έπίπεδον (Π) τής 
τομής τής κορυφής Σ του κώνου. ιι“ 855). 

Έστωσαν Α. Β, Γ αί τομαί τών άκμών τής τριέδρου καί τής 
έλλείψεως. Είναι φανερόν, δτι αί προβολαί τών άκμών ΣΑ. ΣΒ, 
ΣΓ έπί τό έπίπεδον (Π) τής τομής θά είναι τά ύψη του Εγγε¬ 
γραμμένου εις αύτήν τριγώνου ΑΒΓ καί θά τέμνωνται εις τήν 
έστίαν αύτής Ε καί προβολήν τής κορυφής Σ. Έάν δέ στρέφωμεν 
τό τρίεδρον Σ περί τόν άξονα του κώνου, εις έκάστην θέσιν αύ- 
τοΰ αί προβολαί τών άκμών του έπί τό έπίπεδον (Π) θά είναι 
πάντοτε Οψη τών λαμβανομένων Εγγεγραμμένων εις τήν Ελλειψιν 
τριγώνων καί θά τέμνωνται εις τό αύτό σημεΐον Ε. 

"Εστω τώρα (I) ό Εγγεγραμμένος εις τό τρίεδρον κώνος έκ πε¬ 
ριστροφής (όμοαξονικός τοΰ (Κ)· ό κοινός των άξων είναι ή δια¬ 
γώνιος κύβου μέ μίαν οτερεάν γωνίαν τήν Σ). 

Ή τομή τοΰ κώνου τούτου μετά τοΰ Επιπέδου (Π) θά είναι μία 
σταθερά Ελλειψις (θ). Εφαπτομένη τών πλευρών τών διαφόρων 
τριγώνων ΑΒΓ, τών έγγραφομένων εις τήν Ελλειψιν (Ε) καί τών 
όποιων τά Οψη εΤναι προβολαί τών άκμών τοΰ περιστρεφομένου 
τριέδρου περί τόν κοινόν άξονα τών δύο κώνων. 

Επειδή εις έκάστην θέσιν τοΰ κινητού τριέδρου, τούτο παρα¬ 
μένει πάντοτε περιγεγραμμένον ε!ς τόν (I) καί έγγεγραμμένον εις 
τόν (Κ) κώνον. 

ΑΙ δύο Ελλείψεις (Ε) καί (θ) Εχουν βεβαίως τόν αύτόν πρω¬ 
τεύοντα άξονα, ώς τομαί δύο όμοαξονικών κώνων έκ περιστρο¬ 
φής ύπό τού αύτοΰ Επιπέδου (Π)· Εχουν δέ καί τήν αύτήν έστίαν 
Ε, ώς Εκ τοΟ προμνησθέντος θεωρήματος έν Ο., ιι° 855. Επίσης 
καί θεώρημα § 287. 


Πρόβλημα 956 

2225. Νά έγγραφή τό μέγιστον ορθογώνιον εις δοθέν παραβολικόν 
τμήμα - τό τετράπλευρον πρέπει νά εχη δύο χορυφάς έπί-τής καμπύλη; 
•ταΐ τάς δύο άλλα; έπί τής χορδής τού τμήματος. 

Έστω ΑΒΓ τό τμήμα* ή Εφαπτομένη, ή άγομένη παραλλήλως 
Γεωμετρία 7 .5 
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τής χορδής, όρίζει τήν διάμετρον ΑΔ, διά του μέσου Δ τής χορ¬ 
δής τής παραβολής — ήτις, άλλωστε, εί¬ 
ναι ή ένοΟσα τό μέσον θ τυχούσης χορ¬ 
δής παραλλήλου πρός τήν ΒΓ μετά του 
μέσου Δ. 

Τό μέγιστον παραλληλόγραμμον ΕΙΚΖ. 
άρα καί τό μέγιστον όρθογώνιον ΜΝΕΖ, 
λαμβάνεται, κατά τά έν § 360, δι’ άγωγής 
έφαπτομένης ΗΕΛ διχοτομούμενης είς 
τό σημεΐον έπαφής Ε. Καί έπειδή θά εί¬ 
ναι τότε 

ΑΗ = Αθ (§ 318) καί ΘΗ = ΘΔ, 
άφοΰ ΕΗ = ΕΛ, Επεται δτι θά Εχωμεν 

Αθ = ^-ΑΔ. 



Εύρίσκεται κατά συνέπειαν τό μέγιστον 
όρθογώνιον, έάν είς τό τρίτον τό τμήματος ΑΔ φέρωμεν παράλ¬ 
ληλον ΕΘΖ πρός τήν χορδήν ΒΓ τοΰ τμήματος. 

Παηαιήρηαα. "Εχομεν: 

2 

παραβ. τμήμα ΑΒΓ — — ΑΔ , ΒΓ . ημ α (§ 2145) 


καί 


Αθ = -1 ΑΔ. 


Εθ» Αθ _ 1 
ΒΔ* ~ ΑΔ ~ 3 ' 


"Αρα Εθ= = 1 Δ*=: , ΙΚ = 2.1Δ=-?£- 

3 V 3 

καί τό μέγιστον παραλληλόγραμμον ή όρθογώνιον θά Εχη ώς 
έμβαδόν 

ΘΔ ημ α , ΙΚ = ΑΔ ημ α . 

3 Υ3 

2 λα οι- 1 παρ. τμ. ΑΒΓ 

= Τ ΑΔ.ΒΓ.ημ α ,_ = ^-^-. 



Πρόβλημα 957 

2226. δίδονται παραβολή καί δύο έφα· 
πτόμεναι αυτής. Νά^ άχθή τρίτη έφαπτο- 
μένη είς τρόπον, ώστε τδ τρίγωνον τών 
τριών ευθειών νά είναι τδ μέγιστον. 

1) Τό μέγιστον τρίγωνον δίδεται διά 
τής έφαπτομένης ΔΕ, τής διαιρουμένης 
είς δύο ίσα μέρη είς τό σημεΐον ίιτα- 
Φής Η. Ή εύθεια αϋτη είναι ή ένοΟσα 
τά μέσα Ε καί Δ τών ΑΒ καί ΑΓ έφα- 
πτομένων. 

Πράγματι, πάσα έφαπτομένη Ζθ 
διαιρείται είς δύο μέρη ίσα όπά τής 
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έφαπτομένης ΔΕ, παραλλήλου πρός τήν χορδήν τΩν „.ιαφών· τό 
δέ τρίγωνον ΑΔΕ, του όποίου ή βάσις ΔΕ διέρχεται διά τοΟ μέ- 
οου Δ' τής Ζθ, είναι μεγαλότερον του ΑΖΘ. Είναι δηλ. τό τρί¬ 
γωνον ΑΔΕ τό ζητούυενον μέγιστον τρίγωνον. 

2) Έκ μιας γνωστής προτάσεως (§ 369), δυνάμεθα άμέσως νά 
συναγάγωμεν δτι τό μέγιστον τρίγωνον είναι έκεΐνο διά τό όποιον 
ή έφαπτοιιένη ΔΗΕ διαιρείται είς δύο Τσα μέρη διά τοΟ σημείου 
έπαφής Η. 

Πρόβλημα 968 


2227 . Ε(ς παραβολικόν τμήμα ΒΑΓ, μέ χορδήν ΒΓ κάθετον επί 
τόν άξονα τής καμπύλης, νά έγγραφή 
τό μέγιστον τραπέζιον έκ τών έχόν- 
των τήν χορδήν ΒΓ ώς μεγαλυτέ- 
ραν βάσιν. 

"Εστω ΒΕΔΓ τούτο καί Ισοδύ¬ 
ναμον πρός τό όρθογώνιον ΚΕΗΓ· 
κατά τά έν § 318, ή έφαπτομένη 
ΖΕΘ θά διαιρήται ε(ς δύο μέρη 
Τσα διά τοΟ σημείου έπαφής Ε. 

Έάν θέσωμεν ΑΜ=α, ΒΜ=β, 
εύρίσκομεν 


λε=4. 


ΑΛ = Τ· 


ΛΜ = α- 


α 8α 

α ~ Ύ~Ύ' 

κγ = ρ+4- = ¥· 



Επομένως 


(ΒΕΔΓ) = (ΚΕΗΓ) = ^ αβ. 


Επειδή δέ: 


2 4 

παρ/λικόν τμ. ΑΒΓ = — ΒΓ . ΑΜ = — β . α. 


ίπεται δτι τό μέγιστον τραπέζιον είναι τά — τοΟ παραβολικού 
τμήματος. 

Παρατήρησις. ΟΙαδήποτε καί άν είναι ή γωνία φ τής χορδής ΒΓ 
πρός τήν διάμετρον ΑΜ, ή λύσις τού προβλήματος παραμένει ή 
(δία (§ 318, 2). Τό έμβαδόν τοΟ μεγίστου τραπεζίου είς τήν περί- 

πτωσι.ν αύτήν είναι -γγ αβ ημ φ. 


Πρόβλημα 959 

2228. Νά τμηθή όρθός κώνος ΑΣΒ ΰπό έπιπέδου κατά τό μέγιστον 
παραβολικόν τμήμα. 

Ε = παρ. τμ. ΜΛΝ = ΛΡ . ΜΡ = ΜΝ . ΛΡ. 
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"Ας έκφράσωμεν τό 


Σ 



μήκος ΛΡ συναρτήσει τών έπί τοΟ κύκλου 
τής βάσι μηκών. “Εχομεν, άν ΣΒ -..λ: 


ΛΡ ΣΒ λ 
ΑΡ 2 ρ 2 ρ 


_2λ ΑΡ.ΜΝ 

~3ρ' 2 


ΛΡ 


ΑΡ . λ 
2 Ρ 


2 λ 

3 Ρ 


(ΑΜΝ). 


( 1 ) 


Γίνεται επομένως μέγιστον τό έμβαδόν 
τού παραβολικού τμήματος όταν καί τό 
έμβαδόν τοϋ τριγώνου ΑΜΝ γίνη μέγι¬ 
στον, δηλ.δταν τό τρίγωνον τοΰτο καταστή 
ισόπλευρον. Ώστε : 


Ε ιιιηχ. 


2 λ 

3ρ 



λ ρ V 3 
2 


Πρόβλημα 960 


2230. "Εν στερεόν 



άποτελεϊται έκ δύο ίσων κιόνων έχόντων κοινήν 
βάσιν. Ζητείται νιι τμηθή τοΰτο ύπό επιπέδου 
παραλλήλου πρός τάς γενετείρας ΣΒ, ΛΤ εί; 
τρόπον, ώστε ή τομή νά είναι ή μεγίστη. 

"Εστω ΜΘΝΗ μία τυχοΰσα έκ τών ιώς 
άνω τομών έπειδή διά τά παραβολικά 
τμήματα ΜΘΝ, ΜΗΝ θά είναι, κατά τήν 
προηγουμένην άσκησιν: 

(ΜΘΝ) (ΜΗΝ) 2 λ 
Τρ. ΜΑΝ ~ Τρ. (ΜΒΝ) 3 ρ ’ 
έπεται ότι 

_ (ΜΘΝ) -|- (ΜΗΝ) 

Τρ. (ΜΑΝ) + Τρ. (ΜΒΝ) 

Τομή (ΜΗΝΘ) _2λ 


Τετράπλ. (ΑΜΒΝ 3ρ 


Γίνεται επομένως μεγίστη ή τομή όταν τό τετράπλευρον ΑΜΒΝ 
καταστή μέγιστον, δηλ. όταν είναι τούτο τετράγωνον. Ώστε: 


2231. 

(ΕΓΖΘ) (ΜΗΝΘ) ιιιαχ. 




2232. Παρατηοήαεις. 1) Φθάνσμεν ταχύτερον εις τήν εόρεσιν τοϋ 
άνωτέρω Αποτελέσματος παρατηροΰντες ότι, έπειδή τό άθροισμα τών 

2 

έμβαδών δύο παραβολικών χωρίων είναι — ΘΗ . ΜΝ, τό δέ μήκος 

ΘΗ = ΣΒ — λ 


είναι σταθερόν, τό γινόμενον τοΰτο γίνεται μέγιστον όταν καί ή 
χορδή ΜΝ άποβή μεγίστη. Δηλ. διά ΜΝ - 2 ρ, ώς καί προηγου¬ 
μένως. 

2) θά ήδυνάμεθα νά έσπουδάζομεν άναλόγως καί τάς μετα- 
βολάς τών διαφόρων τομών ένός κανονικού όκταέδρου ύπό έπι- 
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πέφων παραλλήλων πρός δύο άπέναντι έδρας αύτοδ, ή καί παν¬ 
τός όκταέορου μέ διαγώνιους ΑΒ, ΓΔ, ΣΤ άλληλοβιχοτομουμένας. 

Πρόβλημα 961 

2233. Δίδονται σφαίρα, είς μέγιστος κύκλος αύτής ΑΟΒ καί έπίπε- 
βον ΝΤ. Νά άχθή έπίπεδον (Π) παράλληλον προς τό έπίπεδον ΝΤ 
καί τοιοϋτον, ώστε ό κύλινδρος, δ προβάλλων επί τό έπίπεδον τον με¬ 
γίστου κύκλου τήν τομήν τοδ (Π) χαΐ τής σφαίρας, νά Ιχη ιόν μέγι- 
στον δγκον. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 400 α). 

Πρόβλημα 962 

2234 Είς τμήμα παραβολοειδοΰς έκ περιστροφής μέ μίαν βάσιν νά 
έγγραφή ό μέγιστος κύλινδρος. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 395). 

Ό κύλινδρος είναι τό ήμισυ τοΟ παραβολοειδοΰς. 

Πρόβλημα 963 

2236. Νά περιγραφή είς τμήμα παραβολοειδοΰς έχ περιστροφής ό 
ελάχιστος κώνος. 

(Βλ. Μέθοδο,, § 396, 2). 

9 

Ό κώνος είναι τά -χ- τοΟ τυόαατος τοΰ παραβολοειδοΰς. 

Ο 


Διάφορα ζητήματα 

Θεώρημα τον ΜιιιιιιΗίέιη 964 

2236. "Εστω ΑΒΓΔ αρθρωτόν παραλληλόγραμμον. 'Η κορυφή Α 
αΰτοϋ παραμένει σταθερά, 
ένω αί πλευραί ΑΒ, Αδ 
στρέφο' :αι περί τά Α κατά 
γωνίας ίσας καί αντιθέτων 
φορών. 

Δείξατε ότι ή κορυφή 
Γ γράφει έλλειψιν. (3 /π(Λγ- 
¥Μ. 1892, σ. 235). 

’Έστωσαν Κ καί Η 
τά σημεία καθ' ά ή ΒΓ 
συναντά τάς ΑΧ καί ΑΥ, 
διχοτόμους τής γωνίας 
ΒΑΓ και τής παραπλη¬ 
ρωματικής αύτής, άντι- 
στοίχως. Τά τρίγωνα 
ΑΒΚ, ΑΒΗ εΤναι ισο¬ 
σκελή. ΗΒ = ΒΑ = ΒΚ κ 

ΗΚ κ- 2 




1190 


Γράψει Επομένως τό σημεϊον Γ'Ελλειψιν, άψοΟ τά άκρα τόΟ 
σταθερού μήκους εύθυγράμμου τμήματος ΗΚ όλισθαίνουν επί δύο 
όρθογωνίων εύθειών. 


Πρόβλημα. 966 

2237. Νά χατασχευασθή τρίγωνον ΑΒΓ, έχ τού ύψους ΑΗ τής 
διάμεσου ΑΜ καί τοϋ λόγου 

ΑΒ-ΑΓ 



ΒΓ 

Κατασκευάζομεν 
νον ΑΗΜ. 

Έκ τών σχέσεων 

V ~ β _ 


_ϋ. 

ν 

πρώτον τό τρίγω- 


Λ· 


. 1409 . 


α ν 

γ* - β* = ΒΗ» - ΗΓ* = 

= (ΒΗ -(- ΗΓ) (ΒΗ - ΗΓ) — α . ΗΜ 
ποριζόμεθα καί τήν 


β + γ = — ΗΜ =; γνωστόν μήκος λ. 

Έάν τώρα προεκτείνωμεν τήν ΑΜ κατά ίσον μήκος ΜΑ', πα¬ 
ρατηρούμε ν άμέσως δτι τό σημεϊον Β όρίζεται ευκόλως διά τής 
Χύσεως τοΟ γνωστού προβλήματος: Νά εύρεθή έπί δοθείσης εύ- 
θείας ΜΗ σημεϊον Β τοιοΰτον, ώστε τό άθροισμα τών άποστά- 
σεών του άπό δύο δοθέντων σημείων Α καί Α' νά εϊναι δοθέν 
μήκος λ. (ΜαΙΗαίϋ, 1885, σ. 19· Υαη ιΐεη Ιΐι-οεςΐ:). 

Πρόβλημα 966 

2238. Δίδονται παραβολή καί δύο έφαπτόμεναι αυτής ΤΜ, ΤΝ 

(Σχ. 1410), τεμνόμεναι υπό τοϋ άξονο; 
τής καμπύλης εις Β καί Γ άντιοτοίχως. 
Δείξατε τήν σχέοιν 



ΤΜ 

'ΤΝ 


ΤΒ 

Τ'Γ 


Πράγματι, 6 άζων ΑΧ είναι πα¬ 
ράλληλος πρός τήν διάμετρον ΤΡ ή 
διάμεσον έκ του Τ τοΟ τριγώνου 
ΜΤΝ. Γνωρίζομεν δέ (§ 1135, β) άτι, 
ή παράλληλος ΑΒΓ πρός διάμεσον 
ΤΡ τοϋ τριγώνου ΜΤΝ, όρίζει έπί 
τών έκ τοΟ Τ πλευρών τμήματα 
ΤΒ, ΤΓ άνάλογα τών πλευρών αύ* 
τώ.ν. (Ο. ιΙγ Ι,οίΐβϋΐΐίΐιπρε/ 3. £/. Κ ., 
1892, σ. 22). ι 

θεώρημα 967 ! 

2239, ΑΙ έκ τοϋ τυχόντος σημείο» 
1Γ τής έλΐΐίψβως τον Βίβϊηβν τριγώνου {ΑΒΓ, άγόμεναι παράλληλ * 
πρός τάς διαμέσους τοϋ τριγώνου ουναντοΰν τάς αντιστοίχους αΰι >ν 
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πλευράς είς ((ία σημεία Α', Β', Γ' κείμενα έιτ' ευθείας γραμμής. (Ε. 
0«β3Γο, ΜαΐΚαΐ», 1893, σ. 70). 

”Η ϊλλιιψκ τον 8ΐΐίηβν ένός τυχόντος τριγώνου ΑΒΓ είναι V) 
προβολή έπΙ τό έπίπεδον τοΟ τριγώνου τής περιγεγραμμένης πε¬ 
ριφέρειας εις τό Ισόπλευρον τρίγωνον, -οδτινος όρθή προβολή είναι 
τό τρίγωνον ΑΒΓ. Επειδή δέ, αΐ έκ τυχόντος σημείου Μ τής πε¬ 
ριφέρειας ταύτης παράλληλοι πρός τάς διαμέσους τοΟ Ισοπλεύρου 
τριγώνου εΓναι κάθετοι έπΐ τάς άντιστοίχους αύτών πλευράς, οΐ 
πόδες αύτών κατά τό θεώρημα τον 8ΐτπβοη θά κεϊνται έπ’ εύθεΐας 
(ε), τής εύθείας τοΟ 8ίηχ3οη τής σχετικής πρός τό σημεΐον Μ. 

Κεϊνται έπομένως τά τρία σημεία Α', Β', Γ’ είς τό έπίπεδον 
τοΟ τριγώνου ΑΒΓ έπ’ εύθείας γραμμής (έ’), τής προβολής, τής 
-.ύθείας (ε) τού δίποοο διά τό σημεΐον Μ, άντιστοίχου τοΟ Μ', 
ίπΐ τό έπίπεδον τοΰ τριγώνου. 

Σημειακής. Τό θεώρημα είναι τοΟ Οεε&το' είς τό δεύτερον αύ- 
τού μέρος έζήτει τήν περιβάλλουσαν τών ευθειών (ε'). ’Η λϋσις 
είναι τοΟ Όγοζ - Ρατην. Ή περιβάλλουσα τών εύθειών (ε) τοΟ 
Ηίπιεοη ένός τριγώνου (τών άντιστοίχων τών σημείων τής περιγε- 
γραμμένης είς αυτό περιφέρειας) είναι μία ϋπ οχνχλοειΰής με τρία 
οημεΐα άεαχάμψεως. 

Ή καμπύλη αϋτη έχει μελετηθεί ϋπό διαφόρων καί Ιδιαιτέρως 
ύπό τών Ε. Ραΐηνίη (Λ\ Α., 1870, σ. 211 καί 258) καί Ι,οηβςΙΐΛπιρΒ 
(.Λ Μ. 8., 1884, σ, 169). Ή περιβάλλουσα τών εύθειών (ε') τοΟ 
θεωρήματος τοϋ ΟίΜπειι είναι ή όρθογώνιος προβολή έπί τό έπίπεδον 
τοΟ τριγώνου τής έν λόγω ΰποκυκλοειδοΰς διά τό Ισόπλευρον 
τρίγωνον. 


Θεώρημα 968 

2240. Έάν δύο όμοιόθετα τρίγωνα έχουν τό αυτό κέντρον βάρους 
Γ,, τά έξ οημεΐα τομής τών πλευρών αύτών ανήκουν είς έλλειψιν, όμοίαν 
τών ελλείψεων τοϋ βίεΐπεε έκαστου τών τρίγωνων τούτων. 

Τό σχήμα τών τριγώνων αύτών δύναται νά ΘεωρηΘή όρθή προ¬ 
βολή δύο όμοιοθέτων Ισοπλεύρων τριγώνων έχόντων τό αύτό κέν- 
τρον θ'. Επειδή δέ διά τά τρίγωνα ταΟτα, τά έξ σημεία τομής 
τών πλευρών των άνήκουν είς περιφέρειαν (Κ) όμόκεντρον τών πε· 
ριγεγραμμένων περιφερειών είς αύτά, κατά τήν προβολήν ή περι- 
ρεια (Κ) μετασχηματίζεται είς έλλειψιν όμοιόθετον έκείνων τοΰ 
μΐοΐπετ τών δύο τριγώνων καί έχουσα τό αύτό κέντρον θ μετ’ 
αύτών. 


Θεώρημα 969 

2241. Τό εμβαδόν τή; έλλείψεως Ε τοϋ ΚΙβίηεε ένός τριγώνου 
ΑΒΓ έχει λόγον πρός τό εμβαδόν αύτοϋ ίσον πρός 4π : 3 ^3. 

Επειδή ή έλλειψις αυτή καί τό τρίγωνον είναι προβολαί περι¬ 
φέρειας Ε' καί εγγεγραμμένου είς αύτήν Ισοπλεύρου τριγώνου 
Α'Β'Γ’, θά έχωμεν 

(Ε) - < Ε ') 

(ΑΒΓ) (Α’Β'Γ') 
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3κ * Ϋ3 

•Αλλ’ είναι (Ε')=πΚ 5 καί (Α'ΒΤ’) =δπως Η. ή 

άκτίς τής περιφέρειας Ε'. Επο¬ 
μένως 

(Ε) _ πΚ* _ 4π 
(ΑΒΓ) ~ 3 Κ »Υ3 3 Ϋ!Τ ’ 

4 

2241 α. Σι ημείαισις. Ή περι- 
γεγραμμένη είς τό τρίγωνον 
έλλειψις συναντά τήν περιγε- 
γραμμένην εις αύτό περιφέ¬ 
ρειαν καί εις έν τέταρτον ση- 
μεΐον Ρ. Τό σημεΐον τοΟτο 
ώνομάσθη ηημιΐον τον 8ΐίίηρι·,' 
έπειδή ό σοφός οδτος άνευρε 
διαφόρους Ιδιότητας αύτοΰ· 
έμελετήθη δέ ύστερον καί ύπό 
τοΟ Τππ-ν, δστις έσποΰδασεν έπίσης καί τάς Ιδιότητας τοΟ δια¬ 
μετρικού τού Ρ σημείου Τ — καλούμενου σήμερον αημεΐον τον Τα%Ύ>] (*). 

Διά τό τελευταΐον τούτο σημεΐον, δύναταί τις νά συμβουλευθή 
τήν ώραίαν άναλυτικήν σπουδήν τοΰ I. Νειιδετμ (/. ι(. Μ. 8., 1886, 
σ. 6 καί έπμ.), ώς καί τήν κατασκευήν, ήν υπέδειξε ό Ι,,οημςΙιηιιψ* 
(αύτ., 1886, σ. 129, καί 1888, σ. 242, η» 69). 

Τά σημεία τΩν δίβίηει- καί Τ.τιτν. καθώς καί ή ί·.τεο/>'ι>/.// τοΓ· 
ΚίβραΊ, ΰπήρξαν άντικείμενον πολυαρίθμων μελετών. Βλ. σχετι- 
κΩς Λ’. Α·, 1887, σ. 215, Οίατυ. 

θεώρημα τοϋ Λ/ί/ικτ 970 

2242. Ό τόπο; τών ση¬ 
μείων, έχ τών όποιων δοθείσα 
περιφέρεια (Γ) προβάλλεται, 
διά κεντρικής προβολής, έπί 
επίπεδον κάθετον έπί ιό τής 
Γ κατά περιφέρειαν έπίσης 
(Γ'), είναι Ισόπλευρον έκ πε¬ 
ριστροφής μονόχωνον ΰπερβο- 
λοειδές έχον Ας λαιμόν τήν 
περιφέρειαν (Γ). 

"Εστω V εν τΩν κέντρων 
προβολής, κείμενον έπί επι¬ 
πέδου (Π) καθέτου έπί τό 
έπίπεδον τής (Γ) καί άγό- 
μενον διά διαμέτρου αυτής 
Σ*. ΐ·Μ 2 . ΑΒ. Αρκεί νά άποδείξω- 

μεν δτι, έπί τού έπιπέδου 
(Π), ό τόπος τΩν σημείων 
V είναι Ισόπλευρος υπερβολή μέ πρωτεύοντα άξονα τήν εύθείαν ΑΒ. 

(*) -τ,μ. ;ι ϊ τ. Είς ~ϊ :χή|ΐα 1411 ~λ τημιίον θ ιυνίπιι: πρϊς -Λ 
χίνϊρον 0 τής περ·.γ·γρχ;ι;ι<νης πϊρι^τ,οτίχς. 
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θεωρήσωμεν τόν κυκλικόν κώνον μέ κορυφήν V καί βάσιν τήν 
.εριφέρειαν (Γ) διαμέτρου ΑΒ. Επειδή ό κώνος οδτος θά τέμνε· 
ται ύπο φαντός έπιπέδου (Ρ) καθέτου έπί τήν ΑΒ κατά κυκλικήν 
τομήν, αΓ τομαί αδται θά είναι άντίΛαράλληλοι τομαί αύτοΟ. Επο¬ 
μένως, ή τομή ΜΝ, τοΟ έπιπέδου (Π) καί τοΰ διά τοΟ μέσου τής 
ΑΒ άγβμένου έπιπέδου (Ρ), θά είναι παράλληλος πρός τήν έφα- 
πτομένην νΡ τής περιφερείας ΑνΒ (§ 1953) — ή, ώς αμέσως έκ τής 
έποπτεΐας τοΟ σχήματος φαίνεται, ή περιφέρεια μέ διάμετρον γΥ' 
(δπου ν' τό συμμετρικόν τοΟ V πρό τήν ΜΝ) .θά διέρχεται διά 
τών Α καί Β σημείων. 

θά ίχωμεν κατά ταΰτα : 

ΟΥ ΟΑ = ^ΟΓ» + ΑΓ 3 = ΙΧΡ^+ΪΓΚ 
ή, άν τεθή θΥ-=ΓΡ=χ, Ργ = ν, 

χ = + σ- 

καί χ’ — ν* = αλ 

Ή έξίσωσις αυτή εΓναι Ισοσκελούς ύπερβολής μέ πρωτεύοντα 
άξονα ΑΒ ( ,ι:ι ). 

Σημείωμα έπί τών σφαιρικών κωνικών τομών. 

2243. Ίοτοοι* ο'ι·. Εις τήν σπουδήν τοΰ τόπου (Τ) τής κορυφής 
ένός μεταβλητού σφαιρικού τριγώνου, τοΰ όποιου ή βάσις είναι 
ώρισμένη, θέσει καί μεγέθει, τό δέ άθροισμα τών άλλων πλευρών 
σταθερόν, ό Χΐΐ'οίηκ 1·'ιι** έκάλεσε τήν καμπύλην διπλής καμπυλό- 
τητος, ήν ευρε ώς τόπον τών έν λόγφ σημείων, σφαιρικήν ελλειψιν 
ταύτης είδική περίπτωσις είναι ή περιφέρεια ΔΓΔ' τού σχ. 96 τής 
§ 149. Άργότερον (1825), ό Μαμιηιε (Βερολϊνον) έδημοσίευσε είς 
τά ΑιιηαΙι'ί (Ιο (·>**;/»« ηε· (τομ. XVI, 1825 -26, σ. 33) μίαν άξιοση- 
μειωτον μελέτην έπί τής καμπύλης καθ’ ήν τέμνονχαι σφαίρα καί 
κώνος δευτέρου βαθμού, έχων τήν κορυφήν του είς τό κέντρον τής 
σφαίρας, άπέδειξε τάς κυριωτέρας ιδιότητας τής σφαιρική; έλλεί- 
>ί>εω; καί έταύτισε αύτήν πρός τήν αφαιριχΙ/ν ϊ-περβολήν. 

Τό 1829 -30, είς τά ΛηιιαΙι'ί ώ· (·ο·<ιοηηι· (τόμ. XX, σ. 129) έδη- 
αοσιεύθη, ύπογεγραμμένον διά τών άρχικών Μ. (I. Ρ., έν πολύ 
ένδιαφέρον άρθρον έπί τοΰ ίδιου θέματος. 

Τά .Υο/ιΐ'ί/ίι’Λ' ΛιιιιαΙι·* Μαΐίφιιιαίίιμινί (1858-59) έδημοσίευσαν 
έπίσης μίαν πληρεστάτην τριγωνομετρικήν σπουδήν τής σφαιρική; 
κν)πχή; ιο/ιή;. Εις τήν ένδιαφέρουσαν ταύτην έργασίαν τού Υεηη- 
Γΐ>η, καθηγητοΰ τότε είς τό Λύκειον τών Βερσαλλιών, γίνεται λό¬ 
γος περί τής σφαιρική; παραβολή; καί διά τήν όποιαν τίποτε δέν 
άναφέρετο είς τά προηγούμενα άρθρα τών ΑιιηαΙπ ά$ Οβν 0 οηηε· 

Είς τά έπόμενα, θά συνοψίσωμεν τάς σχετικάς ρελέτας έπί τού 
θέματος, συμπληρούντες αύτάς διά μιας νέας, πιθανόν, παραιηρι/σεω;. 

Κώνο; δεύτεροι- βαθμοί- . Δέν υπάρχει παρά εις μόνον κώνος δευ¬ 
τέρου βαθμού, οίανδήποτε όδηγόν αύτού καί άν λάβωμεν, έλλει- 
ψιν, ύπερβολήν ή παραβολήν· τούτο προκύπτει άλλωστε καί έκ 


1+3. - η |ΐ. μ ε τ. Έτροπεποιήααμϊν έλχ^ρώς τήν έν τ<« χτιμίνιη από· 
ϊ?·.ς·.ν έπί τό. χαΛ" ήμάς. 3ΐ^έιτϊρον. 
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του Βπ αΐ τρεις αδται κωνικαί τομαί Βύναντσι, ώς άπεδείξαμεν 
ήδη, νά ληφθούν ώς τομαί ένός καί τοΟ αύτοΟ κώνου. 

θεωρούντες τρεις ευθείας ΟΧ, ΟΥ, ΟΖ καθέτους έπ’ άλλήλας 
ώς άξονας συντεταγμένων, τοποθετούντες τήν κορυφήν του κώνου 
εις τήν άρχήν Ο καί έκλέγοντες τά έπίπεδα ΧΟΖ, ΥΟΖ διά πρω¬ 
τεύοντα έπίπεδα τής κωνικής έπιφανείας, λαμβάνομεν ώς έξίσωσιν 
ταύτης τήν 



( 1 > 


Έστω α > β. Πάσα τομή τής έπιφανείας παράλληλος τοΟ έπι- 
πέδου ΧΟΥ είναι έλλειψις μέ κέντρον έπί τοΟ άξο^ος ΟΖ καί τής 
όποιας ό πρωτεύων δξων είναι παράλληλος πρός τόν άξονα ΟΧ 



καί ό δευτερεύων πρός τόν ΟΥ. Έστω 2α ή γωνία τών γε*«..οιρών 
ΟΑ, ΟΑ' έπί τού έπιπέδου ΧΟΖ καί 2β ή γωνία τών "γενετειρών 
ΟΒ, ΟΒ' έπί τοΟ ΥΟΖ. Ή γωνία 2α είναι ή μεγαλυτέρα καί ή 2β 
ή μικροτέρα έκ τών γωνιών δύο διαμετρικών γενετειρών τής 
έπιφανείας. 

Έοτιαχαί ενθεΐαι. Ό κώνος δευτέρου βαθμού Ο, ΑΒΑ'Β' έχει 
δύο έοτιακάς εύθείας ΟΖ, ΟΖ' εις τό πρωτεύον .έπίπεδον ΑΟΑ'. 

Τό θεώρημα τού ,1/α(?ιια« διατυποΰιαι ώς έξης: ΑΙ γωνίαι μιας 
τυχούσης γενετείρας ΟΜ ένός κώνου δευτέρου βαθμού μετά τών 
ευθειών ΟΖ. ΟΖ' έχουν άθροισμα σταθερόν καί ίσον πρός τήν 
γωνίαν ΑΟΑ' —2α τών άκρων γενετειρών. 

Ό Οπό τά άρχικά Μ. (ϊ. 1\ συγγραψεύς τοΰ δευτέρου άρθρου 
τών .4. ά. Ο., (τομ. XX, σ. 129), ζητεί τόν γεωμετρικόν τόπον τών 
ευθειών ΟΜ, διά τάς όποιας τό άθροισμα τών γωνιών μετά 
δύο δοθεισών εύθειών ΟΖ, ΟΖ' είναι σταθερόν καί εύρίσκει κώ¬ 
νον δευτέρου βαθμού Ο, ΑΒΑ'Β' — κατ' έπαλήθευσιν τοΰ θεω¬ 
ρήματος τον Μαμηιΐί. 

Σφαιρική κωνική τομή. Ή καμπύλ.η αύτη είναι τομή σφαίρας καί 
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κώνου δευτέρου βαθμού, Εχοντος κορυφήν τό κέντρον Ο τής σφαί¬ 
ρας, Άποτελεϊται έκ δύο συμμετρικών πρός τδ σημεΐον Ο μερών 
ΑΒΑ'Β', Α^,Α',Β', καί έχει τρία έπίπεδα συμμετρίας καί Εξ κέν¬ 
τρα ή τρεις κεντρικής διαμέτρους, κειμένας έπί. τών άξόνων τών 
συντεταγμένων. Π&ς μέγιστος κύκλος διά μιας τών διαμέτρων αύ- 
τών, ΓΓ' ή ΔΔ', διαιρεί τήν καμπύλην είς δύο μέρη ίσα. 

Ή πλήρης καμπύλη Εχει τέσσαρας έστίας· τό άθροισμα τών 
τόξων ΜΖ, ΜΖ' μεγίστων κύκλων είναι σταθερόν καί ίσον πρός 
τόν μίγαν άξονα ΑΓΑ' (τόξον μ. κύκλου) τής καμπύλης. Είναι λοι¬ 
πόν αϋτη μία οφαιριχή, κατά τόν Κπκε, ίλλειψις, καθώς καί ή συμ¬ 
μετρική αύτής Α,θ',Α',Β',. 

Ή Ιδία καμπύλη δύναται νά όνομασθή έπίσης καί οφαιριχή υπερ¬ 
βολή. Επειδή θεωροΰντες καί τά δύο μέρη αύτής καί τάς έστίας 
Ζ, Ζ,', παρατηρουμεν δτι δύναται αυτή νά θεωρηθή ώς τόπος τών 
σημείων Μ, δι’ ά ή διαφορά τών σφαιρικών άποστάσεων ΜΖ,' — 
ΜΖ είναι σταθερά καί ϊση πρός τό τόξον ΑΔΑ', — ώς άμέσως έκ 
τοΟ σχήματος φαίνεται. 

Σφαιοιχή παραβολή. Είς τήν περίπτωσιν καθ’ ήν ό μέγας άξων 
ΑΓΑ' είναι ίσος πρός τέταρτον περιφέρειας μ. κύκλου, δηλ. δταν 
2α = 90°, ή τομή τών δύο Επιφανειών δύναται νά θεωρηθή ώς ό 
τόπος τών σημείων Μ, διά τά όποια αΐ σφαιρικοί άποστάσεις των 
άπό τοΰ σημείου Ζ καί άπό τής περιφερείας ΘΗΘ,, καθέτου έπί 
τήν ΟΖ', είναι Τσάι. Πράγματι, θά είναι τότε: 

ΗΜΖ’ = τέταρτον περιφ μ. κύκλου -= ΑΓΑ’ = ΜΖ’ -|- ΜΖ 
καί Επομένως 

ΜΖ = ΜΗ. 

ΑΙ σφαιρικοί διεν&ετοΰααι τής παραβολής αύτής είναι αί δύο περι- 
φέρειαι μ. κύκλων, αί όριζόμεναι διά τών τόξων 

Λθ = ΑΖ καί Α'θ'—Α'Ζ'. 

Παοατήρηαις. Διάφοροι άναλογίαι καί συλλογισμοί μάς όδηγοΰν 
είς τόν όρισμόν τής σφαιριχής χωνιχής τομής ώς τοΰ τόπου τών ση¬ 
μείων Μ τής σφαιρικής έπιφανείας τών όποιων ό λόγος μ τών 
άποστάσεών των άπό σταθερού σημείου Ζ αύτής καί άπό σταθε¬ 
ρός περιφερείας μ. κύκλου ΘΗΘ 4 , είναι άμετάβλητος. 

Διά μ < I, ή '-ωνία 2α τοΰ κώνου είναι μικροτέρα μιας όρθής 
καί ή καμπύλη έχει τήν χαρακτηριστικήν Ιδιότητα μιας έπιπέδου 
έλλείψεως πρός τάς διευθετούσας καί έστίας αύτής. 

Διά μ> I, 2α > μιας όρθής καί ή καμπύλη Εχει, άναλόγως, τήν 
χαρακτηριστικήν Ιδιότητα μιάς Επιπέδου ύπερβολής πρός τάς διευ- 
θετούσας καί έστίας αύτής. 

Διά μ —1, ή γωνία 2α είναι Ιση πρός μίαν όρθήν καί ή άντί- 
στοιχος καμπύλη είναι ή αφαιριχή παραβολή. 

Αί ίστιαχαι Ιδιότητες είναι αί ανταί καί είς τάς τρεις περιπτώσεις. 
ΟΟτω λ. χ., ό μέγισίος κύκλος, ό έφαπτόμενος τής καμπύλης είς 
σημεΐον Μ αύτής, σχηματίζει Ισας γωνίας πρός τά Εστιακά τόξα 
είς τό σημεΐον αύτό, ό δέ κάθετος μέγιστος κύκλος εις τό Μ έπί 
τήν καμπύλην διχοτομεί τήν γωνίαν τών τόξων τούτων. Ό τόπος 
Τών καμπύλων προβολών τών Εστιών έπί τούς έφαπτομένσυς με- 
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γίστους κύκλους είναι ό πρωτεύων κύκλο; τής καμπύλης, μέ διάμε¬ 
τρον ΑΑ' κλπ. Ό τόπος τών συμμετρικών τών προβολών τών εστιών 
έπί τούς Ιδιους έφαπτομένους μ. κύκλους είναι άλλος κύκλος, δυνά- 
μενος νά όνομασθή διενδύνων κύκλος τής σφαιρ. έλλείψεως ή τής 
ύπερβολής· διά τήν σφαιρ. παραβολήν, ό κύκλος ούτος συμπίπτει 
πρός τήν διευθύνουσαν περιφέρειαν (ΘΗΘ,). 

Αί σφαιρικοί άποστάσεις, περί ών γίνεται λόγος άνωτέρω, 
νοούνται έπί τόξων μεγίστων κύκλων. Ό πρωτεύων κύκλο;, μέ διά¬ 
μετρον ΑΑ', είναι παράλληλος τής σφαίρας κύκλος· ομοίως, οί 
ύιεν&ύνοντες κύκλ.οι, δταν 2α =γέ= μιας όρθής, εΓναι μικροί κύκλοι 
τής σφαίρας. 

. I ιερεύνηοις. Έάν β’--- 0, ή κωνική άνάνεται εις τόν μέγαν αυτής 

άξονα ΑΓΑ' καί αί έστίαι της εΓναι τά σημεία Α καί Α'. 

Διά β < α, ή διάταξις τού σχήματος είναι ώς έν τη μελέτη 
ταύτη (σχ. 1413). 

Διά />' — «, ό κώνος άποβαίνει έκ περιστροφής, ή τομή άποτε- 
λεΐται έκ δύο ίσων καί παραλλήλων κύκλων, αί δέ έστίαι έκάστου 
μέρους εΓναι τά σημεία Γ καί Γ'. 

Ή δλη καμπύλη διατηρεί πάλιν τάς έστιακάς Ιδιότητας τής έλ· 
λείψεως καί τής ύπερβολής. Πράγματι, τά σημεία αύτής έχουν τήν 
ιδιότητα όπως ό λόγος τών άποστάσεών των άπό τό σημεϊον Γ 
(ή Γ') καί άπό του μεγ. κύκλου ΔΔ’ διατηρείται σταθερός. 

ΤΙροβο/.αί ιή; κριιηική; κωιχκή; τομή;. Επειδή ό κώνος δευτέρου 
βαθμού καί ή σφαίρα Εχουν τά αύτά πρωτεύοντα έπίπεδα, ή τομή 
των προβάλλεται έπί τού έπιπέδου ΧΟΥ κατά έλλειψιν. Έπί δέ 
τοϋ ΧΟΖ κατά τόξα τής αυτής έλλείψεως (> 41 ), έχούσης κέντρον 
Ο καί διά τήν όποιαν αί προβολαί τών Β καί Β', είναι τά άκρα 
τοΰ μικρού άξονος, ένώ τά σημεία Α, Α', Α,, Α', είναι οημεΐα τατ'- 
οεω; τού πραγματικού μέρους αύτής. 

Έπί τοΰ έπιπέδου ΥΟΖ, ή ογαιρική έλλ,ειψι; προβάλλεται κατά 
δύο ύπερβολικά τόξα. ΑΙ προβολαί τών Α, Α' συμπίπτουν είς τήν 
μίαν τών κορυφών τής καμπύλης. 

'Κ/.λειπτικό; κύλινδρος. Επειδή ή προβολή τής σφαιρικής κωνικής 
τομής έπί τό επίπεδον ΧΟΥ είναι, ώς εϊδομεν, έλλειψις, δυνά- 
μεθα νά συμπεράνωμεν δτι ά ορθός έλλππτικός κύλινδρος, ό έχων 
τήν προβολήν ταύτην διά όδηγόν, τέμνει τήν σφαίραν κατά τήν 
ίδιαν καμπύλην ΑΒΑ'Β' — Α,Β,Α',Β’,· σημειωτέον δμως οτι αί 
έστίαι τής σφαιρικής καμπύλης δέν προβάλλονται κατά τάς Εστίας 
τής όρθής τομής - όδηγοϋ τοΰ κυλίνδρου. 

Ανάλογα παρατηροΰμεν διά τάς προβολάς έπί τών ΧΟΖ καί 
ΥΟΖ Επιπέδων. Διά τής ιδίας σφαιρικής καμπύλης διέρχεται καί 
έν Ελλειψοειδές ή ύπερβολοειδές. 

Ή τομή τής σφαίρας καί τοΰ μονοχώνου ύπερβολοειδοΰς 



έμελετήθη ύπό του Μαμουχ. Ώς ειδικήν περίπτωσιγ τοϋ ύπερβο- 
λοειδοΟς τούτου έθεώρησε τόν κώνον, τόν ίχοντα τάς Ιδίας έστια- 
κάς γραμμάς μετά τού ύπερβολοειδοΰς. 


144. - η μ. ;ι * τ. Επειδή ύπϊτέθη * > 6. 



ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΝ ΛΕΞΙΚΟΝ 


Εύ’&εϊαι — Σημεία — Καμπύλαι — Πολύγωνα 


Εϋ&εΐα γραμμή 

Π αράγο. 

’Λξων ύμο/.υγίας (Ροποβίεί): Τόπος τών σημείων τομής 
τών όμολόγων εύθειών δύο άντιστοίχων σχημάτων. 1249. 

”.·ίίάιν ΰμοιοΰεαίας: Εύθεΐσι όμόλονοι καί συμπίπτουσαι 
δύο όμοιων σχημάτων 212. 

'Λ£ο>ν (ριζικός) (ΟαιιΙίϊβΓ ιΐε Τυιιι-χ) : Τόπος τών σημείων 
τών έχόνχων ΐσσς δυνάμεις πρός δύο περιφέρειας. 1265 α. 

Οένίαιηβ (Λ. Ροιιΐιιίη): Εύθεϊα συνδέουσα μίαν κορυφήν 
τριγώνου μετά τυχόντος σημείου τής άπέναντι πλευράς. Λέ¬ 
γεται έπίσης καί γωνιο'τδη; διατέμνουσα (}. Νειιδςτς') 167α. καί 913. 

ΕνΰεΤα τον ά'ΑΙΰηώβνΙ : Εύθεϊα έφ" ής τρία κέντρα όμοιό- 
τητος τριών περιφερειών. 293 α. 

ΕνΰεΤα Iίι ε.τ’ α.τειρον) : Ή είς άπειρον χορδή δύο περι¬ 
φερειών. 1265 α. 

ΕνΰεΤα του Χεύτοτνος (ΐ) τού ϋαιίΒε! : Έφ' ής τά μέσα τών 
διαγώνιων ένός πλήρους τετραπλεύρου. 1233 σ 

ΕνΰεΤα τον ΡαεεαΙ : "Εφ' ής τά κοινά σημεία τομών τών 
τριών ζευγών άπέναντι πλευρών ένός έγγεγραμμένου είς 
κων. τομήν έξαγώνου. 293 β, 293 θ καί 1237 α. 

ΕνΰεΤα τοΰ Εϊτηεοη : "Εφ’ ής οΐ πόδες τών καθέτων, τών 
άγομένωνέκ σημείου τής περιγεγραμμένης είς τρίγωνον πε¬ 
ριφερείς έπί τάς πλευράς τοΰ τριγώνου. 22, 762 - 767,1212 α, 

1234, 1276 β καί 1277 β. 

ΕνΰεΤα τών μέσων (ΕΙιαΒίβε/ : Τόπος τών μέσων τών εύθυ- 
Υράμμων τμημάτων, άτινα συνδέουν, άνά δύο. σημεία κεί¬ 
μενα έπί τών πλευρών γωνίας καί ίσον άπέχοντα άπό δύο 
σταθερών σημείων έπί τών εύθειών αύτών. 771 ι, 1091 α, καί 1358 α. 

ΕνΰεΤα τον Ε\λΙετ : Ή συνδέουσα τό όρθόκεντρον μετά 
τοΰ κέντρου τής περιγεγραμμένης περιφερείας είς τρίγωνον. 

28, 293 καί 1120 α. 

"Επί τής εύθείας ταύτης εύρίσκονται καί τά σημεία τοΰ 
ΕταηΙα. 1242 ο. 

ΕνΰεΤα τον ΙίοϋΒβΙ .· 'Μ συνδέουσα το κέντρον τοΰ έγγε¬ 
γραμμένου ε(ς τρίγωνον κύκλου μετά τοΰ κέντρου τοΰ έγ- 
γεγραιίμένου είς τό μέσον τρίγωνον τοΰ δοθέντος. 1123. 

ΕνΰεΤα τον Μ'αΙΙαοβ (μάλλον γνωστή φς ή τοΰ Είτη$οη). 

Διά τό Ιστορικόν, βλέπε δύο σημειώματα τοΰ ΑγεΗίΙταΙά 
είς ΡνοοεεεΙϊηηβ ο{ ΙΗε Εάΐηϋμτ<)Ιι ΜαίΗειηαΙϊοαΙ ΕοοίεΙτ/, τομ. 

XXVIII (1909— 1910). 23 α. 

Ενΰεΐαι άντιπαράλληλοι (Ατηειιιΐ) ή άντιχλινεΐς πρός τήν αύ- 
τήν εώθεϊαν. 28, 3) καί 471. 



Λν·ί/ίί.«· ϊηνγ-'ιι >«■/ (3. Νι-ιι1)βΓ.ι;) : Ζεΰνος ευθειών διά τής 
κορυφής γωνίας άγομένων καί συμμετρικός πρός τήν διχο¬ 
τόμον τής γωνίας κειμένων. 646 καί 

Ιΐϊιΐη ιι ΐπητηκιχηι /Λ’ Ι.οηε/οΐΜ: Ζεύγος εύθειών διά 
κορυφής τριγώνου άγομένων καί 66ο ϊ αοτομιχών (|5λ. κατω¬ 
τέρω) σηυείων έπί τής άπέναντι πλευράς. Λέγονται έπί- 
οης και άντιοτοοηαι ενϋείαι. 765 α, 1231α καί 

/•.Γιλ'Γα γογ Φίλων»;: Τό βραχύτερον εύθύγραμμον τμήμα 
τό μεταξύ τών πλευρών γωνίας περιεχόμενον καί διά ση¬ 
μείου έντός τής γωνίας κειμένου διερχόμενον. 

’. ΙΐΊ'.τ ιιράλ/.η/.οι διάμεσοι: Βλέπε ΣνμμετροΛιάμεοοι. 1 
Ιιά/ιεπηι ιετραη/.εέρον : Α1 ένοϋσαι εΰθεϊαι τά μέσα τών 
άπέναντι πλευρών τετραπλεύρου ή. τών διαγώνιων αύτοΰ. 

Σημειυοπρά (ύτνιιιυικι) : Σύνολον σημείων έπ’ εύθείας 
γραμμής. 1150 ε καί 

Σνμμετροδιά μίσος (ιΓΟοεμηι-): *Η συμμετρική τής διαμέ¬ 
σου τριγώνου εύθεϊα πρός τήν διχοτόμον ήτις άγεται έκ 
τής αυτής κορυφής. 66, 148, 899, 1102, 1603 καί 


Σημεία 


Κέντρον τών μέσων άχκατάοεωι· ί νύζ αυνό/.ον σημείων. 463 καί 

Κέντρον ή πόλο; άνχιατροι/ί)ς: 

Κέντρα (ισογώνια) : Τά κοινά σημεία τών κύκλων τοΟ Τον- 
νΐα·ίχ, ένός τριγώνου, δηλ. τών περιγεγραμμένων εις τά 
έπί τών πλευρών τού τριγώνου καταοκευαζόμενα Ισόπλευρα 
τρίγωνα τά όποια εύρίσκονται καί τά τρία έκτός τοΟ τρι¬ 
γώνου ή καί τά τρία πρός ο μέρος τοΟ έπιπέδου (ώς πρός 
έκάστην πλευράν) εύρίσκεται καί τό τρίγωνον. 

Κέντρα ίσοδνναμιχά /Χαώενε/) : Τά κοινά σημεία τών τριών 
κύκλων ταΰ Απολλώνιου ένός τριγώνου. 

Κέντοον όμοιοΰεαίμ; δύο όμοιοβέτων σχημάτων : 

Κέντρον όμοιότητο;: 1146 καί 

Κέντρον ομολογίας (Ι’οηοβΙβίI: Τό κοινόν σημεϊον τών εύ- 
θειών τών διερχομένων διά δύο άντιστοίχων σημείων δύο 
όμολόγων σχημάτων. 

Σημεϊον τον ΙίνίαηοΙιοη : Τό κοινόν σημεϊον τών διαγώ¬ 
νιων ένός περιγεγραμμένου εις κωνικήν τομήν έξαπλεύρου. 

293 θ καί 

Σημεϊον τον Ιίπχην ( ("·. Ι,ειπαίπ·): Σημεϊον έπί τοΟ έπι¬ 
πέδου τετραπλεύρου τοιοΰτον, ώστε αί συνδέουσαι αύτό 
εύθεΐαι μετά τών μέσων τών πλευρών του τετραπλεύρου 
διαιρούν αύτό είς τέσσαρα άλλα Ισοδύναμα. 

Σημεϊον τον ΚΐΐιαηΟαοί ι .· Σημεϊον έπαφής τού κύκλου τών 
έννέα σημείων τριγώνου καί τοΰ έγγεγραμμένου ή ένός 
τών περιγεγραμμένων είς αύτό κύκλων. 238 β καί 

Σημεϊον τον ΡναηΙίΓ,: Κοινόν σημεϊον τών εύθειών τών 
συνδεουσών τάς κορυφάς τριγώνου μετά τών σημείων 
Δ', Ε', Ζ', τών διαιρούντων τάς μεσοκαθέτους ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ 
έπί τάς πλευράς του κατά τόν αύτόν λόγον. 

Σημεϊον τον ΛΥβι/ιβ)· (Οε/αιπΐαπ) : Τό σταθερόν σημεϊον, 6Γ 
οδ διέρχονται αί χορδαί κων. τομής, αί φαινόμεναι έκ ση¬ 
μείου Μ αύτής ύπό όρθήν γωνίαν. 
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Ση/ιεϊον τον (ιιΤ 0 θ>ΐΗ(· .· Τό κοινόν σημεϊον τών εύθειών 
τών ένουσών τάς κορυφάς τριγώνου μετά τών σημείων έπα¬ 
φής τοΟ έγγεγρσμμένου ε(ς αύτό κύκλου. 293 θ, ι, 1242 σ καί 

Σημείο» τον (ΐη·Ιιε .· Βλ. σημεϊον του Ι,ϊΜπυίιιι-. 

Ση^ϊον τον Α«πι/α (η τον ΙΙοιιΙίη) : Κοινόν σημεϊον τών 
ευθειών, τών ένουσών τάς κορυφάς τριγώνου μετά τών ση¬ 
μείων τών διαιρούντων τάς άκτϊνας του έγγεγρσμμένου 
κύκλου είς τά σημεία έπαφής μετά τών πλευρών κατά τόν 
αύτόν λόγον. 

Σημείο* τον Ι,ι'ηιοίιιρ (3- Νοιιΐιετβ): Τό κοινόν τών συμ- 
ιιετροδιαμέσων τριγώνου. 103, 899, 1242 γ καί 

Σημεϊον τον ΜαΙΙιοΙ ένός έγγραψίμου τετραπλεύρου: Τό 
συμμετρικόν του κέντρου τής περιγεγραμμένης είς τό 1 τε- 
τράπλευρον περιφερείας πρός τό μέσον τής ένούσης τά 
μέσα τών διαγωνίων εύθείας. 

Σημεϊον τον Λ/ϊι/ιιεΙ (ΚπιιΙογ) : Τό κοινόν τών τεσσάρων πε¬ 
ριφερειών του ΜΐηιιιΊ ένός τετραπλεύρου. 21, 711, 711 β καί 

Σημεϊον τον Χυ<μ·Ι : Τό κοινόν τών εύθειών, αϊτινες συν¬ 
δέουν τάς κορυφάς τριγώνου μετά τών σημείων έπαφής 
τών πλευρών του μεθ' έκάστης τών παρεγγεγραμμένων είς 
τό τρίγωνον περιφερειών. 1123 καί 

Σημεϊον τον 8ΐεΐ>ιο·: Τό τέταρτον κοινόν σημεϊον τής πε- 
ριγεγραμμένης είς τό τρίγωνον περιφερείας καί τής έλλεί- 
ψεως τοΰ βΙΐίΐηκΓ τοΰ Ιδιου τριγώνου. 

Σημεϊον τον ΤαΐΎΐ) Τό διαμετρικόν τής περιγεγραμμένης 
είς τό τρίγωνον περιφερείας τοΰ σημείου τοΰ δίεπιετ. 

Σημεϊον τον ΥεεΙειι: Σημεϊον κοινόν τών εύθειών ΑΑ’, 
ΒΒ', ΓΓ', τών συνδεουσών τάς κορυφάς Α, Β, Γ τριγώνου 
μετά τών κορυφών Α', Β', Γ’ τών ισοσκελών καί όρθογωνίων 
τριγώνων τών κατασκευαζοιιένων έπί τών πλευρών τοΰ 
τριγώνου ώς ύποτεινουσών. Ό ΥοοΙοιι έκάλει τό σημεϊον 
τοΰτο Τ καί τό ώριζεν άνεξαρτήτως τής κατασκευής τών 
ισοσκελών τριγώνων. 

Σημεία ιοί 1 Βνονανά: Τά όριζόμενα διά τριών έπισυνημ- 
μένων περιφερειών είς τό τρίγωνον. 906, 1084, 1085 α 1097 

Σημεία τον ΕιεΙα·: Τά μέσα τών εύθειών τών ένουσών 
τό όρθόκεντρον τριγώνου μετά τών κορυφών αύτοΰ. 721 α καί 

Σημεία τον Τενηιιοηχ: Τά κοινά σηαεΐα Ο καί Ο’ δύο 
τριάδων εύθειών (ΑΟΑ', ΒΟΒ', ΓΟΓ') (ΑΟΆ", ΒΟ'Β", 
ΓΟ'Γ") είς τό έπίπεδον τριγώνου ΑΒΓ, διά τάς όποιας οΐ 
πόδες τών Α'. . . Γ" έπί τών πλευρών τοΰ τριγώνου κεϊν- 
ται έπί περιφερείας. 

Σημεία ανάλογα ένός δοθέντος σχήματος: Τά διά τών 
ίδιων κατασκευών όριζόμενα καί τάς αύτάς Ιδιότητας 
ϊχοντα. 

Σημεία αντίστροφα: 1) Αντίστοιχα σημεία δύο άντιστρό- 
Φων σχημάτων. 

2) Βλέπε : Ίοογώνια σημεία. 

3) (τοΟ. ί.οηην)ια>ηρ$) : Τά όριζόμενα διά δύο ζευγών 
• οοτομιχ&ν ή αντιστρόφων εύθειών. - 

Σημεία δίδνμα (ϋύΙχοιτΙΙε) : Τά όριζόμενα ύπό δύο τριά¬ 
δων περιφερειών, έκάστη τών όποιων άποτελεϊται έκ τριών 
περιφερειών διερχομένων διά δύο τών κορυφών τριγώνου 
καί τεμνομένων κατά τό αύτό σημεϊον καί τοιούτων, ώστε 
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αΐ εξ αυται περιφέρειαι νά είναι συμμετρικά! άνά δύο 
πρός τάς πλευράς τού τριγώνου. 

Σημεία ισογώνια / Χειιΰειηι) : Δύο σημεία Μ, Μ' εις τό έπί- 
πεδον τριγώνου ΑΒΓ, διά τά όποια αΐ εύθεϊαι ΑΜ, ΒΜ, 
ΓΜ είναι ισογώνιοι τών ΑΜ', ΒΜ', ΓΜ’ άντιστοίχως. 
Σημεία ΐοοχνχλιχά. Βλέπε : ’.ίνκο τροφή συμμετρική. 

Σημεία Ισοτομιχά (Ι.οηε/εΙκηηρε) : Ζεύγος σημείων έπί 
πλευράς τριγώνου καί συμμετρικών πρός τό μέσον αυτής. 
Βλέπε καί άντίοτοοφα σημεία τού Ι.οημεΙιαηιρε . 1231 α καί 

Σημεία κυκλικά έπ’ άπειρον: Τά κοινά σημεία τής έπ' 
άπειρον ευθείας καί τυχούσης περιφέρειας. 

Σιμιεία όμοχνιχλ,ιχά ή ονγχνχλιχά : Σημεία άνήκοντα εις 
χήν αυτήν περιφέρειαν. 292 ν, 293 δ, 294 καί 

Σημεία οριακά του ΡοηεεΙεΙ : Τά κοινά σημεία τών περι¬ 
φερειών, αίτινες τέμνουν όρθογωνίως δύο δοθείσάς πε¬ 
ριφέρειας. 232 καί 


Κύκλοι 

Κύχ/.υ; του Ραίο· ή ιών εννέα σημείων: Ό δίερχόμενος διά 
τών μέσων τών πλευρών τριγώνου, τών ποδών τών υψών 
καί τών μέσων τών ένούντων τό όρθόκεντρον μετά τών κο¬ 
ρυφών τοΰ τριγώνου τμηιιάτων. 27, 293 ε, 718, 721 α, 

1262, 1341 καί 

Κύκλο; τοΰ ΡιιΙινιηαιιπ : Ή μέ διάμετρον τό τμήμα τό 
συνδέον τό όρθόκεντρον μετά τού σημείου τοΰ Νπχβΐ τοΰ 
τριγώνου (ΜηΙΙι., 1890, σ. 105 καί ^ Μ. Μ., 1891, σ. 57). 

Κύκλος τοΰ ,1/ί </«<-( ένός τετραπλεύρου : Ή διά τών κέν¬ 
τρων τών περιγεγραμμένων περιφερειών εις τά τέσσαρα 
τρίγωνα τοΰ (πλήρους) τετραπλεύρου. 711, 711 β καί 

Κύκλο; τοΰ Μοηι/ε. Βλέπε όο&οητιχό; κύκλος κων. τομής. 

Κύκλο; ταΰ ΡοηεεΙεΙ: Ό τόπος τής κορυφής σταθερός 
γωνίας, τής όποιας μία πλευρά διέρχεται διά τής μιας 
έστίας έλλείψεως ένω ή άλλη έφάπτεται τής καμπύλης. 

Κύκλο; τον 7«ι·</ΜβΐΗ: Ό δίερχόμενος διά τών ποδών 
Α’, Β', Γ', τριών ο έοίεηηεα διερχομένων διά τοΰ αύτοΰ ση¬ 
μείου Ο' καί τέμνων τάς πλευράς τοΰ τριγώνου είς τρία 
άλλα σημεία, πόδας τριών άλλων εέείβηηεε διερχομένων 
έπίσης διά τοΰ αύτοΰ σημείου Ο”. 

Κύκλος όμοιότητος ή ιών άναλ.ΰγων ακοοτάσεων : Ό γραφόμε¬ 
νος μέ διάμετρον ΕΕ', δπου Ε καί Ε' τό έσωτερικόν, καί 
έξωτερικόν κέντρον όμοιότητος δύο περιφερειών. 

Κύχλ.ο; χιόν ίσων οο.-ι&ν ή τών οχτώ σημείων: Κύκλος διερ- 
χόμενος διά τών κορυφών τών Ισοσκελών τριγώνων, τών 
κατασκευαζομένων έπί τών πλευρών τριγώνου, Ισοδυνά¬ 
μων πρός τό τρίτον τής έπιφανείας αύτοΰ καί κειμένων 
πρός τό έσωτερικόν τοΰ τριγώνου. Διέρχεται έπίσης διά 
τοΰ κέντρου τής περιγεγραμμένης είς τό τρίγωνον περιφέ¬ 
ρειας καί τοΰ κ. βάρους τοΰ τριγώνου. 

Κύκλος ορ&οχεντρυειύης (Τιιολίεν): Ό γραφόμενος έπί δια¬ 
μέτρου ΘΗ (θ κ. βάρους, Η όρθόκεντρον τοΰ τριγώνου 
ΛΙαίλ., 1890, σ. 166 καί 1893, σ. 33). 

Κύκλος ίίρύοπχιχός έλλείψεως (ΒείβεΙ) ή τοΰ Μοημε : Τόπος 
τών κορυφών τών περιγεγραμμένων είς τήν. καμπύλην όρ 
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θών γωνιών. Είναι όμόκεντρος αύτής καί άκτΐνος Υα* + β’. 

Κύκλιος όρ9οχομιχός (Γ)ενοιιΙβ: Ό όρθογωνίως τέμνων 
τρεις άλλους δοθέντας. 

Κύκλος ριζικός: Κύκλος έπί τής σφαίρας, άντίστοιχος τοΟ 
ριζικού άξονος δύο περιφερειών έπί τοΟ Επιπέδου. 

Κύκλος χώτ υψών (β. Μ(ηΙ<οη ): "Ο Εχων κέντρον τό όρ- 
θόκεντρον Η τοΟ τριγώνου καί άκτϊνα τό μέσον άνάλογον 
τμήμα τών ύπό τοό Η έφ’ έκάστου Οψους όριζομένων δύο 
τμημάτων. 

Κύκλοι χον Απολλώνιου ενός τριγώνου (Νβιιδβτκ): ΟΙ κύκλοι 
μέ διαμέτρους τάς έφ' έκάστης πλευράς άποστάσεις τών 
ποδών τής έσωτερικής καί Εξωτερικής διχοτόμου τής άπέ- 
ναντι γωνίας. 

Κύκλοι τον ('.ΚαεΙεβ : ΟΙ μέ κέντρον τό κέντρον έλλείψεως 
καί άκτϊνας α ± β. Έπί τών Ιδιοτήτων των, βλέπε ΜαΙλεεχ», 
1895, άρθρα τοΟ Βατϊκΐβη. 129, καί 

Κύκλοι χοΰ Νειιϋκτβ ■ ΟΙ διερχόμενοι διά τών κορυφών 
τών έφ’ έκάστης πλευράς δοθέντος τριγώνου κατασκευα- 
ζομένων Εξ όμοίων τριγώνων καί πρός τό Εξωτερικών τοΟ 
τριγώνου εύρισκομένων. 

Κύκλοι τον ΤοτΎίεεΙΙχ : ΟΙ περιγεγραμμένοι είς τά έπί τών 
πλευρών τριγώνου κατασκευαζόμενα Ισόπλευρα τρίγωνα. 

Κύκλοι χών ΓοηρεΚατηρ», 8οΗοηΙε, Μ’ίλαρ- 

Κύκλοι ίοχιαχοι τών κωνικών τομών. 

Κύκλοι Ιπιοντημιιίνοι : ΟΙ διερχόμενοι διά δύο κορυφών τρι¬ 
γώνου καί έφαπτόμενοι μιας πλευράς αύτοΟ. ΑΙ τομαί αυ¬ 
τών όρίζουν τά σημεία τοΟ ΒγοοαγιΙ. 906, 1097 καί 

Κωνχκαχ χομαι 


”Έλλειψις τοΰ 8 ΐβχη«Τ. 2239 καί 

'ΚλλίΙψις οφαιριχή ή γενικώτερον, σφαιρική κωνική χομή : 
Τομή σφαίρας, καί κώνου δευτέρου βαθμοΟ, ίχοντος κορυ¬ 
φήν -ίό κέντρον τής σφαίρας. 

Παραβολαί χοΰ ΑπΙ : Αί περιβάλλουσαι τών εύθειών τών 
διαιρουσών Εκαστον ζεδγος πλευρών τριγώνου είς μέρη 
άντιστρόφως άνάλογα. 

"Υπερβολή χοΰ ί'βι*β^6 αεΚ : Ό τόπος τών σημείων τοΟ 
Κατίνα ή τό έν (σογωνίω άντιστροφή άντίστροφον σχήμα 
τής Οΐ (Ο κέντρον περιγεγραμμένης περιφέρειας, I κέντρον 
Εγγεγραμμένης). 

"Υπερβολή χοΰ Κίε})ενΙ: Τόπος τών σημείων τών άναλό- 
γων του οημεΐον χ ον ΥεεΙεη ή έν [σογωνίω άντιστροφή άντί¬ 
στροφον σχήμα τής εύθείας ΟΚ (Κ τό σημεϊον τοΰ Ι,β- 
ηιοίηέ τοΟ τριγώνου). 

Υπερβολή χοΰ βεναίεεΚ : Τό έν (σογωνίω άντιστροφή άντί¬ 
στροφον σχήμα τής εύθείας τοΟ ΕιιΙβτ. 

"Υπερβολή χοΰ (λτέροίτε άε 8αίη( - ΥίηεεηΙ '■ Ή Επίπεδος 
τομή τών δύο χωνών Ενός κυκλικού κώνου. 

"Υπερβολή χοΰ Οανχεχεη : Όμάς Εξ άξιοσημειώτων ύπερ- 
βολών Εκ τών όριζομένων είς Εν τρίγωνον. 

Ύπερβο/.αΐ χ&ν Ι.εχηοχηε καί ϋοιιίχη: Τά έν (σογωνίω άν- 
τιστροφή άντίστροφα σχήματα τών εύθειών τών συνδεου- 

Γεωμετρία 
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σών τό κέντρον τής περιγεγραμμένης περιφέρειας μετά 
του κέντρου τής έγγεγραμμένης περιφέρειας ή τοΰ κέντρου 
υιάς τών παρεγγεγραμμένων εις τό τρίγωνον περιφερειών. 
Ή υπερβολή τοΰ ΚβπετΙιεοΙι άνήκει εις τήν όμάδα ταύτην 
υπερβολών. 

"Αλλαι καμπύλοι 

Άατροειδής: Ή περιβάλλουσα τών ευθειών σταθερού 
μήκους τών όποιων τά άκρα γράφουν δύο εύθείας καθέ¬ 
τους. — Ή καμπύλη αϋτη είναι έπίσης περιβάλλουσα καί 
τών έλλείψεων μέ σταθερός διευθύνσεις άξόνων καί μέ 
άθροισμα μηκών αύτών α -ψ- β = Ιι σταθ. 702 α, 793 α καί 

Καμπύλη τρίτου βα&αον τών σημείων (.) τών όποιων αί 
προβολαϊ έπί τάς πλευράς τριγώνου είναι πόδες τριών 
οόνίεηηκκ διερχομένων διά τοΰ αύτοΟ σημείου Ρ. 

Καμπύλη τον (ίαδαιπί : Τόπος τών σημείων τών όποιων τό 
γινόμενον τών άποστάσεων άπό δύο σταθερών σημείων 
είναι σταθερόν· είδικαί μορφαί τής καμπύλης ταύτης είναι 
ή ωοειδής τοΰ Καεείηί καί ό λ.ημνίσχος τον ΙΙννιιΟΐιΙΙί . 

Κογχοειδΐ/ς τον Χιχομήδοΐ'ς. 501 καί 

Κοχλιοειδής·. Τό άντίστροφον σχήμα τής τετοανωνιζούσης 
τοΰ Αεινοοτράτονς, ή ό τόπος τών άκρων Μ, Ν κυκλικού τό¬ 
ξου σταθερού μήκους έφαπτομένου εις τό σταθερόν μέσον 
τοΰ Ο δοθείσης εύθείας. 

Ι.ίΐΗΐν* : Τόπος τού άκρου Ν κ. τόξου ΜΟΝ, τοΰ όποιου 
ή άκτίς ΟΜ είναι σταθερά, τό έμβαδόν τοΰ άντιστοίχου 
κυκλ. τομέως σταθερόν ένώ ή γωνία ΜΟΝ μεταβλητή. 

.1 οςοδοομία: Σφαιρική καμπύλη τέμνουσα οικογένειαν 
μεσημβρινών τής σφαίρας κατά σταθερόν γωνίαν. 

Ρόδας τετράφυλλος. 

Στροφυειδής. 

Ύποχνχ).οειδ'ης με τρία σημεία άναχάμψεως ή ί^ιυχυχ/.οειδής 
τοΰ 8ΐείηβν : Ή περιβάλλουσα τών εύθειών τού Κΐηικοιι διά 
σταθερόν τρίγωνον καί μεταβλητόν τό έπί τής περιγεγραμ- 
μένης περιφέρειας σημεϊον. 


Τρίγωνα — Πολύγωνα 

Τρίγωνον συμπληρωματικόν ή μέσον: Τό τρίγωνον τών μέ¬ 
σων τών πλευρών ένός τριγώνου. 432, 434 α καί 

Τρίγωνον αντιονμττληρωματιχόν ; Τό τρίγωνον τών έκ τών 
κορυφών τριγώνου παραλλήλων πρός τάς άπέναντι πλευράς. 

Τρίγωνον έπαφών: Τό μέ κορυφάς τά σηυεϊα έπαφής τών 
πλευρών τριγώνου μετά τοΰ έγγεγραμμένου είς αύτό 
κύκλου. 

Τρίγωνον όρ&ιχόν ή ΰρ&οχεντριχόν. Τό μέ κορυφάς τούς 
πόδας τών ύψών τριγώνου. 292 ι καί ν, 664 α καί 

Τρίγωνον ποδιχόν (ρεάαΐ) : Τό Ιχον κορυφάς τούς πόδας 
τριών οένΐι-πιιεκ διερχομένων διά τού αύτοΟ σημείου. Τό 
όρΟιχόν λ. χ. τρίγωνον είναι τό ποδικόν τρίγωνον τών ύψών, 
τό μέσον τό ποδικόν τών διαμέσων. 

Τρίγωνον φβνδοϊαοαχελ.ές: Τό ϊχον δύο διχοτόμους (έξωτε- 
ρικάς) ΐσας καί μή Λν ισοσκελές. 


ΠαΛάγο. 


801 α. 

.1246 α. 

79. 

1243 μ. 

2068 κ. 

2068 κ. 

248.3. 
793 α. 
1242 μ. 

293 γ. 

733. 

434 α. 

1177 α. 
1052. 

1242 ζ. 
480 α. 
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Τρίγωνον εφαπτομενικόν : Τό μέ πλευράς τάς έφαπτομένας 
τής περιγεγραμμένης περιφέρειας ε[ς τρίγωνον καί είς τάς 
κορυψάς αύτοΰ. 

Τρίγωνα ίίρ&ολογιχά: Τά τοιαΟτα, ώστε αί έκ τών κορυ¬ 
φών έκάστου κάθετοι έπί τάς πλευράς τοΟ έτέρου διέρχον¬ 
ται διά τοΰ αύτοΰ σημείου. 

Τρίγωνα παραλληλογιχά : Ανάλογων Ιδιοτήτων πρός τά 
προηγούμενα. 

'Αντι.ταραλληλόγραμμον: Αρθρωτόν σύστημα έκ τέσσάρων 
στελεχών, άντιστοίχων τών διαγώνιων καί μή παραλλήλων 
πλευρών ένός Ισοσκελούς τραπεζίου. 537 καί 

Ψενόοτετράγωνον: Όρθοδιαγώνιον τετράπλευρον μέ ϊσας 
διαγώνιους. 

, 'ϋρδηκενιροειδ'ες τετράπλευρον: Τετράς σημείων έκ τών 
όποιων έκαστον είναι τό όρθόκεντρον τού τριγώνου τών 
τριών άλλων. Λέγεται έπίσης ή τετράς αΰτη καί Λρβοχεν- 
τριχ'η 6μάς σημείων. 292 ν καί 

Αρμονικόν τετράπέ,ενοον : "Εγγράψιμο.ν τετράπλευρον μέ 
ίσα γινόμενα άπέναντι πλευρών. 

Όρθοδιαγώνιον τετράπλευρον: Τό μέ καθέτους έπ' άλλή- 
λας διαγώνιους. 

Ρομβοειδές: Όρθοδιαγώνιον τετράπλευρον ϊχον άξονα 
συμμετρίας μίαν τών διαγώνιων του. 

Πεντάγραμμον τοΰ ΜίιμίΰΙ. 

Έζάγωνον τον ΙΙνίαηεΙιοη: Έξάγωνον περιγεγραμμένον 
είς κων. τομήν καί τοΟ όποιου έπομένως αί διαγώνιοι διέρ¬ 
χονται διά τοϋ αύτοΰ σημείου. 248 καί 

'Κζάγραμμον μνοτιχόν ή τού ΡιιεναΙ : Έζάγωνον έγγεγραμ- 
μένον είς κωνικήν τομήν καί τοΰ όποιου Επομένως αί άπέ- 
ναντι-πλευραί τέμνονται άνά δύο κατά τρία σημεία έπ’ 
εύθείας γραμμής κείμενα. 248, 1117 γ, 1251 γ, καί 

Οχήματα ονμπ/.ηρωματικά καί όμο/.ογιχά κατά τόν Ροηςι-ΙεΙ. 

75, 85 β καί 

Σχή/ιο τα άντίοτριιφα. 

Σχήμα τοΰ Γεςίςη: Τό σχήμα τό άποτελοϋμενον έζ ένός 
τριγώνου καί τών έπί τών πλευρών του κατασκευαζομένων 
τετραγώνων. Τά τετράγωνα ταΰτα εύρίσκονται καί τά τρία 
έκτός τοΰ τριγώνου ή καί τά τρία πρός δ μέρος τοΰ έπι- 
πέδου εύρίσκεται καί τό τρίγωνον. 

Σχήματα δμοιόθετα. 206 α καί 

ΊαοεΛρικόν τετριίεδρον: Τό έχον ΐσας έδρας καί έπομκ- 
νως άντικειμένας άκμάς ϊσας άνά δύο. 

"Ορθογώνιον /!} ΰρθοχεντ ρι κόν] τετράεδρον: Τό μέ καθέτους 
ίπ' ά\λήλας άπέναντι άκμάς. 72 καί 

Κιονοειδή, Δυμοειδή, Ίοοδομοειμή. 

Κυλινδρικός ΰνυϊ, Μοναατηριαχός θόλ.ος χ/.π. 


1177 α. 


757 α. 
757 α. 


1202. 

1198 α. 


2183 δ. 
227. 

1198 α. 

1198 α. 
737 β. 

2121. 

2120 . 

177 β. 
217. 


1773 μ. 
Η30. 


1838. 
1979 δ, 
1979 γ. 


Διάφοροι τύποι — Άντιατροφενς· 

Τύπος τοΰ (.'«ττιοί : Τό άθροισμα τών άποστάσεων τοΰ 
όρθοκέντρου άπό τών πλευρών τριγώνου είναι ίσον πρός 
τό άθροισμα τών άκτίνων τής περιγεγραμμένης καί έγγε- 
γραμμένης είς τό τρίγωνον περιφέρειας: 

δ’ + δ·· + δ"’ = Κ -)-ρ. 



Τύπος τ </ΰ Ρίιηραοη, διά ιόν ύπολογισμόν έπιπέδων έπι- 
φανειών καί Ογκων. 

Τόπος ι ον Οτεροι'ΐ/, π ρ6ς ευρεαιν τής τιμής τοΰ π διά τών 
έμβαδών ένγεγραμμένων καί περιγεγραμμένων κανονικών 
πολυγώνων. 1748, καί 

Τύπος τον ί^ρΗΐάτβ, πρός εϋρεσιν τής τιμής τοΰ π διά 
τών άκτίνων καί άποστημάτων κανονικών πολυγώνων στα¬ 
θερού έμβαδού άλλά τών όποιων τό πλήθος τών πλευρών 
συνεχώς διπλασιάζεται. 1750 καί 

Τόπος τοΰ ϋαιινίη, πρός εϋρεσιν τής τιμής τού π, κατά 
τόν Αρχιμήδη, τή βοηθείςττών περιμέτρων έγγεγραμμένων 
καί περιγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων. 

Τόποι τον δ'ίλιΐ'αί/ <5 τον ΒεχοανΙέδ. 

Τόπος τον $α»·»·κ* ; \'=-|·(Β-}-4 Μ4- Β'). 

Ο 

1’χίοις τοΰ Κυ,ίετ, διά τό τρίγωνον : δ 4 = Κ* — 2 Κρ 1182, 

Σχίοις τοΰ Ι)ηνναηάΐ, διά τό τετράεδρον: 

δ ! = (Κ - ρ) 4 — 4ρ·. 


1864,3) 
1773 γ. 

1773 6. 

1773 α. 
1862. 
1183. 

1929 α 



ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΤΟΡΙΚΑ 


Προβλήματα. 

Πρόβλημα γοΓ επι τίοοαρας εν&είας τόπον (αά ίμιαίαον Κιιεαα), 
τού Πάππου. 290 , καί 

Πρόβλημα γοΓ· ΑΙΙιαζεη ή τοΟ κυκλικού σφαιριστηρίου. 

Πρ<’>βλημα τον ’Απολλώνιοι κατασκευής κύκλου έφαπτομέ- 
νου τριών άλλων. 

Πρόβλημα τον ΒοΙΜίεν : Νά διαιρεθή τρίγωνον εις τρία 
δισορθογώνια καί Ισοδύναμα τετράπλευρα. 

Πρόβλημα τον Βτοεανά (1875): Νά όρισθή σημεϊον Ο εις τό 

α /\ 

έπίπεδον τριγώνου ΑΒΓ τοιοΰτον, ώστε ΟΑΒ =ΟΒΓ=ΟΓΑ. 

Πρόβλημα τοϋ ΒαβίΐΙΙοη : Νά έγγραφή είς περιφέρειαν 6ο- 
θεϊσαν τρίγωνον τού όποιου αΐ πλεΰράί νά διέρχονται διά 
τριών δοθέντων σημείων. 51, 52 καί 

Πρόβλημα των ΠβνυμΙ{ χαί ΐΜοαί : Νά εύρεθή ό τόπος τών 
σημείων Ρ διά τά όποια αΐ συνδέουσαι εύθεΐαι έκαστον 
αύτών μετά τών κορυφών τριγώνου ΑΒΓ τέμνουν τάς άπέ- 
ναντι πλευράς κατά σημεία, δτινα είναι προβολαί έπί τάς 
(δίας πλευράς ένός σημείου Κ. Καί άντιστρόφως, νά όρι- 
σθή ό τόπος τών σημείων Κ, δτινα προβάλλονται έπί τάς 
πλευράς τού τριγώνου κατά τά Τχνη έπ’ αύτών τριών εύ- 
θειών διά τών Α, Β, Γ άντιστοίχως καί διερχομένων διά 
τού αύτού σημείου (Ρ). 

Πρόβλημα τον Ρταηεοειιε: Διά τού μέσου κυκλ. τόξου νά 
άχθή εύθεΐα τής όποίας τό μεταξύ τής χορδής τού τόξου 
καί τού έτέρου τόξου τής περιφερείας τμήμα νά Εχη μή¬ 
κος δοθέν λ. 320 καί 

Πρόβλημα τον ΟετΙενΙ, έπί σχέσεως μεταξύ τών στοιχείων 
όρθογωνίου τριγώνου. 

Πρόβλημά τον Οετηοηηε: Νά διαιρεθή κύκλος είς μέρη 
Ισοδύναμα διά τής χρήσεως μόνον ήμιπεριψερειών. 

Πρτίβλημα τον (λτεηονη \ “Υπολογισμός τοϋ π διά τής με¬ 
θόδου τών έμβαδών. 

Πρόβλημα τον Ηιι^ηεηχ : Δοθείσης εύθείας ΔΕ διαιρούσης 
τρίγωνον (ή τετράπλευρον) είς δύο μέρη ισοδύναμα, νά 
άχθή δλλη εύθεΐα ΜΝΡ, τέμνουσα δύο πλευράς τοϋ τρι¬ 
γώνου καί τήν ΔΕ καί τοιαύτη ώστε τό τρίγωνον νά εύρεθή 
διηρημένον ύπό τών δύο εύθειών είς τέσσαρα Ισοδύ¬ 
ναμα μέρη. 

Πρόβλημα ιοί) ΡοΙΗεηοί : Νά όρισθή σημεϊον έκ τριών άλ¬ 
λων δοθέντων κλπ. 

Πρόβλημα τον “Απολλωνίαν ·περΐ λόγου απότομης-, 

Πρόβλημα τον “Απολλωνίαν τπερί χωρίου άπατομης- . 

Πρόβλημα τον “Απολλώνιου *τής διωρτομένης απονομής». 


2105. 

1545. 

1463. 

1624 α. 

906. 

1511. 


1246 α 

1002 δ. 
1722. 
1674 α. 
1748. 

1674 γ. 

908. 

332 
332 
334 


ο τβ β 
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Πρόβλημα τής τριχοτομήοεως γωνίας. 

Πρόβλημα τον Εεϊύηίι: Νά διαιρεθή τρίγωνον εις τέσσσρα 
ισοδύναμα μέρη διά δύο όρθογώνίων ευθειών. 1624 α, 
Πρόβλημα τον ΙιιΙΐντηέάίαϊνβ (Ια» λΙαΙΜιηαΙΐείεηί : Νά προσ- 
διορισθή διά στοιχειωδών μεθόδων καί δνευ τής χρήσεως 
τών παραγώγων, τό μεγίστης έπιφανείας όρθογώνιον πα¬ 
ραλληλεπίπεδον έκ τών έχόντων μίαν διαγώνιον δοθένχος 
μήκους. 

Πρόβλημα τοΰ ΕιιΙεν: Νά κατασκευασθη τρίγωνον έκ τών 
σημείων 1 (κέντρου έγγεγραμμένης περιφερείας), θ (κέν¬ 
τρου βάρους καί Η (όρθοκέντρου) αύτοΰ 

Πρόβλημα τοΰ Ειιζεί: Νά διαιρεθή τυχόν πολύγωνον είς 
Ισοδύναμα μέρη δι’ ευθειών άγομένων έκ σημείου 'έντός 
τοΰ πολυγώνου κειμένου. 

. Πρόβλημα τών "Ηράκλειτον καί "Απο/.λωνίου : Διά δοθέντος 
σημείου, νά άχθη τέμνουσα δύο εύθειών είς τρόπον, ώστε 
τό μεταξύ τών εύθειών τμήμα αύτής νά Βχη δοθέν μήκος. 
Βλέπε τήν σπουδήν τοΰ ζητήματος τούτου είς Ρηοεεεάίηρε 
ο( ΙΚε Εάίηίιιιν^Η ΜαΙΗετηαΙίεαΙ δοείεΐτ/, νο! XXVIII (1909- 
1910) ύπό Ατοδΐδείδ. Καί τό πρόβλημα τοΰτο άποδίδεται 
.συνήθως είς τόν Πάππον. 321α καί 

Πρόβλημα τον ΜαίβαΙΙί : Νά έγγραφούν είς τρίγωνον τρεις 
περιψέρειαι έφαπτόμεναι άλλήλων και τών πλευρών τοΰ 
τριγώνου. 

Πρόβλημα τον λ'εύτωνας: Είς τμήμα καμπύλης τυχούσης 
νά έγγραφή τό μέγιστον όρθογώνιον. 

Πρόβλημα τον Πάπηον : Διά σημείου έπί τής διχοτόμου 
δοθείσης γωνίας, νά άχθή τέμνουσα τής γωνίας τοιαύτη, 
ώστε τό ύπό τών πλευρών άποτεμνόμενον έπ' αύτής τμήμα 
■νά είναι δοθέντος μήκους λ. 309 α, 321 α καί 

Πρόβλημα τοΰ ΕΙμίε (1622- 1685): Διά· σημείου είς τό 
έσωτερικόν γωνίας ΒΑΓ, θά άχθή τέμνουσα ΒΓ τών πλευ¬ 
ρών αύτής όρίζουσα τό έλάχισιον τρίγωνον ΒΑΓ. 

Πρόβλημα τον δΐιιππ : Νά κατασκευασθη έγγράψιμον τε- 
τράπλευρον έκ τών πλευρών αύτοΰ. 151 .καί 

Πρόβλημα τον Τίτητηεττηαη» : Νά άχθή ευθεία είς τό έπί- 
πεδον δοθέντος τριγώνου τοιαύτη, ώστε τό άθροισμα τών 
Αποστάσεων τών σημείων αύτής άπό τών πλευρών τοΰ 
τριγώνου νά είναι δοθέν μήκος. 

Πρόβλημα τοΰ Εεκηιαί : 1) Νά εύρεθή σημεΐον διά τό 
όποιον τό άθροισμα τών άποστάσεών του άπό τριών δο- 
θέντων σημείων νά είναι έλάχιστον. , 

2) Νά έγγραφή είς σφαίραν δ μεγίστης όλικής έπιφα¬ 
νείας κύλινδρος. 

Πρόβλημα τοΰ κινητού σημείου Λιί περιφερείας: Δίδονται πε¬ 
ριφέρεια, δύο σημεία Α, Β έπ' αύτής καί εύθεία (ε). "Αν Ο 
είναι ή προβολή τοΰ κέντρου τήφ περιφερείας έπί τής (ε), 
νά εύρεθη σημεΐον Γ έπί τής περιφερείας τοιοβτάί, ώστε 
αΐ χορδαί ΓΑ. ΓΒ νά όρίζουν έπί τής (ε) τμήματα ΟΜ, 
ΟΝ Εχοντα άθροισμα ή διαφοράν, γινόμενον, ή λόγον, 
άθροισμα ή διαφοράν τετραγώνων δοθείσας ποσότητας. 

101. 102, 108, 27^ 275; 276, 326,^3^331, 895 καί 


Π αρίγο. 
910. 

1674 δ. 

1886 α. 
1520 β. 
1673. 

15β8. 

1546 θ. 
362. 

1537. 

1618. 

1526. 

1626 α. 

1079. 
2061 α. 

896 . 
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θεωρήματα 

Πιφάγρ, 

Έξάγραμμον τοΰ Ρα&εαΙ : ΑΙ άπέναντι πλευραί έξαγώνου 
έγγεγραμμένου είς κωνικήν τομήν τέμνονται κατά τρία ση¬ 
μεία κείμενα έπ’ ευθείας γραμμής. 2120. 

θιωρήματα τον Απολλώνιοι·, διά κωνικάς τομάς: 

α'· 1 -}-β'» = α 8 + β ! . α'β' ημ V = αβ. 2072 καί 2075. 
θιωρήματα τον Άρχιμήδονς: 1) Πάσα σφαιρική έπτφάνεια 
προβάλλεται κατά τό άληθές της μέγεθος έπΐ τοΰ περιγε- 
γραμμένου εις τήν σφαίραν κυλίνδρου, δταν αί προβάλ- 
λουσαι συναντούν όρθογωνίως τόν άξονα τοΟ κυλίν¬ 
δρου. 1228 γ. 

2) Άναφερόμενον είς τόν 8γκον τοΰ χνλινδριχοΰ οννχο; 
καί είς τό κοινόν στερεόν δύο ίσων έκ περιστροφής κυλίν¬ 
δρων καί μέ άξονας τεμνομένους όρθογωνίως. 1979 γ. 

θιώρημα τοΰ ΑμύονΙ'. Τά όρθόκεντρα τών τεσσάρων τρι¬ 
γώνων, τΟν σχηματιζομένων διά τών άλληλο τομών τεσσά¬ 
ρων εύθειών, κείνται έπί τής-αύτής εύθείας. 711 καί 767. 

θιώρημα τοΰ 7*. ΑιώετΙ (άντίστροφον τοΰ θεωρήματος 
τοΟ Μ’Κεηείε). 1251 θ. 

θιώρημα τοΰ ΙΙοιιίίη (1890): Έάν έπί τών μεσοκαθέτων 
ΟΑ', ΟΒ', ΟΓ' τριγώνου ληφθοΰν τμήματα ΟΑ,,-ΟΒ,, ΟΓ,, 
άνάλογα τών μηκών ΟΑ', ΟΒ', ΟΓ', αί εύθείαι ΑΑ,, ΒΒ,, 

ΓΓ„ τέμνονται είς τό αύτό σημεϊον Ρ κείμενον έπί τής εύ 
θείας τοΟ ΕιιΙβν τ οΰ τριγώνου. 1242 ο. 

θεώρημα τοΰ 77 ήαιιεΗοη '■ ΑΙ διαγώνιοι τών άπέναντι κο¬ 
ρυφών ένός έξαγώνου έγγεγραμμένου είς κων. τομήν διέρ¬ 
χονται διά τοΰ αϋτοΰ σημείου. 293 θ καί' 2121. 

θεώρημα τών Ιΐνίιιηεΐιοη χαΐ ΡοηεβίβΙ: Τό όρθόκεντρον 
τριγώνου έγγεγραμμένου εις ισοσκελή υπερβολήν κεϊται 
έπί τής καμπύλης. ' 2183 β. 

Ηιώρημα τοΰ ΙΙηιηε '- Έάν διά τών μέσων τών διαγώνιων 
τετραπλεύρου φέρωμεν παραλλήλους πρός αύτά καί συν- 
δέσωμεν τό κοινόν σημεϊον τών παραλλήλων τούτων μετά 
τών μέσων τών πλευρών τοΰ τετραπλεύρου, τό τετράπλευ- 
ρον εύρίσκεται διηρημένον είς τέσσαρα άλλα ισοδύναμα. 1574. 

Θεωρήματα τοΰ (',ανηοί'· 1) Έπί τών τομών πολυγώνου 
καί εύθείας. 181 καί 1229. 

2) Έάν διά σημείου τής περιγεγραμμένης είς τρίγωνον 
περιφέρειας φέρωμεν τρεις εύθείας ίσοκλινείς πρός τάς 
πλευράς τοΰ τριγώνου, οι πόδες τών εύθειών τούτων κεϊν- 

ται έπ' εύθείας. 293γ, 1) 

3) Έπί τών τμημάτων τών όριζομένων έπί τών πλευρών 

τριγώνου ύπό τυχούσης περιφέρειας. 1250 καί 2101. 

4) Έπέκτασις τοΰ προηγουμένου θεωρήματος. 2102. 

αιώρημα τον Οεεατο : Είς τρίγωνον ΑΒΓ περιγράφομεν 

δύο τρίγωνα δμοια πρός δοθέν οβγ καί έχοντα τάς όμο- 
λόγους πλευράς των καθέτους έπ’ άλλήλας· δείξατε δτι 
τό άθροισμα τών έμβαδών τών δύο τούτων τριγώνων είναι 
σταθερόν 1612 α. 

θεώρημα τοΰ ('.εοα ; 167 καί 1240. 

Θεωρήιιατα τοΰ (ΊταιΙε$: 1) Έπί τοΰ κέντρου τής στερεο- 
γραψικής προβολής περιφέρειας. · 245 καί 245 α.’ 

2) Έπί τής μεταθέσεως έπιπέδου σχήματος έν τω έπι- 
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πέδω του καί προσδιορισμοί) τοΰ κέντρου στροφής. 245 καί 

3) Τό γινόμενον τών Αποστάσεων δύο Απέναντι κορυ¬ 
φών τετράπλευρου έγγεγραμμένου εις περιφέρειαν άπό τυ- 
χούσης έφαπτομένης αύτής έχει λόγον πρός τό γινόμενον 
τών Αποστάσεων άπό τής ιδίας εύθείας τών δύο άλλων 
κορυφών Αριθμόν σταθερόν. 

4) Ό τόπος τών κορυφών τών όρθών γωνιών, τών 
όποιων έκάστη πλευρό έφάπτεται τής μιάς ή τής άλλης 
έκ δύο όμοεστίων έλλείψεων, είναι περιφέρεια όμόκεντρος 
τών έστιών. 

θεώρημα τοΰ ΟΙαίτανΙ: Έπέκτασις του Πυθαγορείου. 
θεώρημα τον ϋοιητηαπάίηο: ΑΙ εύθεΐαι, αΐ συνδέουσαι 
τΑς κορυφάς τετραέδρου μετά τών κέντρων βάρους τών 
Απέναντι έδρών, διέρχονται διά τοΰ αύτοΟ σημείου 1 . 

θεώρημα τού ΟΆΙβτηΰεηΙ: ΤΑ κέντρα όμοιότητος τριών 
περιφερειών κεΐνται, ΑνΑ τρία, έπ’ εύθειών γραμμών. 

176, 212 καί 

θεώρημα τον ΏατΙονχ ■ Παν τετράεδρον είναι άθροισμα 
έξ άλλων συμμετρικών ΑνΑ δύο. 

θεωρήματα τόν ϋεεανηνε»: 1) Έπί τών Εξ έν ένελίξει ση¬ 
μείων, τομών περιψερείας καί έγγεγραμμένου εις αύτήν τε¬ 
τράπλευρου ύπό τυχούσης εύθείας. 

2) Έπέκτασις τοΰ προηγουμένου εις κωνικήν τομήν κλπ. 

3) Έπί τών όμολογικών τριγώνων. 177 α, 177 γ καί 
θεώρημα τον Οα Ρα\)ε, έπί τής διαφοράς τών έμβαδών 

6ύο όμοιων πολυγώνων, έξ ών τό Εν είναι έγγεγραμμένον 
καί τό άλλον περιγεγραμμένον εις τήν αύτήν περιφέρειαν. 

θεώρημα τον ύιιριε ίί: Ό τόπος τών σημείων έπαφής 
σφαίρας έφαπτομένης τριών άλλων είναι, έφ' έκάστης σφαί¬ 
ρας, περιφέρεια. 

θεώρημα τον ϋανεαηάε : Ή άπόστασις Β δύο σφαιρών, 
έξ ών ή μία είναι έγγεγραμμένη (Ρ) καί ή άλλη περιγε- 
γραμμένη (Κ) εις τετράεδρον δίδεται ύπό τού τύπου 
δ* = (κ —ρ)* - 4 ρ> 

θεώρημα ιοϋ ί'αατε·. Τό άθροισμα τών δυνάμεων πρός 
δύο όρθογωνίους περιφέρειας παντός σημείου τής περιφέ¬ 
ρειας, ήτις διέρχεται διά τών κέντρων καί τών κοινών ση¬ 
μείων τών δύο περιφερειών είναι μηδέν. 

θεώρημα τον Ρεττηαί, έπί όρθογωνίου μέ πλευράς α καί 
α Υ2. 

θεώρημα χον ΡειατΙαεΗ·. Ή περιφέρεια τών έννέα ση¬ 
μείων έφάπτεται τής έγγεγραμμένης καί έκάστης τών πα- 
ρεγγεγραμμένων εις τό τρίγωνον περιφερειών. (1822). 238, 

292 λ. καί 

θεώρημα τοΰ Ρτατ&ε (1904): ΑΙ εύθεΐαι αί συνδέουσαι 
τά’ς κορυφάς τριγώνου ΑΒΓ μετά τών σημείων Δ’, Ε' Ζ', 
τών διαιρούντων κατά τόν αυτόν λόγον τάς μεσοκαθέτους 
04» ΟΕ, ΟΖ, τέμνονται εις τό αύτό σημεϊον. 

0 *»*ημ* τον Ρτίοχβ γ: ΑΙ ύποτείνουσαι τών όρθονωνίων 
τριγώνων, τών έγγεγραμμένων εις κωνικήν τομήν καί έχόν- 
των σταθερόν τήν κορυφήν Α τής όρθής γωνίας, διέρχον¬ 
ται διά σταθερού σημείου κειμένου έπί τής καθέτου έπί 
χήν καμπύλην εις τό σημίΐον Α. 


Παοάγο· 

770. 

1218. 

2097. 

1559. 

1835. 

1260. 
1834 α. 

1219. 

2108. 

1247. 

1600. 

1979. 

1929 α, 

1.519. 

1329. 

1341. 

1242 ο. 

2183 ζ. 
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, Πβ^άγρ, 

Ηειόοημα τον ΙΊικχ: Ό τόπος τών κορυφών τών σφαιρι¬ 
κών τριγώνων, μέ σταθερών βάσιν καί άθροισμα τών δύο 
άλλων πλευρών Ισον πρός ήμιπεριφέρειαν μεγίστου κύκλου, 
είναι περιφέρεια μεγ. κύκλου. 149 καί 1966. 

Ηεώρημα τον (ώνι/οπην : "Εν σφαιρικόν τετράπλευρον είναι 
περιγράψιμον 6ταν τά Αθροίσματα τών άπέναντι πλευρών 
του είναι Ισα. 1965. 

Ηεώρημα τον ίϊιια άν ΜαΙνβε· Είς τρισορθογώνιον τετρά¬ 
εδρον, τό τετράγωνον τής άπέναντι τής τριοορθογωνίου 
στερεάς γωνίας έδρας είναι Ισον πρός τό άθροισμα τών 
τετραγώνων τών τριών άλλων έδρών. 1877. 

Ηεώρημα τον (ϊιτέηβαιι ά’ΛιιοιοηΙ : Είς πάν έγγράψιμον 
σφαιρικόν τετράπλευρον, τά άθροίσματα τών άπέναντι γω¬ 
νιών είναι Ισα. 1 Ό, 248 καί 1967. 

θεωρήματα τον (ίιιΐάίιι, έπί τής έπιφανείας καί του βγκου 
σχήματος έκ περιστροφής. 51α, 4 00 α καί 1585 α. 

- θεοτοημα τον ΙΙαιηίίΙοη: Δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ μέ όρθό- 
κεντρον Η καί τά τρίγωνα ΑΗΒ, ΒΗΡ, ΓΗΑ έχουν τήν 
αύτήν περιφέρειαν τών έννέα σηιιείων. 292 λ, 2922 ν καί 1341 γ. 

θεώρημα τον Κανίμα (1904): Α! συνδέουσαι τάς κορυφάς. 
τριγώνου ΑΒΓ μετά τών σημείων Δ', Ε', Ζ', έπί τών άκτί- 
νων έπαφής μετά τών πλευρών τοΟ έγγεγραμμένου είς τό 
τρίγωνον κύκλου καί είς ϊσας Αποστάσεις άπό τοΟ κέν¬ 
τρου τούτου κειμένων διέρχονται διά τοΟ αύτοΰ σημείου. 1242 ξ. 

θεώρημα τον /„ α/ϊίίβ : Έάν εν τρίγωνον μένη περιγεγραμ- 
μένον είς άλλο καί δμοιον έαυτφ, τά όμόλογα σημεία 
(κατά τάς διαφόρους θέσεις τοΰ τριγώνου) γράφουν τήν 


αύτήν περιφέρειαν. 1282 α. 

θεώρημα τον Ι.α /έίτβ: Τυχόν σημείον περιφέρειας (π) 
κυλιομένης άνευ όλισθήσεως έπί περιφερείας (Π) διπλά¬ 
σιάς άκτΐνος καί είς τό έσωτερικόν αύτής, γράφει διάμε¬ 
τρον τής (Π). 1285. 

θεώρημα τοΰ ].ατηϋΰτ·Ι : Ή περιγεγραμμένη περιφέρεια είς 
τό τρίγωνον τριών έφαπτομένων παραβολής διέρχεται διά 
τής έστίας. 2141 καί 2166. 

θεωρήματα τον Ι^τηαΙτβ έπί των μηνίσκων τοΟ Ίππο- 
κράτους κλπ. 1768 α. 

θεώρημα τον ί&ΐέΐΐ : Ό τόπος τών κορυφών τών σφαιρι¬ 
κών τριγώνων μέ βάσιν καί έμβαδόν σταθερά είναι περι¬ 
φέρεια. 1969. 

θεώρημα τοΰ ΜιιιίΙίβΓ: Τό πολύγωνον τών προβολών ση¬ 
μείου Ρ έπί τών πλευρών κανονικοΟ πολυγώνου έχει έμ¬ 
βαδόν σταθερόν δταν τό σημείον Ρ κινήται έπί περιφέ¬ 
ρειας όμοκέντρου του κανονικού πολυγώνου. 1773 κ. 

θεωρήματα ιού ΜαΰΙααπη : 1) Διά τόν δγκον σφαιρικού 
τμήματος συναρτήσει τοΰ ύψους καί τής μέσης τομής τοΰ 
τμήματος. 1932. 

2) Έπί τών όμοιοθέτων καί όμοκέντρων έλλείψεων. 2098. 
θεωρήματα τοΰ ΜαιιαΙιηπι: 1) Δίδονται γωνία ΧΟΥ καί 
έγγεγραμμένη είς αύτήν περιφέρεια (I). Έάν ΑΒ είναι έφα- 
πτομένη τής (I), ή περιγεγραμμένη είς τό τρίγωνον ΑΟΒ 
περιφέρεια έφάπτεται σταθεράς περιφερείας. 1340 α. 

2) Διά τήν γραφήν έλλείψεως. 2236. 
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θεώρημα τ οΰ ΜαεοΗετοπί, έπί τοΰ δγκου τοΰ παραλλη- 
λοειδοός. 

θεώρημα τοΰ Μενελάου, έπί διατεμνούσης τρίγωνον κλπ. 

166, 180 καί 

θεώρημά τοο ΜβπΙχοιί : Τά μέσα τών έξ εύθειών, τών 
ένουσών άνά δύο τά κέντρα τής έγγεγραμμένης καί τών 
παρεγεγραμμένων είς τρίγωνον περιφερειών, κεϊνται έπί 
τής περιγεγραμμένης είς αύτό περιφέρειας. 

θεωρήματα τοΰ ΜίηηεΙ: 1) Α1 περιγεγραμμέναι περιφέ- 
ρειαι είς τά τέσσαρα τρίγωνα, άτινα σχηματίζονται διά 
τών άλληλοτομών τεσσάρων εύθειών, διέρχονται διά του 
αύτοΟ σημείου. 

2) Τό άθροισμα τών γωνιών τοΰ καμπυλογράμμου τρι¬ 
γώνου, μέ κορυφάς τά δεύτερα κοινά σημεία Α, Β, Γ 
τριών περιφερειών διερχομένων διά ιοΰ αύτοΰ σημείου Ρ, 
είναι δύο όρθαί γωνίαι. 

3) Τά δεύτερα κοινά σημεία τών περιγεγραμμένων πε¬ 
ριφερειών είς τά τρίγωνα, τά σχηματιζόμενα ύπό έκάστης 
πλευράς ένός τετραγώνου καί τών προεκτάσεων τών δύο 
προσκειμένων είς αύτήν πλευρών, κεϊνται έπί τής αύτής 
περιφερείας. 

θεώρημα του ΜίΑίχιε : Ή έπίπεδος τομή ένός έλλειψοει- 
δοΰς έκ περιστροφής είναι έλλειψις. 

θεώρημα τού Μηηςβ: ΟΙ ριζικοί άξονες τριών περιφε¬ 
ρειών τέμνονται είς τό αύτό σημεϊον. 

θεώρημα του Λ’αι/βί : Αί άκτϊνες τής περιγεγραμμένης πε¬ 
ριφέρειας είς δοθέν τρίγωνον είς τάς κορυφάς αύτοΰ είναι 
κάθετοι έπί τάς πλευράς τοΰ όρθικοϋ τριγώνου τοΰ δοθέντος. 

292 θ. 663 καί 

θεωρήματα τοΰ Νεντωνος : 1) Έπί τής βραχυτέρας εύθείας 
μεταξύ δύο καμπύλων καί διερχομένης διά δοθέντος σημείου. 

2) Α1 διαγώνιοι ένός τετραπλεύρου έγγεγραμμένου είς 
κωνικήν τομήν καί αί διαγώνιοι τοΰ περιγεγραμμένου είς 
αύτήν είς τάς κορυφάς τοΰ πρώτου διέρχονται διά τσϋ 
αύτοΰ σημείου. 

3) Ή εύθεϊα ήτις ενώνει τά μέσα τών διαγωνίων ένός 
περιγεγραμμένου είς κύκλον τετραπλεύρου διέρχεται διά 
τοΰ κέντρου τοΰ κύκλου. 

4) Έπί σχέσεων μεταξύ τμημάτων χορδών κωνικής 
τομής κλπ, 

θεώρημα τοΰ ά’Οοαρηε καί ή έφαρμογή του είς τήν στα¬ 
τικήν. 

θεώρημα του Ι’ααέ β: Διά τήν τυχοΰσαν κωνικήν τομήν, ή 
προβολή έπί τής εστιακής άκτϊνος ΟΜ τοΰ τμήματος τής 
καθέτου είς σημεϊον Μ τής καμπύλης άπό τοΰ Μ μέχρι 
τοΰ σημείου τομής μετά τοΰ έστιακοΰ άξονος είναι στα¬ 
θερά καί ίση πρός τήν παράμετρον τής καμπύλης. 

θεωρήματα ιοϋ Πάππον : Έπί τριγώνων έχόντων τό αύτό 
κέντρον βάρους. 

2) Τό γινόμενον τών άποστάσέων σημείου τής περιγε- 
γραμμένης είς τετράπλευρον περιφερείας άπό δύο άπέναντι 
πλευρών αύτοΰ είναι ίσον πρός τό γινόμενον τών άποστά- 
σεων τοΰ αύτοΰ σημείου άπό τών δύο άλλων πλευρών. ΕΙ- 
δική περίπτωσις τοΰ θεωρήματος αά ηιιαίυοτ Ιΐηεβκ. 290 α, 


Πα^άγο, 
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θεώρη^ιιι ™>ϋ /'ρακοΒ/ίίοτ, διά ρόμβον κλπ. 
θεώρηιια το\> 1‘ίΙοΙ : Τά άθροίσματα τών άπέναντι πλευ¬ 
ρών περιγεγραμμένου εις περιφέρειαν τετράπλευρου είναι 
Ισα. 

θεώρημα τ«ΰ ΡοΙΙοοί:· 668, καί 

θεωρήματα τού 1‘οηεεΙνΙ : 1) Έπί έγγεγραμμένων πολυ¬ 
γώνων 2ν πλευρών, έκ τών όποιων 2ν — I μένουν παράλ¬ 
ληλοι. ΑΙ δύο τελευταϊαι διατηρούνται έπίσης παράλληλοι. 

2) Έπί έγγεγραμμένων, όμοίως, πολυγώνων 2ν 1 πλευ¬ 
ρών, έκ τών όποιων 2ν μένουν παράλληλοι. ΑΙ δύο τελευ- 
ταΐαι μένουν Τσάι καί σταθερού μήκους. 

3) Αί όρθογώνιοι περιφέρεια* πρός δύο άλλας δοθεί- 
σας διέρχονται διά δύο σταθερών σημείων. ('Οριακών »η~ 
με ίων τού Ι’οηοαίεΙ). 

4) θεωρήματα έπί τών κωνικών τομών. 2110, καί 

θεώρημα τού Λ. 1‘νοιιΙινΙ'■ Πολύγωνον περιττού πλήθους 

πλευρών όρίζεται διά τών μέσων τών πλευρών του. 

θεώρη/τα ιιιϋ Ε. ΐΥοιιΙιεΙ: Έπί τής ισοδυναμίας δύο πο¬ 
λυγώνων έκ 2ν πλευρών καί έχόντων τά αύτά μέσα πλευ¬ 
ρών. 1575 καί 

θεώρημα τού Πτολεμαίον, διά τό έγγεγραμμένον τετρά- 
πλευρον. 226, 1209 καί 

Αιώρημα ιοϋ Πνΰαγάρον. 68] καί 

αιώρημα τού ΠοιΙκιί, διά τετράπλευρον. 
θεωρήματα ιοϋ Χαΐηιοιι : 1) ΑΙ περιφέρειαι μέ διαμέτρους 
τρεις χορδάς περιφέρειας διερχομένας διά τού αύτού ση¬ 
μείου, τέμνονται άνσ δύο κατά τρία σημεία κείμενα έπ' 
εύθείας. 

2) Έάν Λ, Μ, Ν, είναι τά σημεία έπαφής τών πλευ¬ 
ρών τριγώνου ΑΒΓ μετά τής έγγεγραμμένης εις αυτό πε¬ 
ριφέρειας, ό λόγος τών άποστάσεων του κέντρου Ο άπό 
δύο άπέναντι κορυφών τών τριγώνων ΑΒΓ καί ΛΜΝ είναι 
ίσος πρός τόν λόγον τών άποστάσεων τών Ιδίων κορυφών 
άπό τών άπέναντι αύτών πλευρών. 

θεώρημα τών Λα. (I. Ιίενροιιι'ε ; Ή περιβάλλουσα τής 
ύποτεινούσης όρθογωνίου τριγώνου, του όποιου κορυφή εΐ- 
ναι'τό κέντρον κωνικής τομής καί άλλοι κορυφαί εύρίσκον- 
ται έπί τής καμπύλης, εΤναι περιφέρεια ομόκεντρος τής 
κων. τομής. "Ας είναι Α, Β οι ήμιάξονες έλλείψεως, α, β 
αί πλευραΐ τής όρθής γωνίας τού τριγώνου, Ιι τό έπί τήν 
υποτείνουσαν ύψος, μ, ν τά τμήματα εις ά χωρίζει τήν 
υποτείνουσαν ό πούς τού ύψους· θά είναι 


_ 1 _ 

Ιι* 


±= 1 + 1 =±+- 

μν α* ' β ! Α“ ' Β 3 ' 


θεώρημα »οό ΕοΗεηΚβτ : Έάν διά τής κορυφής Δ τετραέ¬ 
δρου ΑΒΓΔ φέρωμεν έπίπέδα α, β, γ, κάθετα έπί τάς άκ· 
μάς ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ άντιστοίχως, τά σημεία τομής τών έπί- 
πέδων τούτων μετά τών ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ άντιστοίχως κειν- 
ται έπ* εύθείας γραμμής. 

θιώρημα τού 8οΚοοίεη : Έάν τά άκρα εύθυγράμμου τμή¬ 
ματος σταθερού μήκους όλισθαίνουν έπί δύο τεμνομένων 
ευθειών, παν σημεΐον τού τμήματος γράφει Ιλλειψιν. 

θεώρημα τού Ρ. 8ετεβΙ : Ή περιβάλλουσα τών πλευρών 
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τών έγγεγραμμένων ε(ς περιφέρειαν τριγώνων τοΟ αύτοΟ 
όρθοκέντρου, είναι Ιλλειψις μέ έστίας τό όρθόκεντρον 
τοΟτο και τό κέντρον τής περιφερείας. 130 α καί 

θιύρημα »οϋ 5ίτηίοη: Α1 προβολαΐ έπί τάς πλευράς τρι¬ 
γώνου . σημείου τής περιγεγραμμένης ε(ς αύτό περιφερείας 
κεϊντβι έπ' ευθείας γραμμής. 22, 293, 762 καί 

θεώρημα ιού ΗοίεετΙί, έπί τοΟ άντιπαραλληλογράμμου. 
θιωρήμαι α τοδ δίβιη^Γ : 1) Έπί τοΟ σταθεροΟ όγκου τών 
τετραέδρων τών Αποΐων δύο Απέναντι άκμαί είναι σταθε- 
ροΟ μήκους Καί γράψουν δοθείσας εύθεΐας. 158 καί 

2) Τό έμβαδόν τής έλλείψεως τής γραψομένης Οπό ση¬ 
μείου τμήματος σταθεροΟ μήκους, του όποιου τά άκρα 
γράψουν δύο τεμνομένας εύθείας, είναι Ανεξάρτητον τής 
γωνίας τών ευθειών τούτων. 

3) Ό τόπος τών σημείων, έξ’ ών εΐς κύκλος (Κ) προ¬ 
βάλλεται έπίσης κατά Κύκλον έπί έπιπέδου καθέτου έπί 
τό έπίπεδόν τοδ (Κ), είναι ύπερβολοειδές έκ περιστροφής 
μέ λαιμόν ιόν κύκλον (Κ). 

θεώρημα τοδ 81βυιατΙ, διά τόν ύπολογισμόν τοΰ μήκους 
μιας ευθείας, άπό τής κορυφής τριγώνου μέχρι τής Απέ¬ 
ναντι πλευράς. 

θεώρημα του 8;/ίναίο ': Διά πάν τρίγωνον, είναι 
ΟΗ = ΟΑ +0Β+0? . 

(Η όρθόκεντρον, Ο κέντρον περιγεγραμμένης περιψερείας). 

θεώρημα ιοϋ Τεεημεχη (πράγματι τοΟ 8ΐείηεν): "Αν ΑΑ’, 
ΒΕΓ, ΓΓ’ είναι τρεις οένϊεηηβε τριγώνου διά τοΟ αύτοΟ 
σημείου Ρ’, ή περιφέρεια (Α'ΒΤ’) τέμνει τάς πλευράς του 
τριγώνου εις τρία άλλα σημεία Α", Β", Γ" άτινα είναι 
πόδες τριών άλλων ςένϊοιιηβχ ΑΑ”, ΒΒ", ΓΓ" διερχομέ- 
νων διά του αύτοΰ σημείου Ρ". 

θεώρημα τοϋ Ηα).ον, έπί τής όμοιότητος δύο τριγώνων, 
θεώο ημα χο·> Τίη$εαιι: Τό τετράγωνον τοΟ έμβαδοΟ έπι¬ 
πέδου σχήιαατος είναι άρθοισμα τών τετραγώνων τών έμ· 
βαδών τών προβολών αύτοΟ έπί τρία κάθετα άνά δύο 
έπίπεδα. 

θεωρήμαχα τοί Καίει·: 1) Έπί ΤοΟ Αθροίσματος τών τε¬ 
τραγώνων τών πλευρών τετραπλεύρου. 

2) Εις πάν τρίγωνον, είναι 

6» — Κ (Κ — 2 ρ). 293 η, 327, 327 α καί 

θεώρημα τοϋ Γ«ιι ΑιώεΙ. έπί σχέσεως μεταξύ τών τμημά¬ 
των τριών ούνΐεηηι-ϋ διά τού αύτοΟ σημείου. 

θεώρημα τού Γ εεΐι-π: Έάν κατασκευάσωμεν τέτράγωνα 
έπί τών πλευρών τριγώνου καί ένώσωμεν άνά δύο τάς γει¬ 
τονικός κορυφάς τών τετραγώνων, τά σχηματιζόμενα τρί¬ 
γωνα είναι ισοδύναμα πρός άλληλα κλπ. 

θεώρημα τού ϊίΙΙαπ'ΐαιι: Τό δισεφαπτόμενον έπίπεδόν 
σπείρας τέμνει ταύτην κατά δύο περιφέρειας. 

θεώρημα τού ΡϊιβοΗβη ; Τό άθροισμα τών μηκών τών έύ- 
θειών τών ένουσών σημεϊον εις τό έσωτερικόν ευρισκόμε¬ 
νον τριγώνου μετά τών κορυφών αύτοΟ, είναι μικρότερον 
τοΟ Αθροίσματος τών 6ύο μεγαλυτέρων πλευρών τοΟ τρι¬ 
γώνου. 


Π αράγο. 

2174. 

1251 β. 
1202. 

1856. 

2161. 

2242. 

1173. 

1546 η. 

1251 

206. 

1878. 
1205. 
1182. 
1242 κ. 

1550. 
248,4) 

460 α. 
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θεώρήμα τον I 'ίη'αιιί : Τό άθροισμα τών άποστάσεων 
ένός σημείου ε(ς τό έσωτερικόν κανονικού ν - γώνου κειμέ¬ 
νου άπό τών πλευρών αώτου είναι ν · πλάσιον του άπο- 
στήματος του πολυγώνου. 

θεώρημα τοΟ ΙΓ< αΙίαα'. Βλέπε &εώηι/μα τον 8ί>η$οη. 
θεώρημα ΊαΛτοηχύν : Εις έγγράψιμον τετράπλευρον 
ΛΒΓΔ, τό άθροισμα τών άκτίνων τών έγγεγραμμένων πε¬ 
ριφερειών ε(ς τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΔΓ είναι ίσον πρός 
τό άθροισμα τών άκτίνων τών έγγεγραμμένων περιφερειών 
εις τά τρίγωνα ΑΒΔ καί ΔΒΓ. 710 β καί 

θεώρημά ( Λτατνττω&εν ί·ηϊ> τον Βΐ'οαιι)'ά) τον ΒοΰίΙΙίεπ Έστω 
ΑΒΓ τρίγωνον καί Ο τυχόν σημεΐον του έπι*έδου του. Α1 
κάθετοι έπί τάς ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ εις τό σημεΐον Ο συναν¬ 
τούν τάς άπέναντι πλευράς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ κατά τρία σημεία 
κείμενα έπ' ευθείας γραμμής. 


1592. 


750 α. 


1342 ξ. 



Ποοβλήματα ό δηγ σ θττ α βίς χατασκέυ&* 
μή γεωμβίβΐπάς. 

Πα**τ*. 

Ή λΰσις τών. έπομένων προβλημάτων Απαιτεί κατα- 
σκευάς τάς όποιας ν έν δυνάμεθα να έκτελέσωμεν διά τής 
χρήσεως τοΟ κανάνος καί τοΟ διαβήτου μόνον- έπειδή, ώς 
γνωστόν, δέν δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν μήκη άλλα 
άπό έκεΐνα τά όποια δύνανται νά θεωρηθούν ώς ρίζαι μιάς 
έξισώσεως δευτέρου βαθμοΟ ή μιάς διτετραγώνου. Έν τού- 
τοις', έν πρόβλημα, ή λΟσις τοΟ όποίου έκ πρώτης άψεως 
φαίνεται δχι όδηγαΐ είς κατασκευάς ριζών έξισώσεως βαθ¬ 
μοΟ μεγαλυτέρου τών άνωτέρω, δύναται νά λυθή γεωμε- 
τρικώς, έάν καθίσταται δυνατή ή άνάλυσις τής έξισώσεως 
ταύτης ε[ς άλλας βαθμοΟ δευτέρου πρός τό άγνωστον μή¬ 
κος· τοΟιο λ.χ. συμβαίνει διά τό πρόβλημα τού Απολλώνιου: 

Νά γραφή περιφέρεια. Ιφαπτομίνη τριών άλλων δοφειοών καί τό 
όποιον έπιδέχεται όκτώ λύσεις, 

Τό πρόβλημα τοο Ηχι^ι/εηι (§ 1674 γ) άγει ε(ς έξίσωοιν τε¬ 
τάρτου βαθμοΟ- είναι όμως δυνατόν νά άχθώμεν είς έζί- 
σωσιν δευτέρου βαθμοΟ, παρατηροΟντες δτι τό πρόβλημα 
Ανάγεται ε[ς τήν άγωγήν κοινής έφαπτομένης πρός δύο 
ύπερβολάς έχούσας κοινήν άσύμπτωτον. 

Τό μάλλον άξιοσημείωτον παράδειγμα ύποβιβασμοΟ τοΟ 
βαθμοΟ τής έπιλυούσης πρόβλημα έξισώσεως έδόθη ύπό 
τοΟ Οαιιεε. Επειδή ήδυνήθη, διά συνεχοΟς ύποβιβασμοΟ 
τοΟ βαθμοΟ τών έπιλυουσών έζισώσεων, νά έγγράψη είς 
περιφέρειαν κανονικόν δεκαεπτάγωνον. 

Εις τά έπόμενα παραθέτομεν μερικά προβλήματα τής 
παρούσης Συλλογής Ασκήσεων καί τά όποια δέν δυνά¬ 
μεθα νά λύσωμεν χρησιμοποιοΰντες τόν κανόνα μόνον καί 
διαβήτην. 

Έκ σημείου εις το έσωτερικόν δοθείσης γωνίας κειμένου 
νά άχθή τό μικρότερον εύθύγραμμον τμήμα έκ τών περα- 
τούμένων ε(ς τάς πλευράς τής γωνίας. 168 καί 1615. 

Νά διττιρεθή γωνία εις τρία Τσα μέρη. 501, Σημ. 

Διά δοθέντ.ος σημείου, νά άχθή κοινή τέμνουσα δύο πε¬ 
ριφερειών τοιαύτη, ώστε ή διαφορά τών όριζομένων χορ¬ 
δών νά είναι δοθέν μήκος (πρόβλημα τοϋ I*-.). Τετάρτου 
βαθμοΟ. 880 α. 

Νά γραφή περιφέρεια άποτέμνουσα έπί τριών δοθεισών 
περιφερειών χορδάς δοθέντων μηκών λ, μ, ν. 881 α. 

Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τοΟ τριγώνου τών πο- 
δών τών διχοτόμων ή συμμετροδιαμέσων αύτοϋ. 1242 ι καί 1523 γ. 

Νά εύρεθή σημεΐον Δ, κοινόν τριών εένΐεηηεε ΑΑ', 

ΒΒ', ΓΓ' δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ καί τοιοϋτον, ώστε τά 


μήκη ΔΑ', ΔΒ', ΔΓ' νά είναι Τσα. 1242 μ. 

Νά κατασκευασθή τρίγωνον του όποίου δίδονται: 
α) Τά σημεία I, Η καί Ο (Ευΐετ). 1520 γ. 

- β) Τά συμμετρικά σημεία τών κορυφών πρός τάς Απέ¬ 
ναντι πλευράς. (Εβδόμου βαθμοΟ). 1523 γ. 

γ) 01 -πόδες τών έσωτερικών διχοτόμων. (Τετάρτου 
βαθμού). 1523 γ. 
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δ) ΟΙ πόδες τών σομμετροδιαμέσων αύτοϋ. (Δωδεκά¬ 
του βαθμού). 1523 γ. 

ε) Τρεις διχοτόμοι διά τού αύτού σημείου. (Δεκάτου 
τετάρτου βαθμού). 1523 ε. 

στ) Α1 άποστάσεις τού κέντρου Ο τής περιγεγραμμένης 
ττεριφερείας άπό τών πλευρών. 1523 ε. 

ζ) ΑΙ άποστάσεις τού όρθοκέντρου Η άπό τών τριών κο¬ 
ρυφών. (Τρίτου βαθμού). 1523 ε. 

η) Μία διάμεσος, £ν ύψος καί μία διχοτόμος έκ διαφό¬ 
ρων κορυφών άγόμενα. ("Έκτου βαθμού). 1523 ζ. 

Διά σημείου έντός δοθείσης γωνίας κειμένου νά άχθη 
εύθόγραμμον τμήμα περατοώμενον είς τάς πλευράς τής 
γωνίας καί δοθέντος μήκους. (Πάππος, τετάρτου βαθμού). 1538. 

Τό πρόβλημα τού έλλειπτικοΰ σφαιριστηρίου (/ΙκροΓςφ). 1546, Σημ. 

Πρόβλημα τοδ ΒοϋίΙΙίβ Νά διαιρεθή τρίγωνον ε(ς τρία 
Ισοδύναμα δισορθογώνια τετράπλευρα. Λύεται γεωμετρι- 
κώς μόνον διά Ισοσκελές τρίγωνον. 1624 α. 

Πρόβλημα τοδ Σε:: Νά διαιρεθή τρίγωνον είς τρία δισορ- 
θογώνια τετράπλευρα, άνάλογα δοθέντων άριθμών λ, μ, ν. 

Λύεται διά τών τομών δύο Ισοσκελών υπερβολών. (Τετάρ¬ 
του βαθιιού) 1624α καί 1674. 

Πρόβλημα τοδ Σείΰηίζ : Νά διαιρεθή τρίγωνον είς τέσ- 
σαρα Ισοδύναμα μέρη διά δύο όρθογωνίων εύθειών. ("Ογ¬ 
δόου βαθμού). 1624 α καί 1674 6. 

Πρόβλημα τοδ Χίνχωνος: Νά εύρεθή ή διάμετρος περιφέ¬ 
ρειας έκ τών χορδών τριών διαδοχικών τόξων αυτής έχόν- 
ντων άθροισμα τό ήμισυ τής περιφέρειας ή νά κατα- 
σκευασθή τό μέγιστον τετράπλευρον, έκ τών έχόντων τρεις 
πλευράς δεδομένας. 1712 β. 

Νά γραφή τό μέγιστον τραπέζιον είς δοθέντα κυκλικόν 
τομέα. 1719,3) . 

Νά τμηθή Οπό έπιπέδο,υ δοθεΐσα τρίεδος στερεά γωνία 
κατά δοθέν τρίγωνον. (Τετάρτου βαθμού, κατά τόν Γ-,βρΓοη&Ο· 1901 γ. 

Πρόβλημα τοδ Οενροηηε. Δοθέντων τριών σημείων Α, Β, Γ 
έκτός έπιπέδου (Π) κειμένων, νά εύρεθή σημεΐον Μ τού 
(Π) ώστε τό άθροισμα ΜΑ ΜΒ + ΜΓ νά είναι τό έλά- 
λαχιστον. 

Άνευ λύσεως μέχρι τούδε (1910-1911). 1901 γ. 



